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1. (a) Vi förlänger och utnyttjar kända standardgränsvärden.

lim
x→0

sin 4x

ln(1 + 2x)
= lim

x→0
2 · sin 4x

4x
· 2x

ln(1 + 2x)
= 2.

(b) Vi faktoriserar, sätter x = 1 + t och l̊ater t→ 0.

lim
x→1

x3 − x2 + 2x− 2

lnx
= lim

x→1

(x− 1)(x2 + 2)

lnx
= lim

t→0

t((1 + t)2 + 2)

ln(1 + t)
= 3.

(c) Vi bryter ut den dominerande termen i täljare och nämnare.

lim
x→∞

x(3x + x7 + ln 9x)2√
x100 + 4x281x

= lim
x→∞

x9x(1 + x7

3x + x ln 9
3x )2

x9x
√

x98

81x + 4
=

1

2
.

2. (a) Vi sätter t =
√
x, dvs t2 = x s̊a att 2tdt = dx och integrerar partiellt.∫

arctan
√
x dx =

∫
2t · arctan t dt = t2 arctan t−

∫
t2 · 1

1 + t2
dt

= t2 arctan t−
∫

(1− 1

1 + t2
) dt = t2 arctan t− t + arctan t + C =

= x arctan
√
x−
√
x + arctan

√
x + C.

(b) Här integrerar vi partiellt.∫
x√

1 + 2x
dx = x

√
1 + 2x−

∫ √
1 + 2x dx = x

√
1 + 2x− 1

3
(1 + 2x)3/2 + C.

(c) En partialbr̊aksuppdelning ger en enklare form.∫
1 + x

x(1 + x2)
dx =

∫ (
1

x
− x− 1

1 + x2

)
dx = ln |x| − 1

2
ln(1 + x2) + arctanx + C.

3. Riktningskoefficienten, k för en eventuell asymptot, y = kx + m ges av

lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞

4x4 + x3 + 1− x4

x2(
√

4x4 + x3 + 1 + x2)
= 1,

där vi förlängt med täljarens konjugatuttryck och brutit ut dominerande termer för att
beräkna gränsvärdet. Konstanten m ges nu av

lim
x→∞

(y − kx) = lim
x→∞

(y − x) =
x3 + 1

x(
√

4x4 + x3 + 1 + 2x2)
=

1

4
,

där vi gjort liknämnigt innan vi beräknat gränsvärdet. S̊a asymptoten är y = x + 1/4.



4. Funktionen är definierad p̊a hela reella axeln och g̊ar mot 0 d̊a x → ±∞. S̊a y = 0 är en
v̊agrät asymptot d̊a x→ ±∞. Vi f̊ar efter faktorisering att

f ′(x) = −6x(x− 1)(x +
1

3
)e−3x

2+4x,

och en teckentabell visar att funktionen har lokalt maximum i (1, e), och i (−1/3, e−5/3/9),
samt ett lokalt minimum i(0, 0). Lodräta asymptoter saknas.

5. Vi partialbr̊aksuppdelar och f̊ar att∫ ∞
0

5x + 4

(2x + 1)(x + 1)(x + 2)
dx =

∫ (
2

2x + 1
+

1

x + 1
+
−2

x + 2

)
dx =

[ln |2x + 1|+ ln |x + 1| − 2 ln |x + 2|]∞0 =

[
ln

∣∣∣∣2x2 + 3x + 1

x2 + 4x + 4

∣∣∣∣]∞
0

= ln 2− ln
1

4
= 3 ln 2.

6. Sätt

f(x) =

∫ x

0

et
2

dt− x− x3

3
.

D̊a är f(0) = 0, f ′(x) = ex
2−1−x2, s̊a att även f ′(0) = 0. Vidare är f ′′(x) = 2x(ex

2−1) > 0
d̊a x > 0, s̊a kurvan är konvex d̊a x > 0 och kommer därför aldrig att kunna passera x-axeln
(inget lokalt maximum kan finnas) för x > 0.

7. I en punkt (a, 3a2) p̊a den ena kurvan har tangenten ekvationen y − 3a2 = 6a(x − a), och
om en punkt (b, 4b3) p̊a den andra kurvan ska ha samma tangentlinje, ska punkten uppfylla
ekvationen, dvs vi f̊ar relationen 4b3 − 3a2 = 6a(b − a). Dessutom ska derivatan i de b̊ada
punkterna vara lika och det ger oss att 6a = 12b2, dvs att a = 2b2. Insatt i relationen ger

räkningar att b = 2/3 och sedan att a = 8/9. Tangentlinjen blir y =
16

3
x− 64

27
.


