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1. (a) Vi gor substitutionen t? = x + 1, sa att 2tdt = dx, och direfter en partiell integration.
/COS\/CE +1dx = /Ztcost dt = 2tsint — /2sint dt = 2tsint 4+ 2cost + C

=2Vx+1sinve +1+2cosvze+1+C.

dx
(b) Vi gor substitutionen ¢ = arctan z, sa att dt = .
1+ a2
earctanz
/m d:l?:/et dt = el + O = e?retane | .

(¢) Vi faktoriserar nimnaren och gor en partialbraksuppdelning.

) 1 —r+4
/x(x2—4x+5) dx_/<x+x2—4x+5> dt.

Darefter kvadratkompletteras den andra termens ndmnare och substitutionen ¢t = x — 2
gor sedan att vi kan hitta primitiven.

1 —(z—2)+2 ¢ P
ST Gmfe| - [ dt+ [ = at
/(x+(x2)2+1) n el /t2+1 +/t2+1

1 1
=In|z| - 3 In(t? + 1) +2arctant +C = In|z| — 5 In(2? — 42 4 5) 4+ 2 arctan(x — 2) + C.

2. (a) Vi forldnger for att fa standardgriansvérden.

. In(1—2z) . In(1—2x) 4z 1 1 1
lim ——— = lim ——— . (—2z) - R ) I ——
Iy e AW T UM G o T
(b) Vi faktoriserar téljare och ndmnare och forkortar sedan.
oot —a? 4 o224+ r+2 44242 8
lim ——— = lim = =-.
22 12 —1—2 z—2 r+1 2+1 3
(¢) Vi forldnger for att utnyttja kinda standardgrinsvirden.
: 2z 1 : 2z _ 1 2r 1
fim SRET T gy, SET L) e 2=1.1.2=2
z—0 T z—0 e’r — 1 2x

3. Vi observerar forst att funktionen dr definierad for alla reella tal x. Derivatan blir
fl(x) = (22 + 2% = 3)e® = (z + 3)(z — 1)e”,

och en teckentabell visar att f har ett lokalt maximum da z = —3, med f(—3) = 6e~2, och

f(z)

ett lokalt minimum da z = 1, med f(1) = —2e. Vidare giller att f(z) — 0o, och ——= — oo,
da x — oo, eftersom e® &r dominant i funktionen, sa ingen sned asymptot finns da x — oo.
Diremot géller att f(z) — 0 da 2 — —oo (ty €® dominant dven hir), sd en vagrit asymptot
y =0 finns da x — —oo0.



4. (a) f ar kontinuerlig i « om f(x) — f(a), d& z — a.

(b) f &dr deriverbar i a om griinsvirdet

f(z) = f(a)

lim ,

T—a Tr—a

existerar (dndligt).
(¢) Funktionen dr definierad for alla reella x # 0, och har dér derivatan

1 1 1 1 1
/ — _ . —_—— = - — =
f(m)_1+a:2+ 1 ( xz) 1+22 22+1 0

1+x2

Det foljer att funktionen dr konstant da = > 0 och da « < 0, och

s

f@ =10 =7+7=5  =>0,
f@)=f(-D)=-7-7=-5. «<.

Viardeméngden for f ar alltsa {—g, g}

5. Vi berdknar forst en primitiv funktion genom att forst anvinda logaritmlagarna och sedan
integrera partiellt (x > 0).

/m(HD dm:/lnle dq;:/(ln(x—i—l)—lnx) da

=@+ 1l)Inz+1l)—z—zhez+z+C=(z+1)ln(x+1)—alnz+ C.

Vi far nu att

1
/ In (1—&—;) dr = lim [(x—|—1)ln(x—|—l)—xlnx](1:
0

c—0t

= lim 2In2-0—(¢+1)In(c+1)+clnc) =2In2,

c—0t

enligt standardgriinsviirdena (clnc — 0 da ¢ — 01). Sa den forsta generaliserade integralen
ar konvergent med vérdet 21In 2. Den andra generaliserade integralen blir, efter att vi anvént
logaritmlagarna igen,

/ In (1—1—1) dx = lim [(x—l—l)ln(x—l—l)—mlnx]?
1 €T

b—o0

b

1 b+1
= lim [xlnx+ —l—ln(x—i—l)] = lim (bln * —|—1n(b+1)—21n2+0) = 00,
b—oo x 1 b—oo
eftersom
b+1 1\ In(1+1/b)
o —pn(14- ) =220y
bln bn( +b> /b — 1,

da b — oo (standardgrinsviirde), och In(b + 1) — oco. Alltsa éir den andra generaliserade
integralen divergent.

6. Vi observerar forst att funktionen &r definierad och kontinuerlig for alla reella tal x. Speciellt
ar f(£1) =0, och f(x) > 0 for © # +1.



(a) Vi deriverar och far
2 1 4 T
4 e e —
fila) = 3 (22— 1)1/3 2z 3 (22— 1)1/3’
da x # +1, och maste kolla om derivatan existerar i x = +1. Men, till exempel
i J @) = f() (2> —1)*/ (x — 1)3(z + 1)/ (z +1)*/3
im —X——"

am1t o —1 z—1+ o —1 1+ x—1 a1t (x —1)1/3

och analogt for de andra fallen, visar att derivatan inte existerar da z = +1. Vi far
sedan efter ytterligare en derivation och férenkling, att

1 2z

3 (@2-1)23 4  2%>-3

SRE NG

(22 — 1)1/3 -

G

7(@) =

[SCRIE

da x # +1.

(b) Ett teckenstudium av forstaderivatan visar att f har lokalt maximum i z = 0, med
f(0) =1, och lokala minima i z = £1, da f(£1) = 0.

(¢) Ett teckenstudium av andraderivatan visar att f ér konvex da x < —v3ochdaz > \/g,
och konkav d& —v3 <z < V3

. Vi maste dela upp i flera fall.

Fall 1: n =0, m = 0. Den primitiva funktionen blir

/dx:x+C.

sinmx
/cos mx dr = +C.
m

Fall 2: n =0, m # 0. Vi far

Fall 3: n # 0, m = 0. Som ovan far vi

sin nx
/cos nx dr = + C.
n

Fall 4: n = m # 0. Vi anvénder ett kint trigonometriskt samband och far

xr  sin2nx

1
2 =- /0 2 ==
/cos nx dx 5 /( + cos2nz) dx 5 + T

+C.

Fall 5: n # 0, m # 0, n # m. Om vi betecknar den sokta primitiven med I, och sedan
partialintegrerar tva ganger, far vi ett samband som kan anvindas for att beridkna I.

sinnx sin nx .
I = | cosnxcosmx dr = -cosme + -msinmx dz
n n

sin nx cosnxe . cosnx 2
= - cosmx — - msinmx + -m~ cosmx dzx.

n n2 n2

Den sista termen i detta uttryck dr 25 - I, sa vi ser att
sin nx cos nx ) m?
1= -cosme — 5— ~msinmz + — - I,
n n n
dvs,
2 2 2 .
m n‘—m sin nx CoS Nx )
I——-I= 5 I = -cosmx — 5— - msinmz,
n? n n n

vilket, efter forenkling, slutligen ger att

I= / cos nx cosmx dr = 5 (nsinnx cosmx — mcosnrsinmz) .

nZ —

)



