Dagens amnen

o Basbyte i linjara avbildningar
o Basbytesformeln
e Noll- och varderum
o Sammansattningar av linjara avbildningar

« Invers avbildning tar vi nasta Fo



Basbytesformeln

Sats 7.4.1. Lat eq,...,e, och fi,.... £, vara baser i vektorrummet V, T en nxn-matris
sadan att £ = eT" och F:V—YV en linjir avbildning.
Om F' har matrisen Ae © basen e och Ag i basen £ sa gdller att

A =T ' A.T.

Las feT -formeln i basbytesformeln




Nollrum och varderum

Definition 7.5.1. Lat U och V vara tva vektorrum och F:U—YV en linjar avbildning.
Da definieras nollrummet N(F') och virderummet V(F) till F' som

N(F)={ueU: F(u) =0} respektive V(F)={F(u)€ V:uceU}.

Sats 7.5.2. Lat U och V vara tva vektorrum och F:U—YV en linjar avbildning. Da gdller
att

(a) N(F) dr ett underrum av U,

(b) V(F) dr ett underrum av V.




Berakning av N(F) och V(F)

. N(F)?
e LOs AX = 0 pa vanligt satt.

. V(F)?

Sats 7.5.4. Lat U och V vara tva vektorrum och lat uy, ..., vara en bas 1+ U. Betrakta
en lingdar avbildning F:U—YV. Da gdller att

V(F)=|F(ay),..., F(ug)].




V(F)?

o Tank pa uppbyggnaden av avbildningsmatrisen!

« F(e;):s koordinater ar det som star i A:s kolonner.

o FOr att hitta bas i V(F) behover |6jliga element strykas.
o Beroendeekvationen for IV (F) blir AX = 0.

o Slutligen, vill ha ekvationer for IV (F) till kontroll och utfyllnad, dvs vill
|6sa AX =Y.

Vi [6ser alltsa ett ekvationssystem men tolkar det pa tre olika satt!

« Se till att ni har koll pa vilken ekvation ni jobbar med!!



Dimensionssatsen

Sats 7.5.6. (Dimensionssatsen)
Lat U och V vara tva vektorrum och F: U=V en linjir avbildning. Antag att dimU = n.
Da dr

dim N(F) +dim V(F) =n.




Sammansatta avbildningar

Definition 7.6.1. Lat U, V och W vara vektorrum och G:U—-V, F: V=W linjira av-
bildningar. Den sammansatta avbildningen F o G: U—W definieras som

FoG(u) = F(G(u)).

Sats 7.6.2. Lat G:U—=YV och F: V=W vara linjira avbildningar som i fixra baser i de
andligtdimensionella rummen U, V och W beskrivs av matriserna B respektive A. Da dr
vbildningen F o G:U—=W linjir och dess matris, r(lm‘ vt baserna 1 U och W, dr AB.

Potenser av linjara avbildningar

Sats 7.6.4. Lat [:U—U, dimU < oc. Om N(F)NV(F) = {0} sa gdller for alla heltal
n > 2 att

N(E™) = N(F),  V(E") =V(F).




Inverser till linjara avbildningar

Definition.

Lat U och V vara vektorrum av andlig dimension och F: U — V en linjar avbildning. Om det finns
en avbildning G: V —» U sadan att

GoF(u) =uforvarjeueU
FoG(v)=vforvarjeveV
sa sages F vara inverterbar med invers G.

}\:/Igln kan bevisa att i fall G existerar sa ar den entydigt bestamd. Vi anvander beteckningen G =

Lemma 7.6.6.
Antag att F: U - V har en invers F~1:V - U. D& galler att

a) ulrﬁqulU = F(ul)iF(uz)
b) N(F) = {0}

Anmarkning. En funktion med egenskapen (a) kallas injektiv



[Exempel 1. Betraktar spegling F: RS —» R3 T ett plan I1. Da galler
FoF(x)=x
for alla vektorer x € R3 vilket ger enligt definition att

F=F"1

Exempel 2. Betraktar ortogonal projektion F: R3 — II pa ett plan I1 som gar genom
origo. Om n ar en normal vektor till IT da

F(tn) =0forallat e R
D v s for u; = n och u, = 2n géller att
F(ul) = F(“z) och Uq # Uy

vilket strider mot Lemma 7.6.6. FOljaktligen saknar F invers avbildning




Exempel. Inversen av en vridning i planet.

F(e,) = (—sinf,cos0)

F(eq) = (cos8,sin )

Avbildningsmatris for en vridning i en ON bas ar

cos(—60) —sin(—0)
sin(—0) cos(—@))

cos @ —sin 9)

-1 _ _ cosf sinf
sinf cosé Ag- =4-0 = ( ( )

Ag = ( —sin @ cos O




Inverser till linjara avbildningar

Sats 7.6.7.

Invers avbildningen F~1 &r linjar och inverterbar med invers F.

Korollarium 7.6.8.

For att F:U — V skall kunna ha en invers ar det nédvandigt att
dimU = dimV

Om F har eninvers sa ar V(F) = V.

Sats 7.6.9.

Lat F: U - V vara en inverterbar linjar avbildning med avbildningsmatris
A relativt baserna u och v 1 U respektive V.

Da ar A kvadratisk och inverterbar och A~ ar avbildningsmatris, relativt
samma baser, till F~1




Jamforelse med ekvationssystemsatsen

Sats 4.7.1. Lat A vara en n X n-matris. Foljande pastaenden ar ekvivalenta:
e detA#0

A ar inverterbar

Matrisekvationen AX = Y har entydig l0sning for alla n X 1-matriser Y.
Matrisekvationen AX = 0 har endast den triviala I0sningen, X = 0.

* rangA=n

A ar radekvivalent med enhetsmatrisen

Vi formulerar om denna sats for linjara avbildningar

Korollarium 7.6.13. Lat F: U - U vara en linjar avbildning med
avbildningsmatris A nagon bas u i U. Da féljande pastaenden &r ekvivalenta:

a) detA#0

b) F arinverterbar
c) V(F)="0U.

d N(F) = {0}.




