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Introduktion

Om F : V — V ir en linjar avbildning s& pekar vanligtvis vektorerna v och F(v) i olika riktningar.
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Introduktion

Om F : V — V ir en linjar avbildning s& pekar vanligtvis vektorerna v och F(v) i olika riktningar.

Men det kan handa att v och F(v) ar parallella fér vissa speciella vektorer v. Sddana vektorer v kallas
egenvektorer for avbildningen.
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Har avbildningen F nagra egenvektorer?

¥

2 1

Jonathan Nilsson

eT0]
c
=
[}
&

Visual




En egenvektor

Lat [F] = E ;] och v = H
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En egenvektor

Lat [F] = E ;] och v = H

Da har vi
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En egenvektor

Lat [F] = E ;] och v = H

o= J0-F -

Sa F skalar om vektorn v med en faktor 3. Vi siger att v ar en egenvektor for F, och att 3 ar
motsvarande egenvarde for F.
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Egenvarden for projektion

Lat P : R3® — R3 vara projektion pa xy-planet:

Vilka egenvarden och egenvektorer har avbildningen?
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Varje vektor v i planet projiceras pa sig sjalv: P(v) = 1v, s& varje (nollskild) vektor i planet &r en
egenvektor for P med egenvarde 1.

S
7
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Varje vektor u vinkelrat mot planet avbildas pa nollvektorn: P(u) = 0 = Ou, s& varje (nollskild) vektor

0
av form t [0 &ar en egenvektor for P med egenvarde 0.
1
z
u
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Formell definition

Definition
L&t F: V — V vara en linjar avbildning. Om det finns en nollskild vektor v och ett tal A s3 att

F(v) = v

sa sager vi att \ ar ett egenvdrde for F, och att v &r en motsvarande egenvektor.
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Ett forsta exempel

-2 2 1 1 1
Lat A= 3 1 0| ochlatv=|—-1| ochw=|[2].
-4 2 1 2 3

Ar v en egenvektor till A? Ar w en egenvektor?
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Ett forsta exempel

-2 2 1 1 1
Lat A= 3 1 0| ochlatv=|—-1| ochw=|[2].
-4 2 1 2 3

Ar v en egenvektor till A? Ar w en egenvektor?

Losning: v ar en egenvektor om Av = Av for ndgot A € R. Vi har

2 2 111 —2
Ar=1| 3 1 0| |-1|=] 2
—4 2 1| | 2 —4
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Ett forsta exempel

-2 2 1 1 1
Lat A= 3 1 0| ochlatv=|—-1| ochw=|[2].
-4 2 1 2 3

Ar v en egenvektor till A? Ar w en egenvektor?

Losning: v ar en egenvektor om Av = Av for ndgot A € R. Vi har

-2 21 1 -2
Av=1| 3 1 0f |[-1| =| 2| =(=2)v.
4 2 1| | 2| |-4

Av = (—=2)v, s& v ir en egenvektor for A med egenvirde —2.
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Ett forsta exempel

-2 2 1 1 1
Lat A= 3 1 0| ochlatv=|—-1| ochw=|[2].
-4 2 1 2 3

Ar v en egenvektor till A? Ar w en egenvektor?

Losning: v ar en egenvektor om Av = Av for nagot A € R.
-2 21 1]
Avr=| 3 1 0| |-1| =
-4 2 1 2]

Vi har

-2
2
—4

=(=2)v.

Av = (—=2)v, s& v ir en egenvektor for A med egenvirde —2.

-2 2 1] |1 5
Av=1| 3 1 0] [2]| = |5
-4 2 1] (3 3

Jonathan Nilsson Egenvirden och egenvektorer

10/28



Ett forsta exempel

-2 2 1 1 1
Lat A= 3 1 0| ochlatv=|—-1| ochw=|[2].
-4 2 1 2 3

Ar v en egenvektor till A? Ar w en egenvektor?

Losning: v ar en egenvektor om Av = Av for nagot A € R.
-2 21 1]
Avr=| 3 1 0| |-1| =
-4 2 1 2]

Vi har

-2
2
—4

=(=2)v.

Av = (—=2)v, s& v ir en egenvektor for A med egenvirde —2.

-2 2 1] [1 5
Aw=| 3 1 0| |2] =15
-4 2 1|13 3

Sa& w ar inte en egenvektor.
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Ett andra exempel

egenvarde.
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Ett andra exempel

egenvarde.

Losning: X = (x1, x2, x3) # 0 ar en egenvektor med egenvirde 3 om BX = 3X. Denna matrisekvation
kan skrivas (3/ — B)X = 0:

2 0 —4 X1 0 2x1 —4x3 =0
s |-1 0 2 x| = |0] & —X1 +2X3=0‘%>fi)
11 1] [xs 0 x1+x2+ x3=0
{_Xl +2x3=0 =2t Xl 2l
Sixn=-3t < |x| =t|-3| forteR.
xp+3x3 =0 s = t X3 1
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Ett andra exempel

egenvarde.

Losning: X = (x1, x2, x3) # 0 ar en egenvektor med egenvirde 3 om BX = 3X. Denna matrisekvation
kan skrivas (3/ — B)X = 0:

2 0 —4 X1 0 2x1 —4x3 =0
s |-1 0 2 x| = |0] & —X1 +2X3=0‘%>fi)
11 1] [xs 0 x1+x2+ x3=0
{_Xl +2x3=0 =2t Xl 2l
Sixn=-3t < |x| =t|-3| forteR.
xp+3x3 =0 s = t X3 1

Slutsats: Varje vektor av form t(2,—3,1) for t € R (t # 0) ar en egenvektor till B med egenvirde 3.
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Tillampningar
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Tillampningar

Vad ar poangen med egenvarden och egenvektorer?




PageRank

Givet ett natvark av webbsidor, hur bér man rangordna dem?

Har ar ett natverk av webbsidor, pilar indikerar lankar.
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PageRank




PageRank

Lat webbsidornas rankning ges av X = (x1, x2, X3, X4). En bra modell &r att varje sida distribuerar sitt

varde till dver utgdende lankar. Till exempel, nod 3 har inkommande lankar fran nod 2 och 4, sé vi vill
ha x3 = % + %
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PageRank

Lat webbsidornas rankning ges av X = (x1, x2, X3, X4). En bra modell &r att varje sida distribuerar sitt
varde till dver utgdende lankar. Till exempel, nod 3 har inkommande lankar fran nod 2 och 4, sé vi vill
ha x3 = % + %

O NI= O N
NI O O NI

O O = O
O WIFRW|I—RW|—
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PageRank

Lat webbsidornas rankning ges av X = (x1, x2, X3, X4). En bra modell &r att varje sida distribuerar sitt
varde till dver utgdende lankar. Till exempel, nod 3 har inkommande lankar fran nod 2 och 4, sé vi vill
ha x3 = % + %

o~ O

O NI=E O N
O WIFRW|I—RW|—

0

Detta blir ett egenvardesproblem: Rankningsvektorn X ska vara en egenvektor med egenvarde 1 till den
viktade grannmatrisen for natet, vi far egenvektorer X = t(9, 10,2,1).

N O ONIR
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Populationsdynamik

Ravar och kaniner bor i en skog. Vid ar nummer k finns det x, kaniner and yj ravar.
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Populationsdynamik

Ravar och kaniner bor i en skog. Vid ar nummer k finns det x, kaniner and yj ravar.

Antag att populationerna utvecklas enligt

Xk+1 = 2Xk — Yk
Y1 = Xk + 0.8yx

Vad hander med populationen i langden?
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Populationsdynamik

Ravar och kaniner bor i en skog. Vid ar nummer k finns det x, kaniner and yj ravar.

Antag att populationerna utvecklas enligt

Xk+1 = 2Xk — Yk
Y1 = Xk + 0.8yx

Vad hander med populationen i langden?

Svaret beror pa egenvardena till koefficientmatrisen E 5;]
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= A

m xlﬁ

X"'(t) = AX(t)

Jonathan Nilsson Egenvirden och egenvektorer 18 /28



= A

X"'(t) = AX(t)

(0] ] ax——ux
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Ljud med samma frekvens som glasets egenfrekvens ger vibrationer av 6kande amplitud.



Elektriska kretsar

Strémmarna (i1, i) kan berdknas genom att lésa ett egenvardesproblem.
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Partiella differentialekvationer

Nedan ses ett system differentialekvationer

x1(t) = 3x1(t) + 2xa(t) — x3(t)
x3(t) = 5xa(t) — xa(t) + 2x3(t)
x3(t) = —xa(t) + x2(t) + 5x3(t)
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Partiella differentialekvationer

Nedan ses ett system differentialekvationer

x1(t) = 3x1(t) + 2xa(t) — x3(t)
x3(t) = 5xa(t) — xa(t) + 2x3(t)
x3(t) = —xa(t) + x2(t) + 5x3(t)

Systemet kan skrivas X’(t) = AX(t). Lésningarnas kvalitativa egenskaper beror pa egenvirdena till
matrisen A.
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Andragradsytor

Lésningarna till ekvationen
x2—y? 4+ 22 4 4xy —2yz + 6xz2=5

bildar en yta i R3. Vilken av ytorna nedan motsvarar ekvationen?
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Andragradsytor

Lésningarna till ekvationen
x2—y? 4+ 22 4 4xy —2yz + 6xz2=5

bildar en yta i R3. Vilken av ytorna nedan motsvarar ekvationen?

1 2 3
Svaret far man genom att studera egenvérdena till matrisen |2 -1 -1
3 -1 1
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Ansiktsigenkanning

Lat A vara en matris dar raderna ar ansiktsvektorer.
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Ansiktsigenkanning

Lat A vara en matris dar raderna ar ansiktsvektorer.

Egenvektorerna till matrisen AT A kallas egenansikten.
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Ansiktsigenkanning

Lat A vara en matris dar raderna ar ansiktsvektorer.
Egenvektorerna till matrisen AT A kallas egenansikten.

Egenansikten motsvarande stora egenvarden beskriver bast
variationen i ansiktena i matrisen A.
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Metod for att hitta egenvarden och egenvektorer




Algoritm

Lat A vara en n x n-matris. For att hitta egenvarden och tillhérande egenvektorer for matrisen A:
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Algoritm

Lat A vara en n x n-matris. For att hitta egenvarden och tillhérande egenvektorer for matrisen A:
© Los ekvationen det(A — Al) = 0, lésningarna A1, A, ..., Ay, 8r egenvirdena.
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Algoritm

Lat A vara en n x n-matris. For att hitta egenvarden och tillhérande egenvektorer for matrisen A:
© Los ekvationen det(A — Al) = 0, lésningarna A1, A, ..., Ay, 8r egenvirdena.

© For varje egenvirde )i, l6s det linjara systemet (A — A\ /)X = 0. Mangden l8sningar (utom
nollvektorn) &r egenvektorerna motsvarande egenvirdet \.
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Lat A vara en n x n-matris. For att hitta egenvarden och tillhérande egenvektorer for matrisen A:
© Los ekvationen det(A — Al) = 0, lésningarna A1, A, ..., Ay, 8r egenvirdena.

© For varje egenvirde )i, l6s det linjara systemet (A — A\ /)X = 0. Mangden l8sningar (utom
nollvektorn) &r egenvektorerna motsvarande egenvirdet \.

Definition
Polynomet pa(A) = det(A — A/) kallas for det karakteristiska polynomet eller sekularpolynomet, och
ekvationen det(A — Al) = 0 kallas den karakteristiska ekvationen eller sekularekvationen for
matrisen A.
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Lat A vara en n x n-matris. For att hitta egenvarden och tillhérande egenvektorer for matrisen A:

¢ Lés ekvationen det(A — A/) = 0, lésningarna A1, A2, ..., A,y 3r egenvirdena.

© For varje egenvirde A, 16s det linjara systemet (A — (/)X = 0. Mangden I5sningar (utom
nollvektorn) &r egenvektorerna motsvarande egenvirdet \.

Definition

Polynomet pa(A) = det(A — A/) kallas for det karakteristiska polynomet eller sekularpolynomet, och
ekvationen det(A — Al) = 0 kallas den karakteristiska ekvationen eller sekularekvationen for
matrisen A.

Om X ar ett egenvarde kallas nollrummet N(A — \/) fér egenrummet motsvarande egenvardet A.
Detta &r ett delrum till R” som bestar av alla egenvektorer till egenvardet A (och nollvektorn).
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Lat A= 2 1] vara matrisen for en linjar avbildning F.

1 2
Vi har
2— A 1

det(A— M) = 1 9

’:(A—2)2—1=()\—3)()\—1)

sa egenvardena ar 3 och 1. Vi hittar egenvektorer motsvarande egenvardet 3:

8]9‘:’ [_(1) é ‘ 8] & (x,%) = t(1,1).

S& varje nollskild vektor p& formen t(1,1) ar en egenvektor med egenvirde 3.

-1 1

(A=3)X =0 < [ -
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Sedan beraknar vi egenvektorer motsvarande egenvardet 1:

(A-1)X=0 < E 1‘8]9‘:’[3 é‘g]

=4 (X1,X2) = t(—]., 1) teR.
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Sedan beraknar vi egenvektorer motsvarande egenvardet 1:

(A-1)X=0 < E 1‘8]9‘:’[3 é‘g]

=4 (X1,X2) = t(—]., 1) teR.

Sa& sammanfattningsvis:

Egenvarde | Motsvarande egenvektorer
3 t(1,1) teR, t#0.
1 ‘t(—l,l) teR, t#0.
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