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1.

3.

De tva nedersta ekvationerna ger (z,y) = (2, —1) vilket inte uppfyller den 6versta
ekvationen, sa systemet saknar 16sning. Ekvationssystemet kan skrivas

1 2 1
2 1| |x -1
AX =Y & 1 1 Lj_ 1
1 -1 3

Systemets minstakvadratlosning ar per definition 16sningen till systemet
A'AX = Aly.

Vi berdknar matriserna A*A samt A"Y och fér systemet nedan, detta 19ses sedan

med matrisinvers:
@] 7 4]7'[ 3] 1[7 —4[3] 12
yl 14 7 —1| 33(—-4 7| |-1| 33|-19|"

98- [

Svar: Systemets minstakvadratlosning ar (z,y) = (53, —33)-

Vi konstruerar en linje som gar i planet 7:s normalriktning och som passerar genom
P, en parameterform for denna linje blir:

(1,2,3) +t(1,1,—2).

Skdrningspunken mellan linjen och planet fas genom inséittning av denna param-
eterform i planets ekvation:

(I+8t)+(2+t)—2B3-2t) =12 < 6t—3 =12 < t = 5. Spegelbilden pd
motsatta sidan planet passeras ddrmed vid dubbla parametervirdet ¢t = 5 vilket
ger punkten (1,2,3) + (5,5, —10) = (6,7, —7) = Q. Avstdndet mellan P och planet
4r nu halva avstandet mellan P och Q. Avstandet &r alltsd |PQ| = 3|(5,5, —10)| =
§5l(11,-2)] = 24P,

Svar: Avstandet mellan P och 7 ar %ﬁ. Spegelbilden av P i ér (6,7, —7).

(a) Vi anvdnder Gram-Schmidt for att omvandla uq, uo till en ON-bas for U: Vi
ersitter us med

6 1
Ug—Us ||y, = (1,2,1,2)—1(1,1,1,1) = 5((2,4,2,4)—(3,3,3, 3)) = 3(—1,1,-1,1).

Vi normerar (och byter riktning pd den andra) och drar slutsatsen att

(Fif2) = (5(L11,1), 21, -1,1,-1))

ar en ON-bas for U. For att utvidga till en ON-bas for R* bestimmer vi en bas
i Ut. En vektor (z,y,z,w) ligger i U+ nir dess skaldarprodukt med bade f;
och fs blir noll, alltsd nér (z,y, z, w) uppfyller ekvationssystemet

T + z =0 =0

z4+y+z+w=0 z4+y+z+w=0 Y +w=0
- =
r—y+z—w=0 x +z

vilket efter inférande av parametrar kan skrivas

(z,y,z,w) = (s,t,—s,—t) = s(1,0,—1,0) + ¢(0,1,0,—1).



De tva vektorerna till héger spanner darfor upp U+ och eftersom de redan ar
vinkelrdta mot varandra behover vi bara normera for att f4 en ON-bas

1 1
) = 71701_1>077
(f35 f1) (ﬂ( ) 7
Svar: (f17f27f37f4) = (%(:L]-a]-al)a%(]-a—]-a]-a_l)’ %(1707_130)?%(051507—1)>
ar en ON-bas for R* dar (fy, f2) dr en ON-bas for U.
(b) Med hjélp av var nya bas kan vi berdkna

(172727 _l)HU = (172727 _1)Hf1 + (L 2,2, _1)Hf2

(0,1,0, —1)) for U~

4 2 1 1
= 2(1,1,1,1) + (1, —1,1,-1) = =(6,2,6,2) = =(3,1,3,1).
4( 5 Ly by )+4(7 P ) 4(67 767 ) 2(37 737 )

Svar: Projektionen av v pd U dr %(3, 1,3,1).

4. Rang kan definieras pd flera ekvivalenta vis. Rangen av en matris dr lika med

maximalt antal linjart oberoende kolonner i A. Detta d4r samma som maximalt
antal linjart oberoende rader. Om vi ser matisen som en linjar avbildning F' sa
ar rangen lika med varderummets dimension dim V' (F'). Rangen ar ocksd antalet
pivot-element i en radekvivalent trappstegsform till matrisen. Nagon av ovanstdende
formuleringar duger som svar.

Vi radreducerar M till trappstegsform:

1 1 -1 a 1 1 -1 a 1 1 -1 a
1 a+1 -1 a | ~|0 a O 0 ~10 a O 0
—a 0 a 2a 0 a 0 a®>+2a 00 0 a%2+2a

Rangen dr antal pivot-element i trappstegsformen, och eftersom a? + 2a = a(a +2)
sa ser vi att:
Svar: rang(M) = 1 ndr a = 0, rang(M) = 2 ndr a = —2, och rang(M) = 3 annars.

. Lat Q(z1,m2) = 222 + 223 + 2x179. D4 dr Q en kvadratisk form som beskrivs av

. 2 1] . . .
matrisen A = [ 1 2] . Vi tar fram egenvarden och egenvektorer till matrisen:

det(A—A)=(A-22-12=(A-1)(\ - 3).

Sd egenvirdena dr 1 och 3, bada dr positiva sa kurvan dr en ellips. For egenvéardet
3 16ser vi systemet Av = 3v < (A—3I)v =0 & v = t(1, 1), detta dr egenvektorerna
till egenvardet 3. Och eftersom symmetriska avbildningar har vinkelrdta egenrum
sa ar t(1, —1) egenvektorer till egenvirdet 1. Vi utnyttjar nu satsen som séger att

)\mzn‘u‘z < Q(U) < )\mam‘u|2

med likheter nér u ligger i motsvarande egenrum. I vart fall, ndr v ligger pa kurvan
har vi Q(u) = 25 sa

lul <25 < 3Ju|?> detvillsiga |u|<5 och V3Jul>5

Vilket ger att |u| = 5 dr storsta avstandet fran kurvan till origo vilket infaller da u
pa kurvan dr parallell med (1, —1), alltsa i i%(l, —1). Analogt ser vi att |u| = %
dr minsta avstandet frdn kurvan till origo vilket infaller da u pd kurvan ar parallell
med (1,1), alltsd i i%(l, 1).

Svar: Kurvan &r en ellips. Punkterna pd kurvan langst ifran origo ar j:%(l, -1)

och ndrmast origo ligger i% (1,1).



6. (a) Spektralsatsen sdger att en avbildning F' : V' — V dr symmetrisk om och
endast om det existerar en ON-bas for V' bestdende av egenvektorer till F.
Alternativt kan man sdga att F' ar ortogonalt diagonaliserbar om och endast om
F &r symmetrisk.

(b) Egenvéarden och egenvektorer kan raknas ut med standardmetoden. Ett snab-
bare alternativ ar att direkt se att matrisens determinant ar 0 (alla raderna &r
parallella), och darfor maste 0 vara ett egenvarde. Egenrummet till egenvéardet
0 d&r samma som avbildningens nollrum, och man ser snabbt att detta bestéar
av alla vektorer (z,y, z) som uppfyller 3z + y + z = 0, och &r alltsa ett plan i
R3. Matrisen dr symmetrisk, s enligt spektralsatsen dr egenrummen parvis
vinkelradta, darfor maste en normalvektor till planet, alltsa n = (3,1, 1), ocksa
vara en egenvektor, och vi berdknar

F(n) = F(3,1,1) = (33,11,11) = 11(3,1,1),

sa (3,1,1) dr en egenvektor med egenviarde 11. Slutligen vdljer vi tva (icke-
parallella) vektorer med egenvirde 0, alltsa tva vektorer som uppfyller 3z +
y+2z=0.Vitarv; = (0,1,—1) och v = (1,—3,0). Vi tar sedan tredje vektor
i egenrummet motsvarande egenvérdet 11, vi viljer v3 = n = (3,1,1). Nu
ar (v1,v2,v3) en bas i R? bestdende av egenvektorer till F, dar dessutom v
ar vinkelrdt mot bade vy och vy. Eftersom F(v;) = 0, och F(v2) = 0, och
F(v3) = 1lvs sd drar vi slutsatsen att ' geometriskt kan beskrivas som en
ortogonal projektion pa linjen genom origo i riktningen (3,1, 1) foljt av om-
skalning med en faktor 11.

Svar: (vi,v2,v3) = ((0,1,-1),(1,-3,0),(3,1,1)) &r en bas for R?® bestdende
av egenvektorer till F'. Geometriskt dr F' en projektion pa linjen (3, 1, 1) foljt
av omskalning med faktorn 11.

Kommentar: Enligt spektralsatsen finns det en ON-bas (v1,v2, v3) bestdende
av egenvektorer till /. Men for oss blev inte f; vinkelrdt mot f,. Detta kan
dock atgdrdas eftersom vi kan vilja tva vinkelréta vektorer i planet 3x+y+2z =
0, exempelvis v; = (0,1,—1) och v = v; x n. Detta behovdes dock inte i
denna uppgift, for den geometriska tolkningen &r det endast viktigt att vs dr
vinkelrdt mot bade v och v,. Flera svar dr saklart mojliga pa denna uppgift.

7. Viutvecklar D,, langs rad 1. Den forsta (n — 1) x (n — 1)-underdeterminanten som
uppkommer dr D,_1, och den andra utvecklar vi langs kolonn 1. Da far vi det
rekursiva sambandet

D,=2D, 143D, _o.

Vidare far vi att D; = 2 och Dy = 7. Detta ger en véldefinierad talfsljd D,, som kan
skrivas pa matrisform som

D, | |2 3| |Dnp-1 N
|:Dn1:| = [1 O} |:Dn2:| for alla n > 2.

Varje matrismultiplikation forskjuter alltsa foljden ett steg, sa forskjuter vi startvdardena

n—1 n—1
o . | Dnt1 2 3 Do 2 3 7 ..
_ — = >
n — 1 steg far vi [ D, } [1 0] [DJ [1 O] [2] forn > 1.

. . . 2
Harnést soker vi egenvarden och egenvektorer till matrisen A = [ 1 (ﬂ .

2—-X 3

det(A—)\I):‘ 1

':)\()\—2)—3:>\2—2)\—3=()\—3)(>\+1)7



sa egenvdrdena &r 3 och —1. Genom att 16sa systemet (A —31)v = 0 finner vi att en
egenvektor till A = 3 blir v; = (3, 1), och genom att 16sa (A + I)ve = 0 finner vi att
en egenvektor till egenvardet —1 ar vy = (1, —1).

Nu kan matrispotensen beriknas med diagonalisering. Annu littare blir det om
vi borjar med att skriva (7,2) som en linjarkombination av egenvektorer. Koeffi-

cienterna far man via ett ekvationssystem. Vi far [7] =3 [3] + 1 [ ! ] Alltsa

2 1 -1
blir
Du] [2 31"
D, | |10

Enligt nedersta positionen har vi alltsd D,, = 93771 —
far:
Svar: D,, = (3" 4 (—=1)") forvare n > 1.
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(—=1)"~!, vi forenklar och
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