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1. Viloser forst ekvationen algebraiskt:
XA42I=A"+ X & X(A-1)=A' -2l & X = (A" —2I)(A - I)~!

diar den andra ekvivalensen héller eftersom A — I dr inverterbar. Vi sdtter in ma-
trisen A fran uppgiften och far

AR RS | Ry Y

v 1
Svar.X—g [_1

_14] ar ekvationens enda 16sning.

2. Viskriver forst om 71 pa normalform. Eftersom parameterformen for planet 7; kan
skrivas (1,4,0) + s(1,—1,0) + ¢(2,1, 1) sa ges en normalvektor till 7 av (2,1,1) X
(1,-1,0) = (1,1,-3), sa normalformen dr z + y — 3z = d, ddr konstanten d i
hogerledet fas genom inséttning av (1,4, 0) i ekvationen, detta ger d = 5. For att ta
fram en parameterform till den sokta linjen 16ser vi harnédst ekvationssystemet

x4+ y—32=5 r+y—32=>5 x —4z=17
54 <~ .
T+2y—2z=3 y+ z=-2 y+ z=-2
Vi ansitter z = t och far y = —2 — t samt x = 7 + 4¢.

Svar: En parameterform for skdrningslinjen ges av (z,y, z) = (7 + 4t, =2 — ¢, t).

3. For att ta fram nollrummet N (F') 16ser vi ekvationen [F]X = 0. Med X = (z,vy, 2, w)’
tar vi ekvationssystemet

z4+y+3z+2w=0
T +z+w=0
y+z+w=20
2r+y+ 52+ 3w =0
Med z =sochw=tfarvix = —-2s —tochy = —s—t,sa

(z,y,z,w) = (=28 —t,—s — t,s,t) = s(—2,—1,1,0) + t(—1,-1,0,1)

och N(F) spanns upp av v; = (—1,—1,0,1) och v = (—2,—1,1,0). Vi anvander
Gramm-Schmidt for att konverera (v, v2) till en ON-bas for N (F'). Vi ersitter forst
ve med vy = vy — vally, = (—2,-1,1,0) — 3(-1,-1,0,1) = (~1,0,1,—1), sedan
normerar vi v; och v} (och véxlar tecken for att fa farre minustecken i svaret) och
dr?r )slutsatsen att f1 = %(1, 1,0,—1) och fy = %(1, 0,—1,1) utgor en ON-bas for
N(F).

Dimensionssatsen sdger att dim N (F') +dim V (F') = 4 ska gélla. Enligt var rakning
ar dim N(F') = 2 sa det aterstdr att visa att d&ven dim V(F) = 2. Vdarderummet
spanns upp av matrisens kolonner cy, ¢z, c3, c4. Beroendeekvationen visar att c3 =
2ci +cpochey =c¢1 +c3,54¢1 = (1,-1,2) och ¢ = (1,1, 1) utgor en bas for V(F),
sd dim V (F') = 2 vilket stimmer med dimensionssatsen.

Svar: f| = %(1,1,0,—1) och fo = %(1,0,—1,1) utgor en ON-bas for N(F).
Dimensionssatsen géller eftersom dven dim V(F) =2och 2+ 2 = 4.



4. (a) Om F : V — V ér en linjar avbildning och F(v) = Av fér ndgon nollskild
vektor v € V och nagot tal ), sa kallas v en egenvektor for F' och A kallas for
ett egenviarde for F.

(b) Vi foljer standardmetoden.

2-\ 2 2 2-\ 2 2
det(A—A)=| 1 3-Xx 2 |=| 1 3-x 2
1 2 3-2A 0 A—1 1-2
2\ 2 2 2-X 4 2 o x4
=(1=N] 1 3-Xx2=@1=-N|1 5-2x 2:(1>\)' ) 5_A’
0o -1 1 0 0 1

T=N(A=2)A=5)—4) =1 =N\ =TA+6) = —(A—1)*(A—6)

sa det finns tvd egenvidrden, 1 och 6.

Vi soker egenvektorer for A = 6, ekvationen (A — 6I)v = 0 ger v = #(1,1,1),
sa v1 = (1,1, 1) dr en egenvektor till egenvardet A = 6.

Vi soker nu egenvektorer till A = 1. Med v = (z,y, z) sa ser viatt (A—I)v =0
sa fort x 4 2y + 2z = 0, sa alla nollskilda vektorer i detta plan dr egenvektorer
med egenvidrde A = 1. Vi viljer tva linjart oberoende vektorer i detta plan for
att fa en bas for egenrummet: vy = (2,—1,0) och v3 = (0,1, —1). Vi bildar
matrisen 7" vars kolonner dr egenvektorerna vy, v2, v3, och vi bildar diagonal-
matrisen D innehdllande egenvirdena i samma ordning, sammafattningsvis

har vi:
1 2 0 6 0 0

Svar: MedT = |1 -1 1|ochD= |0 1 0| giller A=TDT"!.
1 0 -1 0 01

5. Lat S vara matrisen for speglingen och lat R vara matrisen f6r vridningen. Efter-
som kolonnerna i R &r bilderna av basvektorerna under vridningen far vi direkt

-1 . . o
R = [0 O] . For att ta fram matrisen S tar vi reda pa vart basvektorerna speglas.

Eftersom n = (2, —1) ar vinkelrdt mot speglingslinjen sa speglas varje vektor v till
v — 20|, speciellt skickas e; = (1,0) till

(1,0) e (2, —1) 4 1
1,0) —2—————(2,—1) = (1 ——(2,-1)==(-3,4
och e; = (0, 1) skickas till
(0,1) e (2,-1) 2 1
0,1)—2—r~rt———"(2,—-1) = (0,1 —(2,—-1) = =(4, 3).
Vi satter dessa bilder som kolonner i var matris S och far S = % [_i g} . Matrisen
fér den sammansatta avbildningen F blir dérfor [F] = R - S = 1 [:3 _ﬂ .

Svar: Den sokta avbildningsmatrisen &r [F] = % [:g _i]

6. Lat Q(z,y,z) = 322 + 3y? + 522 + 22y, d& beskrivs den kvadratiska formen Q

av matrisen A = . Vi tar fram egenviardena till A och far att det(A —

O = W
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7.

3—x 1

1 3-A
egenvardena dr {2,4, 5}, eftersom alla dr positiva dr ytan en ellipsoid. Vi tar fram
egenvektorer till minsta egenvardet 2 och finner att dessa har form ¢(1,—1,0), e
normerad egenvektor &r alltsd f( —1,0). Vi tar fram egenvektorer till storsta

M) = (5— )\)' =6-MN(A=32=-1)=0B-NA-4)\-2),sa

egenvardet 5 och finner att dessa dr multipler av (0,0, 1). Vi vet att
)\mm‘u|2 S Q(u) S )\maaz‘u|2

med likheter ndr u ligger i motsvarande egenrum. I vart fall, ndr u ligger pa ytan
har vi Q(u) = 1, och vi har Amin = 2 och Ajpqe = 5, s den vénstra olikheten sdger
att 2|u|? < 1d.vs. |u| < f med likhet nér u ligger pa ytan i riktningen (1, —1,0),

detta ger att punkterna pa ytan Lings ifrdn origo ar +-- 7 \f( ~1,0) = +(3,-1,0).

hogra olikheten ovan sédger att 1 < 5Ju|? d.v.s. |u| > % med likhet ndr u ligger

pa ytan i riktningen (O 0,1), detta ger att punkterna pa ytan ndirmast origo ar u =

1

Svar: Ytan dr en elhpsmd Punkterna pa ytan ndrmast origo ar +(0, 0, %) och

punkterna pé ytan lings ifrén origo dr +(3, —1,0).

(a) Lat F och F’ vara affina avbildningar dér F'(v) = Av+w och F'(v) = Alv+w'.
Dé giller (F o F')(v) = F(Alv+w') = A(Av+w') +w = (AA")v + (Aw' +w),
sd I o F' ar affin eftersom den beskrivs av matrisen AA’ och den konstanta
vektorn Aw’ + w.

(b) Avbildningen F i uppgiften kan dstadkommas genom att forst subtrahera (1),
sedan rotera ett kvarts varv moturs kring origo, och sedan addera tillbaka vek-
torn (1). Lat R vara rotationen ett kvarts varv moturs kring origo. Enligt vart
resonemang har vi nu
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Detta visar direkt att F' dr affin: den kan skrivas F(v) = Av + w dér

A:mzﬁ_ﬂ M1w:m.



