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1.

4.

Ekvationssystemet kan pa matrisform skrivas AX = b, dar

1 1 2
1 -1 T 1
4= 1 2| X_<y>’ b= 3
2 1 1

Minstakvadratlosningen X &r per definition 16sningen till systemet A'AX = Ath, det vill sdga
X = (A'A)~1(A%b) vilket direkt ger

=005 DO-50-50)

Svar: Minstakvadratlosningen gesav z =y = =.

Vi loser matrisekvationen algebraiskt:
XA43A' =A+T+2X & X(A-2])=A+T-3A" = X = (A+1-3AY(A-2I)"L.

Insdttning av matrisen A ger

SO0 DD

Vi noterar att om A byts ut mot A’ = (2) i sd blir A — 2[ inte inverterbar, och ma-
. . . 0 1 -3 1 . N .

trisekvationen blir X 0 2) = 3 _7 vilket saknar 16sning eftersom determinanten

av véansterledet blir 0, medan hogerledets determinant dr nollskild.

Svar: Matrisekvationens 16sning dr X = (—lg i) Om A ersdtts med <(2) i) saknar

motsvarande matrisekvation 16sning.

Langden av vektorn u x v dr arean av parallellogrammen som spdnns upp av vektorerna u
och v. Alltsd &r triangelns area

1
|AB x AC| = =

51(2:2,4) x (6,3,3)] = 3|(1,1,2) x (2,1,1)] = 3|(~1,3,~1)| = 3V/1L.

N =

Rikningen ovan visar ocksd att n = (—1,3, —1) &r vinkelrdt mot bdde AB och mot AC, vilket
betyder att n dr en normalvektor till planet som triangeln ligger i. Detta plan har dérfor ek-
vation —z + 3y — z = d, och inséttning av punkten A ger d = —2, sd planets ekvation kan
skrivas z — 3y 4+ z = 2. Vi soker skdrningspunkten mellan detta plan och linjen i uppgiften.
Insédttning av parameterformen ger (1 +¢) — 3(—1 +t) + (1 +t) = 2, vilket ger t = 3, och
skdarningspunkten blir alltsa (4, 2, 4).

Svar: Skirningspunkten mellan linjen och triangeln &r (4,2, 4). Triangelns area &dr 3v/11.
(@) Vihar

det(A—)\I):'Q_/\ L ’

=(A=2)A—4)+1=X2>—-6A+9=(\—3)>



Sa vi har ett enda egenviarde 3 med algebraisk multiplicitet 2. Motsvarande egenvektorer
ges av losningarna till (A — 3I)v = 0 vilket ger ekvationssystemet

-1 110 -1 110 N _y 1
-1 1]0 0 00 e
Sa egenrummet till A = 3 dr ett-dimensionellt och den geometriska multipliciteten &r

mindre dn den algebraiska, darfor kan vi dra slutsatsen att:
Svar: Matrisen A inte diagonaliserbar.

(b) Cayley-Hamiltons sats sdger att en kvadratisk matris uppfyller sin egen karakteristiska
ekvation (sekularekvation), alltsa att p4(A) = 0.

Enligt vér rakning ovan har vi p4(\) = (A — 3)? s&

i =-=( ) =)

vilket stimmer 6verens med pastdendet i Cayley-Hamiltons sats.

5. Vi anvander Gram-Schmidt for att transformera (uq, ug, us) till en ON-bas for U. Vi tar

€1 =Uu; = (1717171)
ug ® €1

€1 = Uy — 361 = (—1,0, 1,0)

us @ €1 us ® €9
e —_—

eg = ug — Uzlle; = ug —
€1 ® €1

€3 = U3 — U3||e1 - U3||62 = us — €9 = U3 — 461 — 362 = (1, —2, 1,0)

€1 ee1 ! €2 ® €9
Dessa tre vektorer dr en ortogonalbas for U. Vi normerar for att fa en ON-bas for U.

1 1 1
f1:§(171,171) f?zﬁ(_]woalﬂo) f3:%(1’_2’1’0)

For att utvidga till en bas for R* soker vi en vektor f; = (,y,2,w) som &r vinkelrdt mot
f1, f2, f3 (eller ekvivalent mot ey, ez, e3). Skaldrprodukterna f, e e; = 0 for i = 1,2,3 ger
ekvationssystemet

r+ y+z+w=0
-z + z =0 = (z,y,z,w)=1t(1,1,1,-3), t € R,
T—2y+ =z =0

1

dér vi direkt inforde z = t. For att f4 ska fa langd 1 véljer vit = Ve

Svar: Med fi = 5(1,1,1,1) fo=J5(-1,0,1,0) fs=7(1,-2,1,0) fa=5~(1,1,1,-3)
sd ar (f1, f2, f3, f1) en ON-bas for R?, dar de forsta tre (f1, fo, f3) dr en ON-bas for U.



6.

7.

Vi tar fram egenvérden och egenvektorer till A med standardmetoden.

2-2 1 —1 1-Xx 1 —1 1 1 1
det(A-X)=| 2 3-X -2 |=[A-1 3-Xx =2 [=A=-1]|-1 3-Xx 2
4 4 —=3- 0 4 =3-A 0 4 A+3
Ll ! 4—-X 3
=(\-1)|0 4—Xx 3 :(/\—1)‘ 4 )\+3‘:(/\—1)((—)\24—/\4—12)—12):—)\(/\—1)2,
0 4 X+3

Sa egenvirdena édr 0 och 1. Egenvektorer for A = 0 fas genom att 16sa Av = 0, vilket ger
ekvationssystemet

21 —-1/0 2 1 —1]0
2 3 —2|0|~|0 2 —1/0 N[g _; _(1]8] = v=t(1,2,4).
4 4 =310 02 —11]0

Egenvektorer for A = 1 fas genom att 16sa (A — I)v = 0, vilket ger ekvationssystemet

11 —-110
2 2 =2(0|~[11 —1‘0] = ve{(r,y,2) eR |z +y—2=0}
4 4 —410

Sa varje vektor i planet 7 : © + y — z = 0 avbildas pa sig sjdlv, medan vektorer i riktningen
(1,2,4) avbildas pa noll. Detta betyder att avbildningen &r en sned projektion pa planet 7 i
riktningen (1,2, 4) (det dr inte en vinkelrdt projektion eftersom (1,2,4) inte dr parallell med
planets normalvektor (1,1, —1)).

Svar: Alla vektorer pa form ¢(1,2,4) med ¢ # 0 dr egenvektorer med egenvérde 0.
Alla vektorer i planet z + y — z = 0 utom nollvektorn &r egenvektorer med egenvérde 1.
Geometriskt dr avbildningen en sned projektion pa planet « + y — z = 0 i riktningen (1, 2,4).

(a) Lat A vara nilpotent med A" = 0. Antag att Av = Av med v # 0, da far vi
0=0v=A"v=\"v,

88 A" = 0 och dd méaste viha A = 0.

(b) Antag att A” = 0 och B™ = 0. Eftersom AB = BA kan potenser av A + B berdknas med
binomialsatsen. Vi far speciellt

m-+n ey m-+n k pm+n—k
(A+B)"tm =) L JATB .
k=0

Har &r varje term faktiskt noll: for & > n ar AF = 0, och for k < n dr B™tk = 0
eftersom exponenten dé &r > m. Detta visar att (A + B)"*" = 0,84 A + B &r nilpotent.

(c) Antagatt A" = 0. I detta fall kan vi visa att I — A &r inverterbar genom att ange inversen
explicit: Inversen till I — Adr B = [ + A+ A%+ --- + A""1. En explicit rdkning ger
namligen

(I—A)T+A+A* 4+ A = (T A+ A+ A (A A+ AP A =T A" =T

eftersom alla termer utom tvd kunde strykas parvis. Eftersom produkten mellan A — I
och B blir identitetsmatrisen har vi (I — A)~! = B, och I — A dr inverterbar.



