1 Funktioner av flera variabler

1.1 Funktionsbegreppet

L

En funktion, vars virdemangd bestir av reella tal, kallas en reellvird funktion. Du har
redan bekantat dig med reellvirda funktioner av en reell variabel, y = f(x), d vs funktioner
som till varje recllt tal 2 i nigon mingd D; C R ordnar ett virde y i Vy C R. En sidan
funktion sigs vara en funktion frén R till R. I detta kapitel skall vi studera funktioner som
beror pa fler variabler. En reellvird funktion som beror av n stycken variabler sigs vara en
funktion fran R™ till R.

Exempel 1.1 flz,y) = 2? + y* 4r en funktion fran R? till R. Vi kan hér
askadliggora funktionen geometriskt genom att rita funI\tzonsytan z = f(, y)
i ett koordinatsystem i rummet. Vi ser att med y = 0 fis 2z = f(z, O) =2?,
vilket #r ekvationen for en parabel. Liter vi & andra sidan z > 0 vara fixt, far
vi z = 22+ ¢? . vilket i ekvationen f6r en cirkel med radie v/z . Av detta

resonemang kan vi sluta oss till att funktionsytan 2z = 22 + y? 'ir en paraboloid.

Figur 1.1: Paraboloiden z = 2% 4 92

I exemplet ovan sig vi att vi kan f3 fram en bild av funktionsytan genom att tex titta
efter hur det ser ut om z, y eller z ar konstant. Ofta kan. man pi detta vis f4 en bra
bild av hur ytan ser ut. Ett problem nér vi skall rita en funktion av tv3 variabler ir dock
att pappret ar tvidimensionellt medan vi forséker rita en tredimensionell figur. En bra
och mycket anvind metod f6r att ‘askddliggora en funktion av tvé variabler ir att rita
s k nivdkurvor, dvs kurvor dar funktionsvirdet &r konstant. Var och en som studerat
en orienteringskarta har stétt pa héjdkirvor (héjden over havet ar ju en funktion av tva
variabler, latitud och longitud). Likasd kan'man pd viderkartor fa se isobarer och isotermer,
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dvs kurvor som binder ihop orter med samma tryck respektive temperatur. For att fa
sadana nivakurvor skir man funktionsytan z = f(z,y) med plan z = C, for olika konstanter
C. Skidrningskurvans projektion i ay-planet har dd ekvationen f(z,y) = C och kallas
nivdkurvan till funktionen f pa nivdn C. Genom att rita nivakurvor for flera olika nivaer
far man en tvadimensionell karta som illustrerar en tredimensionell figur. Om man dessutom
valjer nivaerna ekvidistant, d vs sa att avstandet mellan tvd narliggande nivaer ar konstant,
far man dven en uppfattning om hur brant funktionen lutar. Ligger nivdkurvorna tatt lutar
funktionen mer dn om kurvorna ligger glest. Tittar vi pd funktionen i exempel 1.1 igen
och vill rita nivikurvor, ser vi att vi skall rita kurvorna z? + y2 = (. Om vi ritar dessa
for C =1, 2, 3, 4,...far vi cirklar med radie 1, V2, V3, V/4,...dvs vi erhiller foljande
figur:

Figur 1.2: Nivakurvor till funktionen f(z,y) = 2% + 4.

Vill man iskadliggéra funktioner fran R> till R blir det virre, nu behdver man fyra di-
mensioner f6r att rita figuren. Ttt sitt att kringd detta problem &r att, i analogi med
foregiende; rita nivdaytor, dvs ytor dar funktionen &r konstant. For funktioner fran R™
till R, dir n > 3, finns egentligen inga bra metoder att skadliggora funktionerna pa. Icke
desto mindre dr funktioner av flera variabler mycket vanliga.

Exempel 1.2 Temperaturén i en punkt i jordens atmosfar ar en funktion av fyra
variabler: latitud, longitud, altitud samt tiden. Detta &r alltsi en funktion fran
R till R.
0
Exempel 1.3 Om man kinner liget hos en bil vid varje tidpunkt kommer bilens

hastighet att bero pa en variabel, tiden. Hastigheten dédremot &r tvaddimensionell
(riktning och fart tex) dvs detta blir en funktion frén R till R?.
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Exempel 1.4 Tyngdaccelerationen i en punkt i jo'rda,tmosfé.ren ar en funktion
frdn R3 till RS,

Slutligen bdr man kanske papeka att det finns mojligheter att ta'datorer till hjalp for att
dskadliggdra funktioner av tv variabler. Det finns ett antal olika programpaket for detta,
tex MATLAB, Maple och Mathematica. Programmen &r likartade och vad man visentligen
beh&ver ange ar hur funktionen f(z,y) ser ut, over vilket omrade i zy-planet man vill rita
ytan z = f(z,y) samt hur fint rutnit man vill anvinda. I figur 1.3-1.7 nedan har MATLAB
anvints for att skapa en bild av

e En kon

¢ En halvsfar

e En enmantlad hyperboloid

e En tvamantlad hyperboloid

e Ytan z = (3:2 + 3y2) el <2, Jyl <2

Dessutom har MATLAB anvints for att rita paraboloiden i figur 1.1.

14
0.8\
0.6+

0.44

Figur 1.3: Konen z = 1 — /2% + 2, 24 y? <.
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Figur 1.4: Halvsfiren 22 +¢2 4 (2 -1)2=1, z< 1.

Figur 1.5: Enmantlade hyperboloiden 2% 4+ ¢y? —22 =1, -2<2<2.




1.1 Funktionsbegreppet

Figur 1.6: Tvamantlade hyperboloiden 42% — 162% — 16y* =1, 0.5 < |2| < 1.

3\
2.54

25
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1.2 Partiella derivator '

Lat f vara en funktion av flera variabler. En naturlig idé, om man vill studera en sddan
funktion, ar forstds att undersoka funktionens beroende av varje variabel var for sig. Mer
precist, man underséker hur funktionsvirdet indras d3 endast en av variablerna dndras
medan de 6vriga hélles konstanta. Det.4r denna idé som ar bakgrunden till begreppet
partiella derivator. Lat oss betrakta en funktion av tva variabler, f(z,y). Kan man siga
nagot om funktionens beteende i punkten (z0,%) 7 Ja om vi fixerar y = yo , far vi’
funktionen f(z,yo) som endast beror pa z. Derivatan av funktionen f(z,y0) for z = 29
kallas den partiella derivatan av f(z,y) map z i punkten (zo,yo) och betecknas f.(zo, o)

eller —ﬂﬂ@ . Om vi i stillet fixerar @ = 2o och varierar pa y far vi analogt partiella

z
derivatan av f(z,y) map y i punkten (zo,y0) . Denna betecknas forstas f;(mo,yo) eller
df(z

f( ) . Ténker vi efter hur derivatan av en funktion av en variabel definierades, ser vi
att vi g301t foljande definition.

Definition 1.5 Lat f(z,y) vara en funktion av tvd variabler. Dd definieras de
partiella derivatorna som

f(zo + h ?/0) f(zg,70)

fi(®o,40) = ’11im

fy(w0,90) = lim f(z0, 90 + klz — f(%0,%0)

forutsatt att gransvdrdena existerar.

Geometriskt kan de partiella derivatorna tolkas pa foljande sitt: Vi skiar funktionsytan
z =.f(z,y) med planet y = yg , se figur 1.8 nedan.

= f(wsy)

Figur 1.8: Partiell derivata.
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Skarningen mellan ytan och planet blir en kurva, z = f(z,y0) . Den partiella derivatan
f(z0,%0) kan tolkas som riktningskoefficienten for tangenten till denna kurva i den punkt
p4 kurvan som svarar mot & = zo . Skir vi i stéllet funktionsytan med planet & = g fr vi
en annan kurva, z = f(zo,y). Den partiella derivatan f{/(a’o’ 7o) kan analogt med foregaende
tolkas som riktningskoefficienten for tangenten till denna kurva. Nér vi nu skall berdkna
den partiella derivatan map z ar det bara att betrakta y som konstant och derivera med
hjilp av de riknelagar vi redan kdnner till. Motsvarande giller vi derivering map ¥.

Exempel 1.6 Bestdm f, och f, da
) z2 2
a) f(z,y) = y*sin 2z + ~ t b) f(z,y) =3 (m2 - y) :
Losning: ‘

a) Vid derivering map z betraktar vi y som konstant och far f, = 212 cos 2m+—(L—.
Y

2
. . " 3 . o .« po . Z
Deriverar vi map y ar det & som &r konstant, s& vi far f;] = 2ysin 22 — — + 2.
: ' y

b) f;—fﬁ(fﬂz—y)-?m:l‘zm(ﬁ—y) f;:6($2"y)'(—1)=—6($2-—y)
O

Soker vi de partiella derivatorna i en viss punkt sitter vi bara in punktens koordinater i
uttrycken for f. och f; . Tex giller i exempel 1.6b att '

A2 =121 (12 -2) = -12

f(1,2)=-6-(12=2) =6

Partiella derivator av funktioner av flera variabler definieras analogt med tvavariabelfallet.

Exempel 1.7 De partiella derivatorna av f(z,y,2) = e~ T sin (yz3) 4 2zy  Ar
fi = —esin (yz3> + 2y
fy = 2% cos (yzs) + 2z

f! = 3yz’e " cos (yzS)

Som vi sett finns det stora likheter mellan partiella derivator och “vanliga” derivator. Det
finns dock &ven stora skillnader. Sedan tidigare vet vi att om en funktion av en variabel
ar deriverbar i en punkt s& 4r den dven kontinuerlig dér. Om déremot en funktion av tva
variabler har partiella derivator i en punkt s behSver funktionen ej vara kontinuerlig dér!

Om vi tex later

1, zy=0
fen={y 7 w70
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s& far vi en funktion som 4r 1 pa koordinataxlarna och 0 utanfér. Den ar saledes ej kon-
tinuerlig i punkten (z,y) = (0,0) men f(0,0) = f;(0,0) = 0 (kolla det) dvs de partiella
derivatorna existerar trots att funktionen ej &r kontinuerlig. Om diremot de partiella
derivatorna ir kontinuerliga, vilket de vanligen &r, si kan inga sidana hir konstigheter
upptrida. ‘

Om nu f &r en funktion av tv3 variabler, z och y, sd dr f. och lez ocksa funktioner av 2
och y. Var och en av dessa funktioner kan dirfér ha partiella derivator map z och y. Vi
anvinder beteckningarna

ooy op (oY
0z \8z)  0Oz? oy \dz/) =~ Oydz -
D)2 0oy
Ay \oy/) ~ 0y? oz \Oy/) ~ 0z0y
eller, alternativt
(f2)e = Joo (f)y = foy
() =r  (R)= s

P34 detta vis kan vi sedan fortsdtta, var och en av dessa funktioner beror av 2 och y och
kan eventuellt deriveras partiellt map dessa variabler. Tanker man efter lite inser man att
det blir 2™ stycken partiella derivator av ordning n.

Exempel 1.8 Bestam alla partiella derivator av ordning 2 till

fz,y) = a%y* - 3zy + 49 + 5y°z .

Lésning: f; = 3z’y* — 3y + 5y° och f = 42%y° - 3z + 8y + 1592z . Detta ger i

sin tur
! = 6ay? fo, = 12z%y% — 3 4 159
v = 122%% + 8 4+ 30ay  fi, = 122%y% — 3 + 15¢°
a
Vi ser att i detta exempel ar f;'y = ;’m , dvs det spelar ingen roll i vilken ordning vi de-

riverar. Detta ir ingen slump. Denna egenskap giller under ganska lindriga férutsattningar,
vilka vi formulerar i f6ljande sats.

Sats 1.9 Om f;’y och fgl,/z existerar i en omgivning av (Zo, Yo) och dr kontinuerliga
i (Zo,Y0) 8d Gr fry(20,%0) = fym(Tos%0) -

Beviset bygger p3 att man anvander medelvirdessatsen for funktioner av en variabel pa ett
listigt sitt ett flertal gdnger. Den intresserade ldsaren kan studera beviset i tex [12] .
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1.3 Felfortplantning

Lat f vara en deriverbar funktion av en variabel. Om man kénner f(zo) och vill se hur
en liten fndring av & paverkar funktionsvirdet kan man forstas titta pa differensen , dvs
Af = f(zo + h) — f(z0) . Om nu f &r deriverbar i punkten zo s giller som bekant att

h) —
im f(zo + h) — f(zo) = f(o) .

illl—‘»o h

Lat

ey = Lot = I iy ko,

D3 galler att Af = f(zo+ k) — f(wo) = f'(z0) - h+e(h)-h dah#0. Av definitionen
av e(h) foljer att e(h) — 0 da h — 0, alltsd géller att Af = f'(zo)+h om h &r “litet”.
Uttrycket f'(zo)-h kallas differentialen av f i punkten o och betecknas df. Vi askadliggor
differentialen och differensen i figur 1.9 nedan. ‘

flzo+h)

Figur 1.9: Differens och differential.

Differentialen ar alltsd den linjira approximationen av differensen, man’ betraktar kurvans
tangent i stillet for kurvan sjalv. Om vi i stillet for h kallar den lilla z-&ndringen dz och

13ter bli att skriva ut zo, kommer differentialen att bli df = fodz = —i - dz vilket dr latt
att komma ihdg. Fordelen med att anvinda differentialen i stéillet for differensen ar att
differentialen ofta ar enklare att bestdmma.

Exempel 1.10 Bestdm ett nirmevirde till v/2.
Lat f(z) = V3. Sitt 2o = 1.96 och h = 0.04 sd blir o + h = 2 (vi har
alltsa valt ©o nira 2 s& att f(zg) 4r kind). Eftersom f'(z) = WG far vi att
1 0.02
V32 = floo+h) ~ flzo)+df = V1.96+ —===0.04 = L4+ —— =~ 14142857,
f(zo+h) = f(zo) +df NEWiNTG +47

(jamfor med tabellvdrdet V2 = 1.41421356...)
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I exempel 1.10 ser vi att vi med handrdkning far ett bra ndrmevérde pé V2.,

Differentialer anvinds ofta vid uppskattning av hur métfel paverkar forsoksresultat. Det
problem man studerar r féljande. Man gor en experimentell bestimning av en storhet @ for
att bestimma en annan storhet y = f(z) . Nar man forséker méta = gér man i allmanhet
vissa méatfel och fir i stillet virdet Z vilket i sin tur ger resultatet § = f(z) . Felet blir d&
Ay = f(z) - f(T) = f(T+ Az) - f(z) = f'(7) - Az,
dir Az = 2 — % . Fér att markera att felet i funktionsvirdet orsakas av ett fel i vari-
abelvirdet, betecknar vi felet Ayq, . Vi har alltsd A, = f/(T) - Az . Det vanliga &r
forstas att man ej kinner felet Az, utan bara en felgrins 6, , dvs |Az| <6, . Utnyttjar vi
detta, ser vi att |Ayer| = |f'(Z)||Az| < |f/()|6; - Introducerar vi slutligen felgrinsen éyar
(dvs |Ayar| < byar) far vi den approximativa felfortplantningsformeln:

6uar ~ If/(?f)l ' 6.7: . (11)
Exempel 1.11 Man har matt upp en storhet ¢ = 4.0 & 0.4. Berdkna, med
approximativ felgrans, a) z? b) vV . A '

Losning. Vi har Z = 4 och §, = 0.4. Felfortplantningsformeln ger nu

o

a) f(z)=2?%, fl(z)= % , bour 2 |f'(@)] 6, =32 s& 2~ 1643.2.

b) f(z) =z, f'(2)= ﬁ s bvar | (@) 6, =01 s& Vz~2+£0.1.

m]
Exempel 1.12 Antag att vi kinner V2, /8 och v/32 med 2 korrekta decimaler
(dvs felgrans 0.005). Vilket av uttrycken a) (V2)3 b) @ c) V8
ger basta noggrannheten pa v/8 ? (De tre utrycken ar ekvivalenta.)
Lésning.
a) f(z) =2, f'(z) = 3z? och 6; = 0.005 ger 8yqr = 0.030 .
1 1
b) f(z) = ; , /() = 5 och 6, = 0.005 ger Suar ~ 3 - 0.005 = 0.0025 .
c¢) Hér ar forstas §yqr = 6; = 0.005 .
Som synes ger i det bista narmevirdet p3 V8 .
O

Som vi ser i exempel 1.12 ovan behdver matematiskt ekvivalenta uttryck ej-: vara-numeriskt
ekvivalenta. Olika metoder for att berikna samma funktionsvarde kan ge visentligen olika
noggrannhet. Vi tar ett exempel till

Exempel 1.13 Vi séker rétterna till andragradsekvationen z? — 56z +1=0.
Med hjilp av en tabell ver r6tter som ger 3 decimalers noggrannhet far vi

1 = 28 — V783 = 0.018 £ 0.0005 T = 28 + V783 = 55.982 1+ 0.0005 .
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Det absoluta felet r lika stort hos &3 och &3 , men vi ser att det relativa felet hos
z1 ar mycket stérre an hos 3 . Nu géller dock att produkten av rotterna ir lika

med konstanttermen i ekvationen, dvs zy - €, = 1. Ur detta far vi 2y = — s
29

71 pr g 1)82 ~ 0.01786289 . Hur stort ar felet? Lat f(z) = L s& ger ekvation 1.1
. .
att felgrinsen hos x4 blir 6, = 0.16-10~6 . Allts3 ir z; =~ 0.01786289 0.16-10~°

dvs de bida rétterna ar
£y ~ 0.017863 =z ~ 55.982

dar det relativa felet ar ungefir lika stort hos bada rotterna.
]

Den approximativa felfortplantningsformeln 13ter sig direkt generaliseras till funktionef av
_ flera variabler. Antag att vi vill berdkna f(zo + h,y0 + k) men endast har tillgdng till
f(zo,v0) . DA galler for felet Ayqr att

Avﬂ-‘l‘ = f(:BO + h'> Yo + k)_ f(a:oa yO) ~ f;:;(mo, yO) h + f;,(a"O’ yO) -k ) (12)

vilket vi kan se i figur 1.10 nedan.

zo -
Figur 1.10: Differens och differential hos en funktion av tva variabler.

Hééerledet i ekvation 1.2 ovan kallas differentialen av f och om vi i analogi med tidigare
resonemang ersitter h med dx och k med dy far vi att differentialen av f blir
S of 4,

of
& = gy dot 5o dy
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Precis som i envariabelfallet kdnner man som regel inte felen, man vet bara nirmevirden T
och 7 samt felgranserna |h| < 6, , |k| < 6, . Ur detta fis slutligen

uar i |f( 1y)l 6 +|fy($ y)[

Exempel 1.14 Lat f(}c,y) =z+y . Eftersom fi= f; = 1 far vi byar = bz + &y
dvs felgrdnserna adderas vid addition.

[
Exempel 1.15 Om f(z,y) = ¢—y, fis pd samma sdtt som ovan 8,4, = 6z + 6y
dvs felgrdnserna adderas vid subtraktion.
Exempel 1.16 Med f(z,y)=a-yfarvi f, =y, fy =2 ,sd
buar 2 7165 + [516,
viltket ger att
5110-7‘ ~ _(5_\'1—." _(i—y-
| -7 = 3]
dvs relativa felgranserna adderas vid multiplikation.
a
Exempel 1.17 Om f(z,y) = —;— sa fas ocksa att relativa felgranserna adderas,
dvs o
buar e, 8y
=/ 3/| =l 7l
Det ldmnas som 6vning for ldsaren att verifiera detta.
a
Ar f en funktion av n stycken variabler, blir differentialen
o, o of |
d —dey+...+ —d 1.3
f a. 0 o T3 + + 5 a,vn Tn ( )
s& den ap'proxjmativa felfortpla‘ntnmgsformeln, i den allminna tappningen, lyder
af of
é"uar"‘-’ a 5::,,'{" a 5 ++ —é_i-l:; 6:5,, (14)

dér alla partiella derivator beriknas i punkten (Z1,%2,...,%n) -
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Exempel 1.18 Funktionen f(z,y,2)= 9;2\/3]:5. z, y och z uppmaétes till

£=14£005, y=4+0.05, z=1£0.05.

a) Bestim nirmevirde och approximativ felgrins for f(z,y,2).

b) Om man vill férbittra noggrannheten i nérmevérdet, vilken av variablerna
skall man i férsta hand mita noggrannare?

Ldsning.

2) fh= 2055, f) =

2?25
2y
Soar 2 | F116z + | £116, + | £1182 = 464 + 0.258, + 106, = 0.7125

, fi =522 /yz* vilket ger

sa f(z,y,2)~2+£0.7125 . .
b) Felet i z, y och z ger upphov till felen | f;]d, = 0.2, |fy16, = 0.0125 respektive
|16, = 0.5 . Det ér alltsd felet i » som ger det storsta bidraget till felet i
funktionsvardet. Forbittra siledes i {6rsta hand métningen av z.
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1.4 Ovningsuppgifter
1.1 Rita funktionsytan z=-2z-y+1,0<a<1,0<y<1—a.
1.2 Rita funktionsytan

a) z=1/4—z? — y?

SP e

)z=1-1/d—(z+2)?2-(y—1)?.

1.3 Rita funktionsytan z= /22412, 0<z? 442 < 1.
1.4 Rita funktionsytan f(z,y)=1—-2%, |z|<1.
1.5 Rita virdemdngden till funktionen
a) (1) = (4,%), -1<t <1
b) 7(t) = (1 4 cost, -2+ sint) .
1.6 Rita kurvorna
a) (:z:,y,z) = (t707t2) , t€R"
b) 7(t) = (4cost,4sint,t), 0 <t <A4m .
1.7 Bestam f, och f, d& f(z,y) =
28 4+ g
72 + y3
Y 3 22 €z
d) arctan = - =Y v,
)aucanm e) (zy y)e Yy

‘ 4
a) 5aly? — 323 — 22%4% + 5y b) + 1 c) (5:/:2y -y 4+ 3.7;)

1.8 Bestam f, , f, och f, da f(z,y,2) =
e:c2yz

2) 14 22
1.9 Bestidm alla partiella derivator av ordning 2 till

a) f(z,y) = e¥sin(z —y)  b) flz,y) = arcta,ng

b) 2z cos? (y2 + 23) .

c) f(z,y,2)=In (m2 +zy + yz) .
1.10 Lat z =In(e” + €¥) . Visa att
0z 0Oz l 0%z 0%z 0%z \"
) +o-=1 ) a7 Y- =0
0z Oy 9z2 0y?  \ dzdy
1.11 Lat F(z,y,t) = —1—-6"(“’2“’2)/” Bestim konstanten a sd att F" satisfierar den partiella
. 0? 9’°F _OF
differentialekvationen —a——g + = a7 = 57
1.12 Visa att det inte kan finnas ndgon funktion f(z,y) med kontinuerliga partiella deriva-
tor av andra ordningen sidan att f, = x + 3y2? och f;, =23 +ay.
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1.13 ‘Bestam felgrinsen i f6ljande uttryck nér z = 2.00, y = 3.00 och z = 4.00 ar korrekt

avrundade:
3
Ty z%-y
a)3z+y—2z b) . c) 7

1.14 Man vill bestimma volymen av en cylindrisk burk. Hojden har uppmatts till 8 +0.1
em och diametern till 16 & 0.4 cm. Berdkna den relativa felgrinsen i volymsvardet.

1.15 Ange, med feluppskattning, fallstrickan s for en krobp som faller i 2.57+0.01s , om
man vet att s = §gt2 och g = 9.8140.02 m/s? .

1.16 Berikna Af och df om f(z) = 23 —32%24+5, zop = 1 och h = 0.01 respektive h = 0.1.
1.17 Berikna, med hjilp av differentialer, ndrmevérden till

a) v/99 b)—l-olo—1 ¢)In1.03  d)(0.983)°.

1.18 Man onskar berdkna uttrycket (\/5 —~1)® ur ndrmevirdet V2 ~ 1.4 . Man kan da
vilja mellan att sdtta in nirmevérdet direkt i uttrycket eller ocksd i nagot av foljande
ekvivalenta uttryck:

1 =3 1

1
d) 99 -70v2 &) ————~.
) ) 59 +70v2
Vilket av alternativen ar att foredra? Anvénd felgransen 0.015 for ndrmevérdet till

V2.

1.19 Resistansen y hos ett elektriskt motstand skall bestammas m ha en Wheatstone-
brygga, enligt figuren nedan.

—_

|
|
E

, R "
' D3 ingen strém flyter genom amperemetern giller sambandet y = —1——-32— . Man férfogar

ver tva jimforelsemotstdnd Ry = 49.986 £ 0.002 {} och Ry = 180.35m'i 0.02 Q. Vid
en prelimindr métning med anvindning av Ry fann man att = 0.786 . Om man nu
vill bestdimma y, vilket av motstanden Ry och R, ar det fordelaktigast att utnyttja
vid matningen? Hur stort blir det maximala felet i y | vartdera fallet om maximala
felet i = kan uppskattas till 0.0027
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1.20 Vid ett pendelférsék for att bestimma tyngdaccelerationen g cm/s? ar pendelns lingd

[
! cm och tiden for en hel svingning T s. Man kan dédrvid visa att T = 27/ — . Antag

att  ~ 100 cm. Hur noggrant maste m anges, respektive [ och T' bestimmas {61
att dessa tre storheter var for sig ej skall ge upphov till storre fel an 0.2 em/s? vid
bestdmning av g ? ‘

Ledning: Utnyttja att g ~ 981 cm/s? for att bestimma den svingningstid som fas for
pendellingden 100 cm.

1.21 Tre motstand kopplas parallellt enligt figuren nedan.

z
e, 4“ © O
A [ J B
z

Motstanden har resistanserna z , y resp z ohm, dir =3.05£0.05, y =4.28£0.03
och z = 5.32 £ 0.07 . Resistansen mellan A och B ges via sambandet

TYz

R(Q?,y,Z) = m .

Berdkna ett korrekt virde f6r resistansen mellan A och B , dvs nirmevirde plus
approximativ felgrans.

1.22 Svingningstiden hos en matematisk pendel ges av sambandet

T:QW\ﬁ
g

dér [=pendelns lingd och g=tyngdaccelerationen. Storheterna !/ och g uppméts med
absolut felgrians 6/ resp §g . 7 betraktas som konstant. Visa att

T L(8, %)
R T “2\I1 " ¢




Facit

Facit

Kapitel 1

1.1

planet z = -z —y+1.

z
1.2 a) b) b1
halvsfaren v~ halvsfaren
{w2+y2+z2=4 {x2+g2+z2=4
220 2<0 .
2y 2, 2y
2 :
T iy :
. A 4
\/\ halvsfaren
) g {,(m+2)2+<y—-1>2+(z—1>2=4
( z2<1 ;
(—2,}) 1
SN
T -1
1.3 2
] konen
. : { z=1/z* + 92
' ! 0<a?+y?<1
E I3
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1.4

FACIT

cylinder med parabelformat tvarsnitt

| <A

1.6

LU U §

. e by

2

parabeln z = z* i vz-planet skruvlinje (spiraltrappa)

projektionen i zy-planet ar
cirkeln 22 + % = 16

Y
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1.17

1.18
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Facit

1.7 a) fi= 20z%y? — 9z% — dzy® f; = 10z%y — 622y + 5

, ot 432yt —2zy® 222y — 32°y* — y*
f:z: - (:172 +y3)2 » Jy (mz +4y3)2

3 3. )
c) fé =4 (5:323/ -3+ 337) (10zy +3), f, =4 (5m2y -3+ 3:1;) (5% - 3y*)

z

y .
d) fz= f;=m

”1172 + y2 ’
) fi=(y+ay’- ¥ e, fi= (2 - 3y* + 227" - 20y?) eV’
f) fi=y*hy, f,=(zshy+)y™

2 2 2,52 z2yz
ozyze®v:  ,  a?ze®¥*  ,  (aly+alys - 2z)e

d = ——— =
;.8 a,) f:z:“ 1+22 ’fy"‘ 1+22 »fz (l+22)2

b) f; = zcos? (y2 + 2z) , fy = —4ayzcos (y2l+ 22) sin (y?‘ + 22)
f! =z cos? (y2 + 23) — 4z zcos (y2 + 22) sin <y2 + 2z)
1.9 a) f! = (3sin(z—y)+4cos(z - y)) e**

"o f— (sin(z — y) — 2 cos(z — y)) €**

Ty — Jyz
" = —sin(z — y)e**
vy

b vo_ —2zy no__ oo z? — ¢ o 2xy

) S =G T e T e T @ g

) "o —2z% — 2zy — y? 4+ 2yz wo_ o —z? - 2z2 _
= @2 +ey+yz)’ T (@ +eyty2)
" "o _ —2zy — y2 "o -(z + z)2

22 = T ey b)Y (a2 oy +92)°

2 .2
" " z7 no_ Y

R ffz T (82t oy +y2)?

1.11 a=4
1.13 a)2.5.1072  b)0.82-1077 ) 12-1077

1.14 %‘f ~ 6.25%

1.15 32.4 4 0.4 meter

Anvinds R, blir max-felet i stallet [Ayl= 150 .
R, bor alltsa vara fordelaktigare att anvanda.

Af = —0.0‘29999 , df = —0.03 respektive Af = —0.299, df =-03.

1.19 Om R; anvinds blir maximala felet |Ay] = 2.2 Q.

a) 9.95  b)0.000999 <) 0.03  d)083

1.20

Man erhller fdljande uppskattningar pd duar: s
9.3-107%, 2.0-107*, 3.6-107°%, 8.0-107%, 1.05 resp 2.8-107".

Clatn mtfrurlrar o1 allted hact

|A7| < 0.00033 , |Al] < 0.021 cm , |AT] < 0.00021 s

1.21 R = 1.334 4 0.018 ohm
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4.2. Storsta och minsta varde.

T'detta avsnitt skall vi se pa problemet att bestamma det storsta och det minsta
varde som en reellvard funktion f kan anta i punkterna i en given delmangd M
av R™, n > 2. Man talar da ocksi om globalt maximum eller minimum av f pa
M (i motsats till lokalt maximum eller minimum i en punkt. d& man bara jamfor
funktionsvardena i nagon omgiviing av punkten.) '

Vi skall anvinda nagra topologiska begrepp fran avsnitt 1.3, som alltsa bor lasas
(repeteras) innan exemplen i det foljande studeras. Bl.a. skall vi stodja oss pa
Satsen om-existens av storsta och minsta varde.

Om f &r en reellvird funktion, som ir definierad och kontinuerlig pa en

kompakt mingd M i R"; sa har f ett storsta och ett minsta varde pa M.

Exempel 1.

Vi skall bestimma storsta och minsta vardet av

3gy+z—y—1
1422+ y?

flzy) =

pa den halvcirkelskiva M 1 R? som ges av olikheterna

224+y¥<1 och z2>0

93
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M ar kompalkt, ty M &r uppenbar-

n’ ligen begransad, och dessutom ar M
| sluten, ty M innehaller hela sin rand,
: som bestar av strackan och halvcirkel-
bagen fran (0,—1) till (0,1) i fig 1.

Vidare ar funktionen f kontinuerlig
bl.a. pd M. Enligt satsen ovan har
f(z,y) darfor ett storsta och ett minsta M
varde da (z,y) varierar i M.

Programmet ar nu att bestdmma de
punkter i M, dir f uppfyller villkor (0,-1) 1
som ar nédvéandiga for att f skall kunna
ha storsta eller minsta varde dir. Sedan
aterstar bara att jamféra vardena av f
1 dessa mbj]ig.? punkter.

Fig 1
Vi maste da skilja pa inre punkter och randpunkter till M .
Inre punkter till M . |

Om f har sitt storsta eller minsta virde pa M i en inre punkt till M, har
J ocksa lokalt maximum minimum i denna punkt enligt definition 1 i avsnitt 4.1.
Varfor? Sadana punkter hittar vi bland '

(a) stationara punkter for f, dvs. punkter (z,y) dar

fa(z,y) =0 och fy(z,y) =0

(b) punkter dir f! eller [, inte existerar.

I detta exempel existerar f. och f; overallt och vi far villkoret

, _By+ DA +2®+y®) - 228y +a—y—1)
f1<$>y) - (1 +$2+y2)2 =0
2 1 o2) — 9y e
fi(ay) = Bz~ 1)(1+2*+y?) —2y(Bzy+2z —y 1) _9

(1 + 22 + y2)2

som forenklas till

BGy+1)(1+2*+9*) =2s(3zy+2 —y—1) och
Bz =11+ +y*) =2Bzy +z—y — 1)

Harav far vi sambanden

yBy+1)=z(Bz—1) & 322-3yl—z2-y=0 « 3z+y)z—y)—(z+y)=0

som ger

c+y=0 eller 3(z—y)—1=0 dvs. y=-—z eller yzm-—%
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Vi kan sattain y=—¢ 1 fi(z,y)=0 och far da efter forenkling

1
och y= —3

N |

9222 4+2z—1=0  som ger z=-—1ochy=1 eller =z =

1 ' o - o ’ o
Med y =2 — 3 far vi pa samma satt

14z

3 =0 som ger =0 och y=—5

3

1
Kontroll visar att (0, —-—3-> inte uppfyller f;(m,y) = 0. Vi maste ocksa kon-

. . o 1, 1
trollera om punkterna ligger 1 M . Vi ser da att bara (; , ——5) duger.

4

Randpunkter till M.

Randen bestér av strackan, som ges av = 0, -1<y<1,och halvcirkelbagen
med ekvation z? + y>=1,2>0, samt hornpunkterna (0,—1) och (0, 1).

Om f har storsta eller minsta virde pa M 1en randpunkt, behéver denna
punkt inte vara en stationar punkt for f. Varfor? Vi studerar da i stallet f som
funktion pa (en del av) randen, .ex. genom att beskriva den i parameterform.

Enklast att behandla srdendeldar 2 =0, 1<y < 1. Vi far da en funktion
av y: _
~1<y<l

_ 7y

och vi soker punkter y dir denna funktion kan ha lokalt maximum eller minimum.
Dessa punkter ar stationdra punkter for denna funktion, vilket betyder att de ar

16sningar till ekvationen

?

)
2 42y—1
10,y) = L2 =0
fy( )y) (1+y2)2
Vi far 16sningarna y = —14++/2, men bara y = —1 ++/2 uppfyller 1<y <1.
Vi far alltsd punkten (0,—1+ V2).

R .

w“ 2. 2 . . :
Den del av randen, dar ¢ +y~ = 1, z > 0, kan t.ex. beskrivas i parameterform

genom
. T
T =cosv, Y =8nv, —-§<v<—§-

(enligt definitionen av cosv och sinv). Vi soker da lokala maximi- och minimipunk-

ter for - . o
3 cosvsinv + cosv —sinv — 1

Flcosv,sinv) = _ 5

som funktion av v och vi satter darfor derivatan

d . _—3gin?v + 3cos® v — sinv — cosv
a—;f(cosv,smv):: 5 =0

R

e b ¢ T D T e
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Vi behéver har inte bestamma varden pa v, som loser denna ekvation, utan vi
kan ga tillbaka till z = cosv och y =sinv och far

' 1
—322+ 3y  —y—z=0 somger y=-—z eller y=z—3

(som forut). Detta skall nu sattas in i villkoret 2 4+y*=1,2>0. y=—z ger
da lésningen -

' 11 1 o
(z,y) = <$’ ——E) (z= 75 <0 duge? inte)

medan y =g — 3 ger

iwﬁ—lwﬁ) (oo LoV

(‘”’y):( 6 6 6

< 0.duger inte)

(I avsnitt 4.3 skall vi behandla en annan metod, Lagranges multiplikatormetod,
med vars hjalp vi ocksa kan soka eventuélla lokala maximi- och minimipunkter med
bivillkor som t.ex. z2+y*=1.)

Slutligen far vi inte glomma hornpunkterna (0, —1) och (0, 1), som ocksa skulle
kunna ge storsta eller minsta varde av f pa M utan att komma fram i de tidigare
rakningarna. Varfor? .

Det aterstar nu att jamfdora funktionsvardena i de mdjliga punkter, som vi har
bestamt:

G3)=3 FO,-14vE) = L LV

2’ 2 2 4—-2V2 2
f(i_i>__5‘2‘/§ f(1+\/ﬁ —1+\/T'7>.__1_
V2' 2/ 4 6 ’ 6 B
f(0,-1)=0 f(0,1)=-1
Vi far da ,
. ) 1+ V17 =14/17\ 1
storsta vardet f ( 5 5 ) =3 och
minsta vardet  f(0,—1+ V2) = _LE V2 O

2

Den logiska gangen i 16sningen ar alltsa foljande: Vi visar forst att funktionen f
har ett storsta och ett minsta varde pa méngden M. Det ar naturligtvis inte alltid
 sant for godtyckliga funktioner och méngder. Men nér som i exempel 1 funktionen
ar kontinuerlig och méngden ar kompakt, kan vi som sagt anvanda satsen om
existens av storsta och minsta virde for att dra den onskade slutsatsen. I exempel
3 och 4 behandlas nagra fall dar mangden inte ar kompalkt.

Nér vi vet att f har ett storsta och ett minsta varde pa M , kan vi sedan ange
nodvandiga villkor pd punkter i M, dar dessa varden kan antas. Vi maste da skilja




f
1
[
H
i

4.9. Stérsta och minsta varde 97

pa (1) inre punkter till M och (2) randpunkter ill M (inklusive hornpunkter).
Méjliga inre punkter ar st ationira punkter for f och eventuella punkter dar nagon
forstaderivata av f inte existerar. M&jliga randpunkter far vi genom att beskriva
(delar av) randen i parameterform och studera f som funktion av para,me"cern
(parametrarna) eller genom att anvanda Lagranges multiplikatormetod i avsnitt 4.3.
Dessutom tillkommer eventuella hornpunkter.

Slutligen kan vi jamfora vardena av f i de punkter som vi fatt fram.

Anmérkning.

I vissa fall kan man bestamma de punkter, dar en funktion f har storsta eller
minsta virde av p& en méngd M, med mer direkta metoder. Jir exempel 4 1
avsnitt 1.3.

I andra fall kan man genom nagot enkelt resonemang utesluta t.ex. inre punkter
i1l M eller delar av randen av M, nir man soker efter mojliga punkter, dar f kan
ha storsta eller minsta varde pa M.

T.ex. ar det uppenbart att pa triangeln M med horn i (0,0), (2,1) och (1,3)
har f(z,y) = g2y det minsta minsta vardet f(0,0) =0, medan det storsta vardet
maste antas i ngon punkt pa strackan mellan (2,1) och (1,3). Ty M ligger i den
positiva kvadranten (som ges av & >0 och y > 0) och dar ar f(z,y) > 0. Vidare
vixer f(z,y) d& (z,y) ror sig ut fréns((), 0) 15?(@;55 en godtycklig rat linje som skar

. . . gy - 5 2
M. Visa att det storsta vardet ar f<3, 3) =57

Problem, dar man skall bestamma storsta och minsta virde av en reellvard
funktion pa en delmangd av R™ med n > 2, kan behandlas pa liknande satt som
i exempel 1. Men framfor allt randundersokningen kan d& bli mer komplicerad,
eftersom t.ex. randen av en (nagorlunda "snall”) méngd i R3® bestar av en eller
flera ytor samt eventuella skarningslinjer och skarningspunkter mellan dem.

Iy

Exempel 2.

Vi skall bestamma storsta och minsta vardet av
F(z,y,2) =2 +2° —sy —yzty+2 ,

p3 den mangd M i R2 som ges av olik-
heterna

m+y+z§1,m20,y20 och z>0

M ir tetraedern med horn i (0,0, 0),
(1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1) som i fig 2
och #r en kompakt méngd i R3,ty denar
begransad och innehaller alla sina rand-
punkter (se nedan). f ar en kontinuerlig
funktion (pa hela R?) och har darfor ett
stérsta och ett minsta varde pa den kom-
pakta mangden M.

Fig 2




98  Kap 4. MAXIMI- OCH MINIMIVARDESPROBLEM

Vi skall nu bestamma mojliga punkter dar dessa varden kan antas:
Inre punkter till M.

Mojliga inre punkter &r stationara punkter for f, dvs. losningar till systemet
av ekvationer

fi(z,y,2) =82> +2z —y =0
fz'/(a:,y,z) =—z—2z+1=0
fuz,y,2)=—y+1=0

Vi far 16sningarna

1

(z,y,2) = (~3—,1A, §> och (—1,1,2) (visa det!)

men ingen av dessa punkter ligger i M.

‘Mojliga punkter &r ocksa punkter, dar f,, f, eller f, inte existerar, men
sadana finns inte har.

Randpunkter till M .

Randen av M bestar av
(a) tetraederns fyra sidoytor, som ges av
(al). z=0,y+2<1,y>0,2>0
(a2) y=0,z4+2<1l,2>0,2z>0
(a3) 2z=0,z4+y<1l,z>0,y>0
(ad) g4+y+z=1,2>0,y>0,2z>0

(b) tetraederns sex kantlinjer, som ges av

(bl) 2=y=0,0<z<1 (b4) =z+y=1,2=0,0<z<1
(b2) z=2z=0,0<y<]l © (b5) z4z=1,y=0,0<z<]1
(b3) y=2z=0,0<z<1 (b6) y+z=1,z2=0,0<y<1

(c) tetraederns fyra hérnpunkter

(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1)

(al): Vi studerar da

f(0,y,2) = —yz+y+z

och sOker stationara punkter till denna funktion av y och =z, dvs. l6sningar till
systemet av ekvationer

£0,y,2)=—2+1=0  fi0,y,2)=—y+1=0

Det ger y = z =1, men denna I6sning uppfyller inte villkoret y + z < 1 i (al).




4.9. Stérsta och minsta varde 99

(a2): Vi sdker sedan stationara punkter till
f(z,0,2) = 2+ 2?4z

som funktion av z och z men far d3 ingen 13sning alls. Visa det!

(a3): Vi soker nu stationdra punkter till
f(z,9,0)=2° +a* —oy+y
som funktion.av  och y och far d?i. ¢ =1 och y =5, som inte uppfyller villkoret

z 4y <1 i(a3), Visa detl

(a4): Vi kan har 16sa ut z = 1 — z —y och studera

v

f(vc{@/,l——'ac--y)—-:a:3+ac2 +y?—z—y+1 :

ST T ST
oW A

med villkoren z+y < 1, >0 och y > 0. Vi skall da bestamma stationara
punkter till denna funktion av z och y genom att 10sa systemet

T SRATETEn e

g——f(:v,y,l—m——y) =322 422 —1=0
T

%f(w,y,l-—w—ry)-——?y*l:O

1 1 - . .
Det ger (z,y) = (—1,§> eller (—;—, —2—> Den forra 16sningen uppfyller inte

s 111
villkoret z > 0 men den senare duger och ger den mojliga punkten (—3—, > 6> .

Vi studerar .Seda,%’l

(b1): f(0,0,2) =z for 0<z<1
(b2):  f(0,9,0) =y fro<y <1
. (b3): f(m,0,0)=w3+a;2 for 0<z <1 ‘ ;

men far d3 inga mojliga punkter, som uppfyller villkoren, ty dessa funktioner av i
resp. z, y och z &r strangt vaxande pa de angivna (6ppna) intervallefr och kan '
darfor inte anta ndgot storsta eller minsta varde dar. i

(b4): Vikan hér losa ut y = 1 —z och studera

-f(:B,l——:C,O)::E3+2:I;2——2$+1

som funktion av ¢ for 0 <z <1 genom att soka 16sningar.till

l B
zl%f(m,1—~a:,0).'=3:c2+4m——2:0

-2 1 o - -
j;\/—ﬁ , men med villkoret 0 < z < 1 far vi bara den mojliga

94410 5—+/10 0)
3 ’ 3 )

Det ger z =

punkten (
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(b5): Viléser ut z =1—z och soker stationara punkter for

f(z,0,1—z)=2> 42—z +1

1
som funktion av z for 0 < z < 1. Det ger z = 3 (och 2 = —1 < 0) och den
1 2
mojliga punkten (g, 0, §> .

(b6): Vi loser ut z —1- y och soker stationdra punkter for
FOy1-y) =y ~y~-1

1 g
som funktion av y for 0 < y < 1. Det ger y = 3 och den moéjliga punkten
1 1y .
(0.3:3):
Dessutom ar hérnpunkterna (c¢) mojliga punkter.

Slutligen jamfor vi funktionsvardena i de mojliga punkter, som vi har fatt:

GAD-% AR sl

1 2 22 11 3
#(303) =3 033)=1
£0,0,00=0  £(1,0,0)=2  f(0,1,0)=1  £(0,0,1) =1
Vi ser da att f pa M har ’

storsta vardet f(1,0,0) =2 och minsta virdet £(0,0,0)=0

Visa dettal Att f(0,0,0) =0 ar det minsta vardet foljer ocksa direkt av att
flzy,2) =2 +2> +y(l—2z—2)+2>0 di (z,y,2)EeM
tydaarz>0,y>0,2>00ch1—2z—2>0. O

Vi skall nu se pa nagra exempel dar vi skall bestamma storsta och minsta virde
(om de finns) av en funktion pa en mangd som inte ir kompakt. Vi kan d& inte
direkt anvénda satsen om existens av storsta och minsta varde, utan vi maste gora
ett mer komplicerat resonemang f0r att (eventuellt) kunna visa att ett storsta eller
minsta varde existerar.

Exempel 3.

Vi skall om méjlig"b bestamma storsta och minsta vardet av

2 4 zy+1
14y?

flz,y) =




W
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pé den mangd M 1 R? som ges av 1
_1<z<1 al |
M &r den lodrata strimman mellan lin- r=-1 solz=1
jerna =1 och z = —11ifig3. M arinte
begransad och alltsd inte kompak®. 1 et
- . -1 e 11
Diaremot ar den rektangel M, som ges
av )
~1<z<1 och -—aﬁyﬁa'
—a

en kompakt mangd 1 R? for varje @ > 0.

Den kontinuerliga funktionen f har da
ett storsta och ett minsta varde pa varje _ Fig 3
M, , men dessa varden kan bero pa a.

Men vi ser nu att ifall a valjs tillrackligt stort-ar det storsta och det minsta
virdet av f pd M, ocksd det storsta resp. minsta varde som f(z,y) ken anta da
(z,y) varierar Sver hela M. Detta beror pa att f(z,y) antar bade positiva och
negativa varden pad M och att f(z,y) » 0 dédy— 1eo och —1 <z <1,

Mer precist ser vi att for ~1<z<1,dvs 2] <1, galler att

|2 ey 497 o? + 2|yl + ly* 2+ 1yl
el =g S e < Ty

dir sista ledet gar mot 0 da ly| — +o0. Detta medfor att om a valjs tillrackligh
stort och om (z,y) ligger i M men inte i M., dvs. |z| <1 och ly| > a, s ar
virdet f(z,y) sé nira 0 att det ar < det storsta vardet och > det minsta vardet

av f pa M,. Dessa varden ar d3 ocksd det storsta resp. minsta vardet av f pa
hela M .

Nar vi nu vet att f har ett storsta och ett minsta varde pa M, kan vi pa g
samma satt som tidigare bestamma mojliga punkter dir dessa varden kan antas. 3

t

e

A A

Inre punkter till M.

Vi soker 16sningar till systemet av ekvationer

.. . P I
e e e g L3 e T el

z —zy® — 2%y — 2y _ 0

2z +
LA 0 och f;(x> y) = 1+ y?)?

14 y?

fa(ey) =
och far den enda 16sningen (, y) = (0,0) (som ligger i M). Visa det!

Randpunkter till M ;

Randen av M bestar av de tvs rata linjerna z = 1 och & = —1. Vi studerar

darfor o4 5
Y —Y

[ VP UPR SN X RPR S

1y

|
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for alla reella y. Vi satter da forst
2 . 4y
f(Ly) = W
och far 1osningarna y = —2 £ V5 och de méjliga punkterna (1,—2+ V%) och
(1,—2-5). ‘
Motsvarande operation for f(—1,y) = f(1, —y) ger y =2+ V5 och de méjliga
punkterna, (1,2 +v/5) och (1,2 — V5).

Det aterstar att jamfora funktionsvardena

=0

f(0,0)=0

f(_2+‘/5)=f(2‘\/5)=10—\-/i\/5:2+2\/5
| —/5  2-+/5

F(=2—+/5) = f2+V5) = T

och vi ser da att f pa M har

storsta Vazdet fl— 9+\/—) f2- \/‘) \/5

och

> T
&

minsta viardet f(—2— \/E_)) = f(2+ \/5) =

Alternativ metod.

Man kan ibland bestamma storsta och minsta varde for en funktion av flera
variabler genom succesivt 16sa motsvarande problem for en variabel.

I detta exempel observerar vi forst att f(—z,—y) = f(z,y) och darfér ricker
| det att se pa y > 0. Vi studerar nu f(z,y) som funktion av z for -1 <z <1
[ med fixt y > 0 genom att satta

i 2z +y

. fo(z,y) = Trg?

| i vilket ger z = —g—. Vi ser d8 genom teckenstudium av f,(z,y) att for fixt y > 0
: har f(may)) -1<z<1,

) 4 9

i stérsta virdet f(l,y) = + yz och

Ji Y2

I f=Ly) = gy >0 for0<y<2

B minsta vardet 2 4(1 + )

L Ly =g, S0 Bry22

i Visa detta! Ett eventuellt storsta véarde av f(z,y) for —1 <z <1 och y >0
maste da ocksa vara storsta vardet av f(1,y) (som funktion av y), vilket vi kan
bestamma genom teckenundersokning av

fy(Ly) =

1+y® 4y
(1+y2)
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Vidare ser vi att ett eventuellt minsta varde maste vara minsta vardet av
f(—1,y) for y 2 2, vilket vi kan bestimma genom att se Pa

—1+y?—4y

f(=Ly) = N

Gor dessa undersokningar! De visar att Flz,y) for -1 <z < 1 och y > 0 har

2++/5
9

2—1/5
2

Av sambandet f(—z,—Y) = f(z,y) foljer slutligen‘att dessa varden ocksa antas
i(-1,2— +/5) resp. (1,—2— V5).

storsta vardet  f(1,—2+ V5) =

minsta vardet  f(—1,2+ VE) =

i

Exemp el' 4.

Vi skall bestamma en ratvinklig lada
med given volym V v.e. och sadan att
sammanlagda arean av sidoytorna (inklu-
sive ovan- och undersidan) blir sa liten 0
som mojligt. .

Om ladans kantlangder ar z, ¥ och
z le., r arean A =2zy+ 2uz + 2xz a.e.
och V = zyz. Viloser ut z = — och

zy
arean ges da av funktionen

Tig 4
2V 2V
A=2zy+—+—
z Y

dar z > 0 och y > 0. Dessa olikheter ger en mangd M (den oppna forsta
kvadranten i R*), som inte ar vare sig sluten eller begransad.
Daremot ger olikheterna : .

a<z<b och a<y<b

en kompakt mangd Map (kvadraten 1

fig 5) och A ar kontinuerlig som funk-

tion av (z,y) Pa Map, ifall 0 < a < b. Map

A har darfor ett minsta (och ett storsta) )

varde pa varje sadan mangd M, . Men L
a

nu kan vi vilja a sd litet och b sa stort
att A Dblir mycket stort for alla (z,9),
som ligger i M men utanfor My, och
da #r det minsta vardet av A pa Mgp
ocksa det minsta vardet av A pa hela Fig 5

M.
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Mer precist ser vi att

2
A>—V~ dd 0<z<aochy>0 eller 0<y<aochz>0
a

medan

A>2ab da z>bochy>a ellr y>bochz>a

och varje pﬁﬁkt (z,y), som liggeri M men utanfér M,y , uppfyller nagot av dessa
villkor pa z och y.

3 seqa o - (- o 2V
Vi kan nu forst valja a > 0 s3 litet och sedan b > a s& stort att bade > och

: a
2ab blir storre dn t.ex. vardet A(1,1) av A for z =y =1. Dasir 4 > A(1,1) for
alla (z,y), som ligger i M men utanfor Mg, och om dessutom a < 1 < b medfor
det att det'minsta vardet av A pa M,y ocksa ar det minsta vardet ps hela M.

Nir vi nu vet att A har ett minsta virde pd M, kan vi s6ka efter méjliga
punkter dar det kan antas.

M har bara inre punkter och om A har sitt minsta varde i en sidan punkt,
maste den vara 16sning till

0A 2V 0A 2V

Enda 18sningen ir z = y = vV och den ger ocksa z = Y = VV. Den '
z I

‘ Y
sammanlagda arean av ladans sidoytor blir allts3 minst, da alla kantlinjerna ir lika
langa dvs. da l8dan &r en kub, vilket inte ar éverraskande. D3 &r arean

A=6YV YV =6V??

Ovningar 4.2:

1 Bestam storsta och minsta‘virdet av
@) flo9) = (@@ +y7)e Y d3 2® +47 <4
(b)  flz,y)=2°+ay da |z] <1 och fy| <1 .
() fl@y)=sy—z—y ddz>0,y>00ch z24+y<6 ’
(@) flz,9)=e*+2"-2 dd 2® +y2 <1 och y> 0

2 Bestélm_ storsta och minsta virdet av
flz,y) = 2* — 2zy + 44 — 29

da (z,y) ligger pa eller innanfor triangeln med horn i (0,0), (1,0) och (0,1).
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4.1:

4.2:

SVAR TILL VISSA OVNINGAR

8

10

(a) Ingetdera (b) Lokalt minimum

(Semidefinit kvadratisk form i Taylorutvecklingen. Jamfor direkt med

£(0,0))
Lokalt minimum (Semidefinit kvadratisk form i Taylorutvecklingen.
Jimfor f(1+h,2+k) = =2+ (2h —k)* + bk med f(1,2) = —2 for alla A
och k med samma tecken och f6r A och k nira 0 di de har olika tecken.)
(a) Lok. min.ﬁi (0,0) (b) Lok. max. i (OA,O)
(). Lok. min. i (0,0,0)
(Jamfor direkt med £(0,0) resp. £(0,0,0))
(a) f(z,y)=€* for @ + 3% =1 storst, f(0,0) = 0 minst
(f(z,y)=te " med t=a+¢*,0<t<4)
(b‘) f(1,1) = 2 stdrst, f(-1,1) = —2 minst
(c)  f(8,3) =3 storst, f(6,0)= f(0,6) = —6 minst

(d) f(—%,i;)-) :% storst, f(%,O) = —;11— minst
f(0,1)'= 2 storst, f(—gl—,%) = —% minst

£(1,0,0) = £(0,1,0) = f(0,0,1) = 1 storst, f(0,0,0) = 0 minst (trivialt)
(Storsta virdet antas dd z +y+2z=1,220,y20 och z>0)

f(1,1,0) = £(1,0,1) = f(0,1,1) = 2 storst, £(0,0,0) = 0 minst (trivialt)

1 2 5 . 1 2 5
(a) f(\/—-l;ﬁ,-\—/—i__a) =15 stérst, f(—_\/l_—-_()_’——ﬁ) = —\/;——; minst

(b) f(l 1) =L Gtorst, £(0,0) =0 minst (trivialt)

2'2) T \Je
T T 3/3 : T 3\/3
@ f(333)="F ® f(353) =7
(Villkor: z+y+z=m,2>0,y>0o0ch 220, (med urartade fall))

b 1 1 2 1
_ —2b " 1 N_z . L
(a) f(2,b) =4be™* stérstom 0<b< 5 f(2, 2) - storst om b > 5
f(z,0) = f(0,y) = 0 minst (trivialt) '
1 2 . : .
(b) f(2,-§) == storst, f(z,0) = f(0,y) = 0 minst

(Foljer av (a) med b > é)

11y 1. o
f(§,§> = — stérst, f(0,0) = 0 minst (trivialt)

Je

(Studera t.ex. forst f(z,y) dd z +y =1, z >0 och y >0 med fixt t>0)
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2 Multipelintegraler

Integration éver tvé- och tredimensionella méngder har mycket stor betydelse i bla fysikalis-
ka och tekniska tillimpningar. Sapass skilda saker som totala laddningen hos en elektriskt
laddad platta, volymen, tyngdpunkten och tréghetsmomentet hos en kropp kan samtliga
beskrivas som integraler dver tvd- eller tredimensionella mangder. I detta kapitel skall vi
definiera vad som menas med dessa integraler. Vi skall 4ven g igenom metoder {Or att
berikna sadana integraler mha upprepad integration.

2.1 Dubbelintegraler

Lat D vara en méngd i zy-planet och antag att funktionen f(z,y) > 0 pd D. Hur stor &r
volymen av den kropp som ges av mingden K = {(z,9,2): (z,y) € D, 0 < z < f(z,y)}
d vs den kropp som har funktionsytan z = f(,y) som tak och zy-planet som golv (se figur
2.1 nedan) ?

Figur 2.1: Kroppen “under” en funktionsyta.

En naturlig idé ar {orstés att forsoka hirma resonemanget som fordes da vi inférde enkelin-
tegralen. Dela in omrédet D i delomrdden Dy, D, ..., D, och vilj i vart och ett av dessa
en punkt P; = (z;,y;) , se figur 2.2.

Y

Yi+

Figur 2.2: Indelning av D i delomraden.

Om D; ir ndgorlunda litet och om f(z,y) inte varierar alltfor mycket bér volymen under
den del av ytan z = f(z,y) som stings in av att (z,y) € D; vara ungefir f(z;,y;)-m(D;),
dir m(D;) betecknar arean av D;. Den totala volymen bor alltsd vara '

Ve i f(mj, y;) - m(D;) .

i=1
Ju mindre delomraden vi valjer, desto battre bor approximationen bli. Vi skall nu genomfora .-
den formella definitionen och slipper direkt kravet att f(z,y) > 0 . Alltsa, lat D vara ett
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begrinsat omrade i zy-planet och &t f vara en begrinsad funktion definierad p& D. Dela
in omradet D i n stycken delomraden Dy, Ds,...,D, . I varje delomrade D; viljer vi en
punkt P; = (zj,9;) och bildar Riemannsumman’

L= 3 (P m(D;)

i=1

dar m(D;) 4r arean av omridet D; . Med diametern av D; menar vi diametern av den
minsta cirkel som kan omsluta D; . Med indelningens finhet menas diametern av det
delomrade som har den storsta diametern. Vi gor féljande definition.

e

Definition 2.1 Om I, — I, dd indelningens finhet gdr mot 0 och om detta

grinsvdrde dr oberoende av hur de olika indelningarna gérs och hur P; wiljs,
sdger vi att dubbelintegralen av f 6ver D existerar och har vardet I. Vi

skriver -
I://f(:z:,y)dmdy
D

Man inser p4 en ging att det ar alldeles ohanterligt att rakna ut dubbelintegralen Gver et
omride mha integralens definition. Man skall ju titta pa alla indelningar, vilket i sig ir en
oméjlighet. Lyckligtvis slipper man ifrdn detta problem, vilket fljande sats visar.

Sats 2.2 Om f ér kontinuerlig pd ett slutet och begransat omrdde D sd ezisterar

dubbelintegralen // flz,y)dzdy .

Satsen kriaver egentligen att f ir kontinuerlig pa D, men om D kan delas in i andligt manga
delomraden Dy, Dy, ..., D, s8 att f ar begrinsad pd varje delomrade D; och kontinuerlig i
det inre av varje D;, giller satsen dnd4. Det gor alltsd inget om f gor spring langs dndligt
manga kurvor (pd samma satt som det i envariabelfallet inte gor nagot om funktionen gor

‘sprang i andligt manga punkter).

Beviset av satsen tar vi ej upp hér, den intresserade kan titta i t ex [12] . Beviset har dock
uppenbara likheter med envariabelfallet. Vi gor nu féljande definition

Definition 2.3 Ldt f(z,y) > 0 vara begrdnsad dd (z,y) tillhér det slutha och

begransade omrddet D. Dd definierar vi volymen av den kropp som ges av
(z,y)e D ’ 0<z2< f(:v’y) som

V://f(:v,y)drcdy
D

om integralen existerar.

!Riemann, Georg Friedrich Bernhard (1826-1866). Tysk matematiker. En av den moderna matematikens
pionjirer. Arbetade med analytiska funktioner, teori for integraler, potentialteori, icke-euklidisk geometn
och teori {6r primtal.
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Vi bér forstas dvertyga oss om att definitionen &r vettig. F'or enkelhets skull antar vi att f
ar kontinuerlig pa D. Lt oss betrakta en indelning av D i delmangder D, Day..., Dy . Pa
varje delomrade D; viljer vi P; = (zj,y;) s& att f(z;,y;) dr det stdrsta vardet for f pa D;

(det &r hir vi anvinder antagandet att f ar kontinuerlig). Da blir I, = > f(F;) - m(D;)
: ) =

summan av volymen av ett antal ratblock, vars tak ligger ovanfér f . Viljer vi & andra
sidan ut punkterna Q; = (z;,y;) s att f(z;,y;) r det minsta virdet for f pa D; sa blir

Jn = Z £(@;) - m(Dj) summan av volymen av ett antal riatblock vars tak ligger under f.
J=1
Volymen under f maste alltsa uppfylla olikheterna A

Jo <V LI, .

Later vi nu finheten g& mot 0, vet vi enligt forutsittningarna att sdvél I som J, ndrmar
sig / / f(z,y)dz dy . Kroppen ligger saledes instingd mellan tva omraden vars volymer

D
kan komma godtyckligt nara / / f(z,v) dz dy . Det &r darfor vettigt att definiera volymen
D

som Vz//f(:z,y)dmdy. \
D .

Exempel 2.4 Hur stor ar arean av ett omrdde D i zy-planet?

Losning: Betrakta den kropp som har héjden 1 och bottenytan D. D3 4r kroppens

volym
V://ldmdy.

D

A andra sidan ar forstds volymen:héijden-baszﬁean, dvs V = 1-m(D) , och
kombinerar vi ihop dessa far vi att

m(D):// dz dy .
D

2.1.1 Rakneregler

Under forutsattning att funktionerna f och g ar sdpass hyggliga att integralerna existerar
sd giller att

l

// f(w,y)dmdy-!-'//g(zi:,y)dzdy | (2.1)
b D

/ ¢ f(z,y)dedy = c-//f(z,y)dmdy (2.2)
D

D

[ GG+ o(a,0)) dody
D

om c¢ ar en konstant.
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Om £(z,4) > g(a,y) for alla (z,9) € D s& ir

[[ @ wdzay> [ [ o) dedy. (23)
) D
Om omridet D delas upp i tva delomraden D; och Dy si giller att 4

[ feydzdy= [ t@wdsdy+ [ [ @) dady (2.4)
Dy Dy

D

Riknereglerna ar mycket naturliga och bevisen av dem ar ganska enkla. Vi avstar dock frin
att visa dem hir. Den hagade lisaren kan sjilv forsoka bevisa ndgon av dem eller studera

beviset i tex [7] eller [12] .

2.1.2 Berakning av dubbelinteglrgi;er med upprepad integratién

Vi kommer nu att anvinda samma idéer som ligger bakom den s& kallade skivformeln, se
[11]. Antag att vi for varje z kdnner arean A(z) for ett plant snitt genom kroppen, vinkelratt

mot z-axeln, se fig 2.3.

Az)

<V

Figur 2.3: Plant snitt fér volymsberdkning med skiviormeln.
Antag att kroppen K ar ‘instiingd mellan planen z = a och z = b. D3 har K volymen

V:/bA(z)dx.

En volym kan alltsd berdknas pd tvé sitt, dels som en dubbelintegral, dels med skiviormeln.
Vi kombinerar dessa och visar foljande sats.
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Sats 2.5 Ldt D vara det omrdde i xy-planet som beskrivs av att
a<z<b L (@) <y <)
och antag att f dr kontinuerlig pd D (se fig 2.4) . Dd dr
b [ W(z)

f/f(xay)ydmdy=/ / f(z,y)dy | dz .
D 2 \oplz)
y g’

y = ¥(z)

@

y= w(wb)w

Figur 2.4: Berakning av integraler med upprepad integration.

Bevis Antag forst att f(z,y) > 01 D, sa att vi kan tolka dubbelintegralen som
~en volym. D3 ar allts3

//'f(x,y)d:cdy:V :/bA(x)&z

D a

dar A(z) &r arean av skidrningen mellan kroppen och planet genom (z,0,0),
vinkelrdtt mot z-axeln (se figur 2.5) .

z A ZZf(IE,y)

o() OF]

- Figur 2.5: Tvéarsnittsarean for fixt z.

Vi ser att A(z) kan berdknas som en vanlig enkelintegral,
W) B
A= [ fy)dy
()
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varpé foljer att

//f(:z:,y)d:v.dy:. V:/b ?x)f(:v,y)dy dz
D ‘e \e(z)

sa satsen ar bevisad i fallet f(z, y)'z 0.O0m f(z,y) <01 D studerar vi i stallet
g(z,y) = —f(z,y) > 0 och om f(z,y) har varierande tecken delar vi upp D

" i delomrdden Dy, Ds,..., D, s& att f har konstant tecken pa varje delomréde.
Direfter genomfor vi samma resonemang som ovan samt anvander réknelagarna
2.1,2.2 0ch 24 si\{féiljer satsen i sin allménna tappning.

Anm. 2.6 Om D ir det omrade som beskrivs av olikheterna

c<y<d , gy)<s<h(y)

kan man pd motsvarande sdtt visa atf

[ 1@y iz dy= /d ?y)f(w,y)dz dy .
D ¢ \g(y)

Exempel 2.7  Berdkna //(3z+18y) dz dy, dar D ir det omrade som‘begré'msa,s
D

2
av linjerna z =1, 2 = 3 och linjerna y = —3% +4,y= 3%

Losning: Vi ritar upp omradet D forst.

Figur 2.6: Integrationsomradet som begransas av linjerna ovan.

Med de beteckningar vi anvant i sats 2.5 far vi

—%:c+4 -

9 y:—%z;—{—
Awy= [ 3o+ 189)dy = [3e3+ 957",

_Ea:

x

4 ‘
= 144 — 36z

. Wl
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vilket slutligen ger

// 3m+18y )dz dy = /(144 367;)dm—— [144x— 18z] =144 .

Exempel 2.8 . Berdkna //(m2+y2-) dz dy , da D ir det omrddei zy-planet som
N .

ges av att 2?2 <y <2z,

Figur 2.7: Omrédet D = {(:z:, y):z? <y< 2:1:} .

Losning: Ur figur 2.7 ser'vi att omrddet D ges av olikheterna
0<e<2,2?<y<.

Salunda blir

[f(w2 +9%) de dy

D

Il

i
—w O — O
| aeeasmmmmens |
8
™
<
+
ol
| S}
@
1l
g
o9
8
i
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Alternativ losning: Omradet kan dven beskrivas som

¥ y
0<y<d, L<a<yy

o |

4+ y¥)dz | dy =

O —

e TG

/ (2 4+ yHdzdy =

D

4 ¢ =¥

— / -%—— + ;L‘yz] dy =
3 —Y

[0 =7

) |
= /(lf”+y””—£%ﬂdy=

T J 3 24

_[2 52,2 902 13 4]4 _ 216
= [15y TV %Y T 35

3/ 3
Exempel 2.9 Berikna‘/ (/ e‘y2dy) dz .

8] x
Losning: Vi kan inte berdkna integra,lgsrna som de star, eftersom vi inte klarar av
att finna en primitiv funktion till e™¥ . Nu &r dock, enligt sats 2.5,

3 /3 :
/(/e"yzdy> dz ://e"y2 dz dy ,
0 D

x

dar D 3r omrédet i figur 2.8.

Figur 2.8: Omradet 0 <z <3, z<y<3.

‘Detta omrade kan dven beskrivas som

0<y<3,0<z<y.
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Av detta f6ljer s& att

Z(/Be*yzdy) dz = 4/6—& d:vdg,‘/:/B(/ye—y’dx) dy =

r

I exemplet ovan gjorde vi en oml\astnmg av mtegra,tlonsordmngen for att kunna berdkna
mtegra,lens virde. Detta ar nagot man bor tanka pa da man skall berakna dubbehntegra,ler

med att integrera m ap y. I exemplet ovan var det tom- omoﬂlgt att utféra integrationen i
den andra ordningen. Nigra allméingiltiga rad foér nir man skall integrera férst map z ar

forstas omojliga att ge, man far préva sig fram.
Ibland ar det lampligt att dela upp integrationsomridet innan man utfor integrationen.

Nista exempel 1llustrerar en sadan situation.

Exempel 2.10 Berdkna // z?dz dy , d& D ir triangelskivan med hérn i punk-

terna (0,0), (4,2) och (2 4)
Losning: Vi delar omrddet D enligt figur 2.9 och far da

I://mzda;dy:://a:zdazdy-{—//zzdmdy.
D D1 D’Z

Figur 2.9: Omrédet D delas i tv4 delomraden innan integrationen

S& raknar vi ut triangelsidornas ekvationer och far fram integrationsgranserna:

D;: 0<z<2,

NI

<y<2  Dy: 23ms4,35y36—m.'
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Detta ger slutligen

//a:zdmdy =
Dy

o //xzd:z: dy =
D>

dvs //a:zda:dy::ZS.
D

%

Exempel 2.11 En kub med sidan 2 lingdenheter ligger med ett horn i origo och
tre kanter lings de positiva koordinataxlarna. Kuben delas i tva stycken av ytan
1
z= - . Berakna volymen av de ba,da delarna.
Losning: Vi borjar med att rita en figur 6ver kuben och funktionsytan.

z=1/zy
2z =
{z:l/xy
<62
-~

T =2

Figur 2.10: Kub som delas av funktionsytan z = ;1— .
4

1
Den mindre, skuggade delen har planet z = 2 som tak och funktionsytan z = =

som golv. Integrationsomradet ar utritat i figur 2.11.
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Figur 2.11: Integrationsomrddet {or den mindre delen.

Volymen av den mindre delen blir saledes

W - é/@ﬁ)dmy:j e

/4 1/2z
7 In |y|12 t/ 14m2 2
:‘/[Qy—kny] dm:/<4-— +1n ——nz>d.'z;::
T J1/2m z z
174 174

. ! 2 2
= [4m—(1+1112)111|m|—g1%ﬁ')—] =7—3ln2—-g(ln2)2.
1/4

Volymen av den stérre delen blir slutligen

Vo=Viw—Vi= 1+31n2+%(ln2)2 .

st

29
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2.2 Trippelintegraler

I detta avsnitt skall vi kortfattat behandla trippelintegraler . Definitionen &r helt analog
med motsvarande for dubbelintegraler. Lt Q vara ett begransat omride i rummet och lat
f(z,v, 2) vara en given begrinsad funktion p4 Q. Dela in omrédet i delomriden Q;, med
volym m((};). V&lj vidare en punkt P; i vare delomrdde D; och bilda riemannnsumman

L= f(P5)m(%;) -

i=1

Definition 2.12 Om grinsvirdet for I,, existerar och har samma vdrde I dd
indelningens finket gdr mot 0, oberoende av hur Q; och P; vdljs, siger vi att
trippelintegralen av f over Q existerar och har varde I. Vi skriver

I:/h//f(x,y,z)dmdydz.

Om f ar koﬁtinuerh’g pa ett slutet och begrinsat omrade 2 sa kan man visa att trip-

pelintegralen / / / f(z,y,2)dz dydz existerar, helt i analogi med motsvarande sats for

Q
dubbelintegraler. Motsvarigheten till riknelagarna 2.1-2.4 giller ocksd, med de naturliga
modifieringarna. Nigon direkt geometrisk tolkning av trippelintegralen finns inte. Déremot
finns det andra naturliga tolkningar. Om f(z,y,2) > 0 tolkas som densiteten i punkten

(z,y,z) sa blir /// f(z, y,g/z) dz dydz den totala massan hos kroppen Q.
Q

For att berdkna trippelintegraler anvander vi foljande sats.

Sats 2.13 Antag att ¢(z,y) och (z,y) dr kon’tz’huerliga funktioner pa ett om-
rade D i zy-planet. Om funktionen f(z,y,z) dr kontinuerlig pd omrddet Q , dar
Q={(z,9,2): o(z,y) < 2 < Y(z,y) , (z,9) € D} (se figur 2.12) sd gdller

Y(zy)

// f(m,y,z)dmdydz:// / f(z,y,2)dz | dzdy .
Q- D

w(z,y)

Figur 2.12: Omradena € och D i satsen ovan.

Omradet D ir projektionen av Q i zy-planet. Berdkningen reduceras alltsd till berdkning
av'en enkelintegral och en dubbelintegral.




2.2 Trippelintegraler

Exempel 2.14 Uttryck volymen av ett omride Q i rummet med hjalp av en
trippelintegral.

Losning: Om densiteten hos kroppen #r 1 (massenhet/volymsenhet) s &r voly-
men och massan hos kroppen lika till sitt méatetal, dvs

V:/Q//dmdydz.

Exempel 2.15 Berdkna / ] / e®tVt2 dr dydz , dir Q 4r det omréade i rummet

: Q
som definieras avattz >0, y>0,2>0,2+y+2<1.
Losning: Omradet §) kan skrivas
Q={(e,9,2):0<z< 1~z ~y, (z,y) € D},

dar D utgdrs av det begrinsade omrade i zy-planet som begransas av linjerna
z=0, y=0samtz+4y=1(den sistndmnda ar skirningen mellan zy-planet

och planet z + y+ z = 1) , se figur 2.13 .

Figur 2.13: Omréadena 2 och D.

Enligt sats 2.13 &r nu

l—z—y

I = /// ‘”+y+zdxdydz—-// / 2 4y dy =
Q

-

1
= //e—e”yd:ndy:// e 1Y) dyda:-
D 0 0

1

_e
= /(e e::;)a!:c—-2 1.

]

ey

31
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2.3 Variabelbyte i multipelintegraler

Nir vi tidigare studerade, enkelintegraler, var variabelbyte ett centralt hjilpmedel. Via
nigot lampligt variabelbyte Gverfordes integranden till en ny integrand, vars primitiva funk-
tioner var enklare att finna. Motsvarande problem instiller sig forstds dven da vi studerar
multipelintegraler. En liten skillnad blir nu den att variabelbyten inte enbart paverkar inte-
granden, utan ocksa integrationsomrddets utseende. I enkelintegralsfallet dndrades forvisso
ocks integrationsomradet men det blev d& bara ett nytt intervall i stallet for det gamla in-
tervallet. Nir det giller multipelintegraler kommer integrationsomrédena att bli vasentligen
annorlunda vid variabelbyten. Detta skall vi férsoka utnyttja till var fordel. I ménga prob-
lem ar det naturligt att anvinda andra koordinatsystem &n det vanliga kartesiska. Vi skall
har framst studera integraler dver omrdden som har cirkuldr eller sfarisk symmetri. Vi
bérjar med att inféra en koordinatoberoende beteckning for dubbel- och trippelintegraler,

namligen / / fdA resp / / / fdV . Symbolerna dA och dV brukar kallas areaelement
D ¢

resp volymselement.

2.3.1 Polara koordinater

En punkt i planet har vi tidigare beskrivit m ha punktens z- och y-koordinater i ett vanligt
ratvinkligt koordinatsystem. Infor vi nu vinkeln ¢ som vinkeln mellan positiva z-axeln och
-stralen fran origo till punkten (z,y), samt talet 7 som avstandet fran origo till (z,y) , se
figur 2.14, far vi sambandet

[z =TCOS{
v y=rsing
y (z,9)
,

\99

Figur 2.14: Poldra koordinater.

Fftersom 7 r ett avstand blir automatiskt » > 0. Vidare ser.vi att om vi 6kar vinkeln ¢
med 27 kommer vi tillbaka till samma punkt som vi startade med. Det ricker alltsd att
18ta 0 < ¢ < 27 (egentligen rdcker det med 0 < ¢ < 2, men det kommer inte att spela
négon roll vid integrationen). .

Anledningen till att de polira koordinaterna &r anvandbara ar att vi ofta sysslar med
funktioner eller omraden som har “cirkulir symmetri”. Kobrdinaterna (r,¢) kallas polira

koordinater.

. Exempel 2.16 Beskriv med hjilp av polira koordinater det omrade i dvre halv-
planet som begrinsas av cirklarna 22 4+ y% =1 och z? + y? = 4 samt linjerna
z=0o0chz=y.
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Losning: Sitter vi in = = rcos ¢ och y = rsin ¢ i ekvationerna for cirklarna och

. . -3 . > . 7‘[‘ o o
linjerna far vi i tur och ordning r=1,r=2, p = g resp p = o sa omradet

bestar alltsd av de punkter som uppfyller 1 <r <2, ~Z— << % , se figur 2.15.

¥

/L

w1
IA
A
IA

R

Figur 2.15: Omradet 1 <r <2,

O

Antag nu att vi vill integrera den kontinuerliga funktionen f over ett omrade D, som ges av

n
att B1 <1 < Ry, ¢1 <@ < o . Vivet att om vi bildar riemannsumman Zf(Pj)m(Dj)
=1

dar {Dj};.;l ir en indelning av D och dir P; = (rj, ;) r en punkt i D; , s& géller att

!/
> f(Em(D;) — [ [ aa
=1 D

_d3 indelningens finhet gr mot 0. Vi valjer nu att géra indelningen pa det sdtt som visas i
figur 2.16.

Figur 2.16: Indelning av ett omréde i cirkelsegment.
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Arean av delomrade Dj ar

il

1 1
m(D;) 5(7’ + AV Ap — §T2ALP =

= rArAp+ %(Ar)zAcp = <7‘ + %Ar) ArAgp .

1 | , s
Om vi sitter r; = 7+ §A7‘ far vi m(D;) = rjArAgp. Viljer vi sedan ett godtyckligt ¢; sa

att (rj, ;) € D; sa kan riemannsumman skrivas

S AEID) = Yo f(Braras. e

Sedan skall vi forsoka tolka summan i hogerledet. Vi tinker oss ett re-plan, dar 7 och ¢ ar

koordinater i ett ratvinkligt system. _ :
Det ursprungliga omrédet D beskrevs av olikheterna B; <7 < Ry, ¢1 < ¢ < ¢2 . Dessa

olikheter beskriver en rektangel, D' i re-planet, se figur 2.17.

DI
@Y
»2 2 P
e [ -7 7 !
DJ

-

1 i i 1

i 1 § i

1 I 1 i

1 ! I 1

Ry T r4-Ar Ra T

Figur 2.17: Omrédet D' i r¢-planet.

Vi ser ocksd aft varje delomrade D; motsvaras av ett rektangulirt delomrdde D} med
kantlangder Ar och A¢ i re-planet. Tydligen ar alltsd hogerledet i ekvation 2.5 en rie-
mannsumma for f-r 6ver omrédet D’. Av detta foljer slutligen att d3 indelningens finhet
mot 0 kommer denna riemannsumma att konvergera mot

// f(rcosp,rsinp)rdrde .

gar
DI

Denna dubbelintegral kan som vanligt berdknas med upprepad integration. Vi har dirmed
‘ visat féljande sats.
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Sats 2.17 Antag att f(z,y) dr en kontinuerlig funktion. Ldt vidare D vara det
omrdde 1 zy-planet som ges av att

1 <p<¢ , Ri<r<R,.

//fdA = //f-rdrdgo:
D D!

¢2 Ry

/ f(rcosp,rsinp)rdrde =
é1 Ry
Ry ¢2

/ f(rcosp,rsinp)rdpdr .

Ry ¢

Da galler

Il

Observera att det dyker upp ett 7 vid Svergingen till polara koordinater. For areaelementet

galler formellt att
dA=dzdy=rdrde.

Exempel 2.18 L3t D vara triangeln med hérn i bunkterna (0,0) , (1,0) och
(1,1). Beskriv D mha polira koordinater.

Losning: Vi ser direkt att ¢ skall uppfylla olikheterna 0 < ¢ < — T och att 7 skall

variera mellan 0 och ett virde R() som bestams av linjen genom (1,0) och (1,1),
se figur 2.18. :

1(1,1)

(0,0) o (L,o) T
. Figur 2.18: Triangeln med hérn i (0,0) ; (1,0) och (1,1).

Linjen genom (1,0) och (1,1) har ekvationen z = 1 och satter viin z = rcose

far vi att 7 = v Triangeln beskrivs alltsd av olikheterna
8

0<r< 1 .
cos

0<p<

IS
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-T exemplet ovan sdg vi att r inte varierade mellan tv3 konstanta granser. Vill vi integrera
en funktion 6ver detta omrade ir alltsd inte sats 2.17 tillimpbar. Daremot galler f6ljande

modifiering av denna sats.

Sats 2.19 Ldt D vara det omrdde i zy-planet, som i poléra koordinater definieras
av ¢y < @ < g2, Ri(p) <7 < Ry(y) . Da giller
é2 Ra(v)
// fz,y)dedy = / / f(rcose,rsin)rdrde .
D #1 Ri(y)

Exempel 2.20 Berikna // \/2% + y?da dy , dir D ir cirkelskivan
D

(z-1)24+y*<1.

Losning:

Figur 2.19: Cirkelskivan (z — 1)* + 3% < 1.

I polira koordinater blir cirkelns ekvation
(reosp—1)2 4 (rsing)? =1
som efter forenkling blir r = 2cos¢. Ur figuren ser vi sdlunda att omrddet

beskrivs av att

_g_S(’pS-;—r- , 0<r<2cos9p.
Av sats 2.19 foljer da att
“2”: 2cos
//\/:vz—{—y?d/l = / rirdrde =
5 3
H 37 2c08¢ T 5
= / U dcp:~8-/0083<,9d(,9:
31, - 3

e

9

(1 — sin® (p) cos pdp = —i- [sin - sm3 (’0} =

Il
| wi o
Wl = ol




ey
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Anm. 2.21 Om integrationsomridet ir en cirkelskiva (eller en del av en sidan)
med medelpunkt i (zg,yo) s& kan det ibland vara limpligt att inféra poldra ko-
ordinater runt medelpunkten (i stillet f6r runt origo), dvs

{ T — Tg = TCOS{
Y— Yo = rsine
Aven i detta fall blir dA = rdrdp. Anvinder vi detta variabelbyte i exempel
2.20 far vi '
2w 1

//\/$2+y2d$dy=//\/1+r2+2rc03(p-rdrdt,o.
D 00

Den integralen klarar vi dock ej av att rékna ut, s& med denna integrand blir inte
detta ndgot bra variabelbyte. :

..,2.3.2 Sfariska koordinater

Vi har i foregdende avsnitt sett att en punkt i planet kan beskrivas m h a avstandet till origo
samt en vinkel (vinkeln med positiva z-axeln). Vill vi gbra en motsvarighet till detta, nar
vi tittar p4 punkter i rummet, behdver vi en vinkel till. Med sfériska koordinater beskrivs
en punkts lige av 7, 6 och ¢ enligt figur 2.20.

}/

4

Z .

(e
" (2,9, 2)
S

® : ATy
z A AN e
xT

Figur 2.20: Sfdriska koordinater.

Ur figuren far vi direkt fram f6ljande koordinatsamband:

z =rsinfcosy , r>0
y=rsinfsine , 0L«
z=rcosf , 0<p<2r
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L3t Q vara ett omrade i tummet. Om vi delar upp Qi delomriden pd ett satt som motsvarar
det i figur 2.16 (skir omradet med sfirer med konstant radie, koner med konstant vinkel
9 samt halvplan med konstant vinkel ¢) och tittar pa ett sidant litet delomréde, se figur
2.21, ser vi att volymen av detta blir

m(Q;) ~ r¥sin § Ar A8 Ap .

rAG
0 Ab

(P ~ \\A(p.‘~~ .
\\L\l/ -

Figur 2.21: Volymen av ett delomrade.

1
1
]
1
1
]
i
H
1
3
1
1
1
1
- !
1
1
1
L
1
H
1
]
1
| Bl
[}
t
i

For volymselementet dV galler formellt att
dV = dzdydz = r¥sinfdrdfde .

Med ungefir samma resonemang som i fallet med polira koordinater kan man visa féljande
sats.” ' S

s

Sats 2.22 Antag att f dr kontinuerlig pd det slutna och begransade omrddet 8 "
i rummet. Dd dr -

///fd:rdydz:///f(Tsin()coscp,rsin@sing),?"cosﬂ)TQSianrdOd(p
Q Qf

dir Q' dr det omrdde i ett rdtvinkligt rﬁgé-system som svarar mot omrddet 0 1
zyz-systemet. ‘ , D e .
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///:z;zd:vdydz
Q

diirQ:{(m,y,z):z2+y2+z2_<_1} .

Lésning: Vi infor sfariska koordinater och far att z% + y2 +22=r2<1 ,dvs
vifiromradet 0<r<1,0<8<n,0<L¢p<2r ,samt volymselementet
dzdydz = dV = r?sin 0 drdf dp . Ur detta fis alltsd att

///:B2d.'z:dydz
Q

Exempel 2.23 Berdkna

»

s

T 1
//rzsinzﬁcosch'r2sin6_d7jd€d<p:
00

I
S o
Y

il
—
—
- O\H

74(1 — cos® §)sin 6 (}_iﬁ;j}f) drdfde =

60339}W [go sinZ(p]Z”_
0

i
— ©
o 3

]

(o]

o

w

=Y

+
w

o L2 4

(AR

>

2.3.3 Allmanna variabelbyten

Vi skall avsluta kapitlet om multipelintegraler med att titta nigot pé allminna variabel-
byten. Detta avsnitt ingar j i matematik-kursen och.dessutom innehaller det en del mate-
matiska begrepp som vi dnnu ej berért. Det &r ofrénkomligt att begreppet determinant
dyker upp d& vi skall genomféra allméanna variabelbyten. Eftersom detta begrepp tas upp
forst nar vi liser algebra under véren, kan det vara lampligt att vinta ett tag med detta
avsnitt. For att den nyfikne redan nu skall kunna utfora kalkylen bérjar vi dock med att
tala om hur man beriknar dessa determinanter. En allmin 2 X 2-determinant har utseendet

a b
c d

=ad - bc.

och determinantens varde ar .
a b

c d

Antag nu att f(z,y) it kontinuerlig pd det slutna och begransade omradet D. Antag vidare
att Tunktionerna z = z(u,v) och y = y(u,v) ger en omvéndbar avbildning av en sluten och
begrinsad mingd D' pd D, dvs att varje punkt (z,y) &r bilden av precis en punkt (u,v) 1
D' och varje punkt i D' ger en punkt i D. Antag aven att funktionerna z(u,v) och y(u,v)
har kontinuerliga partiella derivator i D'. Vi definierar da funktionaldeterminanten som

cwwed(z,y) _ du 0v
d(u, ’U) By 'ay

ou Ov
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D4 galler foljande sats.
Sats 2.24 (Variabelbyte 1 dubbelintegral)

Om villkoren ovan dr uppfyllda och om ‘;lga:,y; #0 i D! sddr
U,V

[[ semydndy= [ [ @), 5000)

D D!

d(z,y)
d(u,v)' dudv .

Vi kan alltid ta och jimfora med hur det ser ut i enkelintegraler. Dér har vi att

b B
[ f@yis = [ £ @)=

d& vi gor variabelbytet 2 = z(t) (z(e) = a , z(8) = b) . Vid variabelbyte i dubbelintegraler
d(z,y)
. : d(u,v)
det dyker upp ett beloppstecken d& vi byter variabler i dubbelintegraler.
Nigot bevis av satsen kan det inte bli tal om hir, det blir for besvarligt. Den som ar
intresserad av att se ett bevis kan alltid titta i {10] , men beviset &r rdtt kringligt.

kommer allts det som i enkelintegraler blev z’(t) att i stillet bli l Observera att

Exempel 2.25 Berékr}’a

//(a:2+y2)dmdy , dérD:{(z,y):(z—1)2+y2§ 1} .
D

Lésning: Vi infér poldra koordinater (7, ¢) genor.n det vanliga sambandet

T =T7Ccosp
y = rsine

Funktionaldeterminanten blir

_ Oz Oz
d(z,y) _ or O

dre) | oy oy |
ar Op

= rcosch—i—rsinzc,o: 7

cos —Tsing
sing TcCose

" och eftersom 7 > 0 fir vi, pd samma sdtt som i"é'xem’pel 2.20, .

’ /2 2cose
//(z2+y2)da:dy = //T2~Tde50= / / r3drdp =
D D’ —xf2 0O
/2 /2

= / 4cos4<pd<p=8/cos4tpdgo=
-7 ]2 0
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" 20\ 2
Sy

wf2
2 / (1+ 2cos2¢p + cos? 2(,9) dp =

il

i

i

/2
2/<1+2c052@+w>d ~§-—7£
, 2 2

Exempel 2.26 Beridkna // arctan(z — y)dzdy , dir D ar en kvadrat med
D .

tva motsatta horn i origo och (1,0).

Losning;:

z+y=0

Figur 2.22: Kvadrat med hém i (0,0) , (0.5,0.5), (1,0) och (0.5,-0.5) .

Om vi infér de nya variablerna
U=z-y
v=xz+y "’
s& begrinsas kvadratytan av linjerna u = 0,u=1,v=00chv=1.

Loser.vi ut z och y ur sambandet ovan far vi

u+v

2
_'U—-U

T =

vilket ger funktionaldeterminanten

d(z,y) _
d(u,v) ~

._2.,

I

/2 1/2 l
~1/2 1/2

o

oy
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wr Saledes blir

// arctan(z — y)dz dy =
D

1
2

o .

1

O/a,rcta,nu . %dvdu =
1
3T
T

-1l ()] =5

1
/ arctan u du =
0

I\DI)—-\

[uarctan ulp

N

00|=l
M&Iv—l
»-P-Ir-—l

O

Tittar vi sedan pa variabelbyten i trippelintegraler ser sambandet ut som i dubbelinte-
gralerna, forstds med de naturliga modifieringarna.

Sats 2.27 Antag att foljande villkor dr uppfyllda:

" 1. Funktionen f(z,y,2) dr kontinuerlig pd den slutna och begrdnsade mdngden

2. Funktionerna z = z(u,v,w) , ¥y = y(u,v,w) och z = z(u v,Ww) ger en
omuéindbar avbildning av en sluten och begrinsad mdngd Q' pd Q.

3. Funktionerna z(u,v,w) , y(u,v,w) och z(u,v,w) har kontinuerliga partiella

derivator och funktionaldeterminanten ——(—-—’—y—r—) £0 iQ .

Da ar
///f(x’yvz)dﬂvdydz:
d(z,y,2

///f(rc(u v, w),y(u, v, w), 2(u, v, w))ld( o) dﬁdvclw :

Funktionaldeterminanten definieras hir som

Oz Oz Oz
du Ov dw
dz,g,z) |8 W 0¥
WZ Ou Ov Ow
0z 0z 0z
du v Ow

—~

och en allman 3 X 3-determinant berdknas pé foljande satt:

Q@ AR
= 0o o
T

= aei+ bfg+ cdh — ceg —afh —bdi .

R ST
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2.4 Ovningsuppgifter
2.1 Berdkna // f(z,y)dzdy dir D ar det omrade som ligger mellan linjerna z = 1,

D
z=4,y==zochy=3z,da
T

2) f(,y)=2  b) f(z9)= °.

2.2 Berdkna //(z +2y)dz dy d3 D ir den begransade méngd som begransas av linjerna

D
t=0,y=0o0ochz+y=2

2.3 Berikna volymen av den kropp som ligger under ytan z = zy? och ovanfor triangelski-
vanz <1,y<l,z4+y2>1

2.4 1at D vara det omrade som definieras avy > 0, z < loch y < = Beridkna

a) //(1+ z+y) *dedy b) // e~" Y dz dy c)// VI +ydzdy -
D 5 S

2.5 Lat D vara fyrhérningeh med hérn i (1,0 , (2,0) , (0,1) och (0,2). Berdkna

// EVdzdy .
D
-

2.6 Berdkna // z +y?dzdy , dir D definieras av0<z<y?,0<y<1.

2
2.7 Berdkna / / }'_2 dzdy dar D ir det begrinsade omrdde som begransas av linjerna
z

D
y = ¢ och z = 2 samt kurvan zy = 1.

2.8 Berakna
1

1/ 3 1
a.)/ ‘/e”gdz dy b)/ /e”/ydy dz .
0

T

2.9 Berikna volymen av den kropp som ligger mellan ytan z = zy och zy- planet och som
begréinsas av planet y = z och ytan y = z?

2.10 Berakna, volymen av den kropp som ligger under ytan z = V9 — z — y och over det
rektanguldra omrade i zy-planet som bestams av 0<z<1,0<y<L2.

2.11 Omrddet D ar det begrinsade omrade som ligger mellan kurvorna y = z +1 och
y = 22 — 2z + 1 . Berikna omradets area.

2.12 Berikna volymen av den kropp som begransas av
a)ytornaz—v:c ochz—4-m2—y :
b) cylindern z? + y? = 25, planet z + y 4+ z = 8 och zy- planet

c) den elhptlska parabolmden z = m + 4y , cylindern z2 + 4y* = 4 och zy-planet.
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2.13 Berdkna
///(m+y+z)d:vdydz
Q

dir Q ar den kub som definieras av 0 <z, y, 2 < 1.

///mdmdydz,
Q

dar Q definferas av 0<2<1,0<y<1-z och 2y§z§1+y2.

/// w2y dr dydz ,
Q

dir Q ar den kub som definjeras av 0 <z, y, 2< 1.

///zyzda:dydz,
Q

dar Q ir den del av enhetsklotet som ligger i férsta oktanten.

g 1
d
/Q//(lererJrZ)?’ zdydz,

dsr O &r tetraedern med hérni (0,0,0), (1,0,0)., (0,1,0) och (0,0,1).

2.14 Berdkna

2.15 Berdkna

2.16 Beridkna

2.17 Berakna

2.18 Berdkna
a) //a:(a;2+y2)da:dy , dar D:{(z,y):lgaz2+y2§4, yga:}.
D

b) //a:zyd:vdy , dar _D:{(m,y):x2+y2§1 ,y>0, xSO} .
D
2.19 Berikna / / (22 - )™V dady , dix D = {(z,4) s> + 47 < 1, [yl Sz} .
5 ,
2.20 Beridkna // zyde dy , dir D ir cirkelskivan (z — 224+ (y+1)<2.
D S

2.21 Berakna // |z +y|ldzdy ,ddar D = {(:v,y) I 1} .
;o .

. . gy T T
2.22 Genom en it cirkuldr kon med basradien 2g och toppvinkeln 5 borras parallellt med
axeln ett cirkelrunt hal. Halets tvirsnitt i konens basyta har en av dennas radier till
diameter. Berikna konens aterstaende volym.
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2.23 Berikna volymen av den begrénsade kropp som begrinsas av

a) paraboloiden z = 22+ y% och planet z =9 .

b) paraboloiden z = 2 —g? - y? och konen z = y/z? + y? .
¢) cylindern z = 4 — y* och den elliptiska paraboloiden z = 2z% + % .
d) planet z = 2z + 2y — 1 och paraboloiden z = TN

2.24 Berikna volymen av ett klot med radie R.
2.25 Berakna volymen av en kon med cirkﬁlélrt tvarsnitt.

2.26 Berikna volymen av det omrade som begrinsas av paraboloiden z = 2% 4 y* och
planet 3z + 2y +2=2.

2.27 a) En skél har invindigt formen av en halvsfir med radie R. Skilen fylls med vatten
till hojden b (h < R). Hur mycket vatten innehéller skalen?

b) Vid vilken hojd blir skilen halvfylld?

2.28 En pyramid har héra i (£1,0,0), (0,£1,0) och (0,0,1). Med z-axeln som centrum

borras ett cylindriskt hal med radien 5 Berakna den aterstiende volymen.

F ///(z2+y2~z2)dmdydz,
Q

dirQ:{(m,y;z):$2+y2+z2§4, zZO}.

///\/z2+y2+zzd:cdydz,
Q

dirQ:{(m,y,z):\/zz—{—yzSz,z2+y2+z2_<_1}.

2.31 En sfir med radie a gir genom medelpunkten av en sfdr med radien b , a > b. Bestam
volymen av det omrade som ligger innanfér sfiren med radien @ och utanfér sfiren

med radien b. "

2.29 Berikna

2.30 Berdkna

2.32 Bestam volymen av den kropp som Begrénsas av cylindern 9z2 +4y® = 36 och planen
t+y+2z=100chz+y—2z=10. :

2.33 Det gemensamma omrade som ligger innanfor sfiren 2 + e I 2% = 4 och ovanfér
konen z2 =3 (xz + yz) , z > 0, liknar en glasstrut. Berdkna dess volym.

2.34 Berikna

o ~ dz dyd

déler = {(z,%z) ral 4yt 42t < R-2} .

T o
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2.35 Beridkna //yda:dy,diirD={(:z;,y):0_<_a:—2y§2, —1<z4+y<1}
D

2.36 Berikna // eW=2)/(v+2) gy dy . dir D ar triangeln med horn i (0,0), (4,0) och (2,2).
D

2.37 Berdkna // e“Vdzdy , dir D = {(z,y): |z|+|y| £ 1}.
D

2.38 Rakna uppgift 2.12c genom att
a) byta till poldra koordinater.

,

b) gora nagot annat lampligt va,riabelbyte'.

1 1 .
2.39 Rakna uppgift 2.32 genom att utfora variabelbytet z = §r cosp , y == T sing .

2.40 Berdkna // zidzdy,dir D = {(x,y) 2?4+ 4y? <1, |yl < :z;} .
D

. dz dy i 2 2 "
2.41 Berik // dir D ={(5,9): 1< (v +29)2 + 492 <4} .
erikna | N T LTS ar {(z y): 1< (z+2y)° + 4y }

2.42 Rikna uppgift 2.5 genom att géra variabelbytet = =s ,r+y=t.
P

2.43 Visa att funktionaldeterminanten, vid byte till sfiriska koordinater, blir r?sind .

2 2 2
2.44 Berikna volymen av ellipsoiden %2- + %5 + 2—2 < 1 genom att gora ett limpligt
¢

variabelbyte.

P St ke 3
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Facit

2.18

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

2.30

2.31°

2.32

2.34

2.35

-1
51{[2—-'—'

3\

1
48

5

16

31v2 1
@) 5 b) 35
(el/2 _ e“1/2)2

4

—47
42
3

6r + 32
9
81w §7_r

4n R3
3

TR*H

(LS

441w
32

napier 4

2.1 a)30 b)

2.2 4

2.3 0.15 -

2
2.4 a)lnﬁ(:7§> b) —
2.5 % .
22 ~1
6

21
64

2.6

2.7

2.8 a)

2.9 —

dar R ar basradien och H &ar héjden

a) Th? (R - %) b) h ~ 0.3473 R (numerisk kalkyl nédvéndig)

™
-3
4
15
2 (- 7)
2\~ V2

7 (1608 —sp 4+ 22
12(160, 8b° + a)

JE

120w

2

47 RS
9
4

9

2.36

2.37

2.39

2.40

2.41

2.44

2.11 g
) 2
2.12 a)4rv2  b) 2007
3
2.13 =
2
1
2.14 —
10
5
2.15 8-— 'é‘
41-e1) S
2sinhl =e— 1
e
1207
L + 1 arctané -
20 8
(V3 A)
4rabe
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