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1. Vi har A = {1,2,3,4,5} och B = {# € A | z dr ett udda tal} = {1,3,5} som
delméngder i U = {1,2,3,4,5,6,7}.

a) Vifarda ANB = {6,7}N{1,3,5} = 0. Tomma miingden innehaller inga element
sa den enda delméngden till den &r just 0.

b) BNA=1{2,4,6,71N{1,2,3,4,5} = {2,4}.
Denna méngd har delméngderna 0, {2}, {4}, {2, 4}.

¢) D& U har 7 element har den 27 = 128 delméingder, men inte alla dessa har B =
{1,3,5} som delmingd. De aktuella delméngderna maste innehalla elementen
1, 3 och 5. De element som kan viljas till d4r da 2, 4, 6 eller 7. For vardera
av dessa fyra element kan vi védlja om de ska vara med eller inte med. Det
ger totalt 2% = 16 olika delmingder till &/ som har B som delmingd, enligt
multiplikationsprincipen.

Svar: a) AN B = () som bara har delimngden ().
b) BN A = {2,4} som har delmiingderna 0, {2}, {4}, {2, 4}.
c¢) Det finns 16 delméngder till & som har B som delméngd.

2. a) Vi ser i grafen att noderna a, ¢ och d har gradtal
4 och att noderna b och e har gradtal 3. Enligt
sats finns det en sluten eulervig precis da samtliga
noder har jimna gradtal och en 6ppen eulervig da
precis tva noder har udda gradtal. Alltsa finns det
i denna graf ingen sluten eulervig, men en Gppen
eulerviig da precis b och e har udda gradtal, 6vriga
jadmna. Ett exempel pa en 6ppen eulervig &r:

b—c—d—e—a—-b—d—a—c—e.

b) I grafen ovan visas kostnaderna for respektive bage i tusentals kronor. Vi viljer
att anvinda Kruskals algoritm och startar med noderna utan bagar. Da vi har 5
noder behdvs 4 bagar, enligt satsen om trid. Vi gér nu valen enligt algoritmen:
Billigaste bagen &r b — ¢ med kostnad 1, som véljs.
Nésta billigaste bage dr b — d med kostnad 2, som
viljs da cykel ej bildas.

Nésta billigaste bage dr ¢ — d med kostnad 4, som
ej viljs da cykel bildas med de tidigare bagarna.
Nésta billigaste bage dr d — e med kostnad 4, som
viljs da cykel ej bildas.

Nésta billigaste bage dr a — d med kostnad 5, som
viljs da cykel ej bildas.

Da fyra bagarna nu valts har vi ett minimalt spannande trad, enligt Kruskals
algoritm. Kostnaden blir 1 +2 4+ 4 + 5 = 12, alltsa 12 000 kronor.

Var god vind!



3.

Svar:

a) Det finns en 6ppen eulervig, men ej en sluten. Se exempel och motivering ovan.
b) Det billigaste nitverket kostar 12 000 kr och ser ut som ovan.

a)

Bestédm antalet olika 3-siffriga tal som kan bildas med siffrorna 250115.

Vi har fyra olika siffror, 2,5,0,1 samt dubbelt av 1 och 5, totalt sex siffror. For
att hantera de siffror som har dubbletter delar vi upp i fall:

1.) Hogst en av varje siffra.
Forsta platsen kan véljas pa 4 séitt, ndsta pa 3 och nésta 2, vilket ger 4-3-2 = 24
olika tal, enligt multiplikationsprincipen.

2.) Tva 5:or, hogst en av évriga.

3.2
Placera forst ut 5:orna pa 2 av 3 platser, det kan goras pa (3) =51 3 sétt.
Den sista platsen kan véljas bland de 6vriga 3 siffrorna (0,1 eller 2), vilket ger 3

sitt. Totalt fas alltsa 3 - 3 = 9 olika tal, enligt multiplikationsprincipen.

3.) Tva l:or, hogst en av évriga.
Detta kan beréiknas pa samma sétt som i fall 2, med skillnaden att 5:orna ersétts
med 1:or, sa dven hir fas 9 olika tal.

Totalt fas da 24 + 9 + 9 = 42 olika 3-siffriga tal med de givna siffrorna, enligt
additionsprincipen.

Hur manga olika 4-siffriga tal kan bildas med siffrorna 20250115 ?

Vi har fyra olika siffror, men nu dubbelt av alla fyra. Det ger foljande fallupp-
delning:

1.) Hogst en av varje siffra.
De fyra platserna kan véljas pa 4, 3, 2 1 sdtt som ovan. Multiplikationsprincipen
ger 4-3-2-1 =24 olika tal.

2.) Dubbelt av en siffra, hogst en av de 6vriga.
Vilj forst vilken siffra som ska forekomma i dubblett, detta kan goras pa 4 sétt.

4-3 .

sedan de aterstaende tva platserna med tal fran dvriga 3 siffror. Detta kan goras
pa 3 -2 sétt. Totalt fas da: 4-6-3 -2 =24 -6 = 144 olika tal, enligt multiplika-
tionsprincipen.

3.) Dubbelt av tva siffror.

Vi viljer tva av de fyra mojliga siffror, vilket kan goras pa (;1) sitt. Vilj sedan

Vilj sedan platser for dubbletten, detta kan goras pa (;1) =

platser for den forsta av dessa tva siffror, detta kan goras pa (3) sitt. Den andra

siffran far da de tva aterstaende platserna, sa detta kan bara goras pa ett sétt.
4-3 4-3
Totalt fas i detta fall: (;L) . (;1) =51 51" 6 -6 = 36 olika tal.

Sammanlagt fran fallen fas da 24 + 144 4+ 36 = 204 olika 4-siffriga tal, enligt
additionsprincipen.

Svar: a) Vi kan bilda 42 olika 3-siffriga tal med givna siffror.

b) Vi kan bilda 204 olika 4-siffriga tal med givna siffror.



4. Vid en forestillning med Lundby Kulturférening blev

5.

intdkten 7000 kr. Biljettpriset var 75:- for vuxen och
40:- for barn. Om vi sétter antalet vuxna som kom till
x och antalet barn som kom till y sd kan vi uttrycka
intdkten for antalet betalande som: 75z + 40y = 7000.

Vi ser att koefficienterna ar delbara med 5 och om vi forkortar med denna faktor far
vi foljande diofantiska ekvation att 16sa:

152 + 8y = 1400

Euklides algoritm fér 15 och 8 ger oss:

15=1-84+7 Det ger oss sgd(15,8) = 1 och da 1 delar 1400 finns det
8=1-7+1 16sningar enligt sats. Euklides algoritm baklénges ger oss en
7T=7-1 forsta 16sning:

1=8-17=8-1-(15-1-8)=15-(—1)+8-2. Vifar alltsi 15 (~1) + 8 -2 = 1.
Om denna likhet multipliceras med 1400 far vi: 15 - (—1400) + 8 - (2800) = 1400.
Jamfor detta uttryck med ekvationen sa ser vi att en 16sning ar (xo, yo) = (—1400, 2800)

Den allménna 16sningen till den diofantiska ekvationen blir darfér enligt sats:

{ r = —1400 + 8n dér n dr godtyckligt heltal.

y = 2800 — 15n

Da det ska vara fler barn 4n vuxna och da det d&r minst 50 vuxna kan vi sidtta bade
x och y storre én eller lika med 50 och 16sa den dubbla olikheten. Vi far:

z=-1400+8n 250 _ | 8n=>1450 - n> 10 — 181 + 1
y = 2800 — 15n > 50 —15n > —2750 n< 250 =183+ 1

Vi far att n = 182 och n = 183 dr de enda virdena som uppfyller bada olikheterna.

gy, { w=—1400+8-182=56 oo f o=—1400+8- 183 = 64
T y=2800—15-182=70 "7 77 | y=2800—15-183 = 55

Vi ser att i den forsta dr antalet barn fler 4n antalet vuxna, men i den andra dr antalet
vuxna flest. Darmed vet vi att det var 56 vuxna och 70 barn pa forestallningen.

Svar: Den diofantiska ekvationen 75z 4+ 40y = 7000 har den allménna lésningen

{ r = —1400 + &n

y = 2800 — 15n dér n &r godtyckligt heltal.

Det var 56 vuxna och 70 barn pa forestéllningen.
a) Uttrycket nedan antas vara falskt enligt uppgift. Vi visar hur vi kan resonera
oss fram till sanningsvérdet pa parametern s.
(rAg)A=p—pV(=s < q)

1.) Prioriteringsreglerna fér konnektiven gor att det &r implikationen som &r den
sista operationen och dirmed den som &r falsk. Implikationen &r bara falsk da
forledet (r A q) A —p dr sant samtidigt som efterledet p V (—s <> ) &r falskt.



2.) (r Aq) A—p sann gor r sann, ¢ sann och —p sann, da vi har konnektivet ”och”
mellan dessa.

3.) Att pV (—s <> ) ér falsk innebér att p maste vara falsk (vilket stdmmer med
att —p sann ovan) och —s <+ ¢ falsk, da vi har konnektivet ”eller” mellan dessa.

4.) Da ¢ sann fran 2.) sa maste —s vara falsk for att —s <> ¢ ska bli falsk. Darmed

far vi att s 4r sann.

Vi kan visa att foljande slutledning &r korrekt med nagon av de tre metoderna
i kursen; sanningsvardestabell, deduktion eller reduktion. Vi viljer att visa det
med deduktion da det blir kort.

(= -p)A(s—=p)Ag = —s

1.) ¢ Forutsiattning
2.) q— —p Forutsittning
3.) -p 1.), 2.) och modus ponens.
4.) s—p  Forutsittning.
5.) —s 3.), 4.) och modus tollens.

Vi har hérlett slutsatsen —s ur forutsittningarna och slutledningen &dr darmed
korrekt.

Svar: a) Satsparametern s ar sann.

. I en vanlig kortlek med 52 kort finns 4 férger (spa-
der, hjérter, ruter och klover) och i varje fiarg finns
13 valorer (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, knekt, dam,
kung och ess). En hand med 5 kort ger ”tvapar”
om man har tva kort ur en valor och tva kort ur en
annan valor samt ett femte kort ur en tredje valor.
(Bilden utgor ett exempel.)

2)

b) Slutledningen dr korrekt. Se deduktion ovan.

Vi berdknar antalet olika sétt vi kan fa tvapar med fem kort ur en kortlek genom
att successivt vilja valorer och dra kort ur de valda valérerna. Ordningen mellan
valorer och kort spelar ej roll, sa vi ska rdkna kombinationer. Vilj forst valorer
for de tva paren, detta kan goras pa (123) sitt. Dra tva kort ur vardera valor,
detta kan goras pa (g) . (;1) sitt. Vilj nu valor for det femte kortet, det kan goras

pa 11 sétt. Vilj sedan ett kort ur denna valor, vilket kan goras pa 4 sétt.

Totalt kan vi da enligt multiplikationsprincipen skapa en hand med tvapar pa:

Y@@y 11a= 1;:12~;l:i)~;L:?-44:13-63~44:12355201ikasatt.

Hur manga hénder med tvapar innehaller inget kort med ldgre valor &n 77

Valen kan goras som i a)-uppgiften, men med begrénsningen att alla valorer ska
véljas bland valorerna 7,8,9,10, knekt, dam kung, ess, alltsa bland 8 valorer. Det
ger (g) sitt att vilja valorer for tvaparet, samma antal sitt att dra kort som

tidigare, men 6 sitt att vilja valor for tredje kortet. Vi far da:

(g).(g).(g).ﬁ.zl:2:?3:‘1’-;L:i’-24:28-36-24:24192ohkasatt.

Svar: a) Det finns 123 552 olika hénder som ger tvapar.

b) Det finns 24 192 olika hinder som ger tvapar dér inget kort &r ldgre &n 7.

(Valen kan goras i lite olika ordning, t ex kan man vélja 3 valorer direkt och sedan dra kort. Det &r

hir ok att svara med ett uttryck, t ex. produkterna innan de sista svaren, da svaren blir stora.)



7. Avgor for vilket ldgsta virde pa parametern a som foljande likhet kan vara sann. Visa
sedan med hjilp av induktion att likheten géller for alla n > a for detta virde pa a.

zn: 3 _n—2
k:ak(k:—l—l) n+1

Vi kan undersoka genom att vilja olika véarden pa a och se att forsta termen i summan

i vinsterledet blir lika med formeln, med n som det aktuella a-virdet. Om vi t ex
1
. o 3 3 3 -1
Sattera:l00hn:1faSVL1:k§1k(kz+1) =13 ziochHle? .

Likheten stdmmer alltsa inte for a = 1.

3 1 0
For a = 2 och n = 2 fas pa motsvarande sétt VL = 3.3= % och HL, = 3= 0 sa

det ger ej likhet, men f6r a = 3 och n = 3 fas:

3 3 1 1

3
Ls = =2 — - ochHLy = - .
VLs ;k(kﬂ) 3.4 4797

Summan i vénsterledet for a = 3 med bara forsta termen medtagen ger alltsa samma
vérde som formeln i hogerledet med n = 3 insatt. Vi visar nu att likheten géller, for
a = 3 och for alla n > 3, med hjélp av induktion.

zn: 3 n—2
kigk(k+1) n+1

1.) Basfallet &r redovisat ovan for a = 3 och n = 3. Bade vénsterled och hogerled ger
0sS i och likheten ovan géller alltsa for dessa vérden.

P
3 p—2
2.) Antag att likheten ovan géller for ett visst n = p, d v s att = .
) Antag van 8 v b eV kzs k(k+1) p+1
p+1 3 p—1
Visa att likheten da ocksa géller for n =p+ 1, d v s att = .
& b ;23 k(k+1) p+2

p+1

RSN Tt o
VLp+1_§::k(k+1)_Zk(k+1)+(p+1)p+2)_p+1+(P+1>(P+2)

k=3 k=3 (

_(-2)+2)+3 _ p-1 _ (p+tl-1) _p-1_
= = = = = HLp41.

P+1D(p+2) p+D+2) (+1P+2) p+2
Vid 3:e likhetstecknet utnyttjas induktionsantagandet ovan.
Vi har visat att om VL, =HL, sa &r VL,+; =HLj,; .

- 3 n—2

1.) och 2.) visar tillsammans att likheten kz_g K+ 1) =TI géller for alla n > 3,

enligt induktionsprincipen.

Svar: For a = 3 géller likheten f6r alla n > 3. Se bevis ovan.



