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1. a) Grafen har ej nagon hamiltoncykel. Varje slu- h
ten viig som besoker alla noder maste passera
noden i flera ganger for att komma fran ett a
”blomblad” till nista. Detta gor att nagon f
hamiltoncykel ej existerar.

b) Enligt sats finns en 6ppen eulervig om precis b e
tva noder har udda gradtal och en sluten eu-
lervag om samtliga noder har jamnt gradtal. I

denna graf har alla noder jamnt gradtal (i har c d
gradtal 8, alla 6vriga har gradtal 2), sa déarfor

finns ingen 6ppen eulervig, men en sluten eu- h g
lervig. Ett exempel pa en sluten eulervig ar
a—b—i—c—d—i—e—f—i—g—h—i—a. a f

c¢) Det finns manga sétt att skapa ett spAnnande
trid till grafen (en sammanhéngande delgraf
som innehaller alla noder och ar cykelfri). Ett
exempel dr det som visas till hoger dar de
yttre bagarna pa ”blombladen” tagits bort. c d

Svar: a) Grafen har ingen hamiltoncykel. Se motivering ovan.
b) Grafen har sluten eulervig, men ej 6ppen. Se motivering och exempel ovan.
c¢) Exempel pa spannande trad ges i bilden ovan.

2. a) Vi bestdmmer storsta gemensamma delare for talen 1260 och 3000 med hjilp av
euklides algoritm.

Euklides algoritm ger:

3000 = 2-1260 4 480 Vi far alltsa att sgd (3000, 1260) = 60.
1260 = 2-480 4 300
480 = 300+ 180
300 = 180+ 120
120 + 60
120 = 2-60

b) Ange samtliga l6sningar till den diofantiska ekvationen 6000z + 2520y = 600.
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Om vi delar alla koefficienter med 2 far vi ekvationen 30002 + 1260y = 300. Da
vi har sgd (3000, 1260) = 60 och 60| 300 sa har ekvationen losningar enligt sats.
Vi forkortar med 60 och far ekvationen: 50x + 21y = 5.
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Vi l6ser nu ekvationen 50z + 21y = 5. Euklides algoritm ger:
50 = 2-21+8

21 = 2845
8§ = 543 Vi far alltsa att sgd(50,21) = 1 och da
5 = 3+2 1|5 finns losningar enligt sats.
3 = 2+1
2 = 21

Vi bestdammer en forsta 16sning till ekvationen genom att nysta upp euklides
baklinges och darigenom uttrycka 11 21 och 50. Vi far:
1=3-2=3-(5-3)=2-3-5=2-(8-5)—5=2-8-3-5=2-8—3-(21-2-8) =.

—8.8-3.21=8-(50-2-21)—3-21 =850 — 19 2.

Vi har alltsa
50 - 8 + 21(—19) = 1. Vi forlinger med 5 och far 50 - 40 4+ 21(—95) = 5.

En forsta 16sning dr darmed (z9,yo) = (40, —95) och samtliga l6sningar ges da

r=40—-21-n

y=—-95+50-n dér n &r ett godtyckligt heltal.

enligt sats av: {

Svar: a) Storsta gemensamma delaren till 1260 och 3000 &r 60.

a) En arbetsgrupp ska utses, bestaende av en

b) Samtliga 16sningar till den diofantiska ekvationen &r:

{:L":40—21-n

Ar n & kligt heltal.
Y= —05+50n dar n ar ett godtyckligt helta

projektledare, en ekonomiansvarig samt yt-
terligare tva gruppmedlemmar som inte ges
nagon sérskild roll. Det finns 8 personer pa
arbetsplatsen som alla kan viljas till arbets-
gruppen. Vi bestimmer hur manga olika sétt
arbetsgruppen da kan sittas samman:

Utan nagra restriktioner finns det 8 séitt att vélja projektledare, déarefter finns
det 7 sétt att vilja ekonomiansvarig. De aterstaende tva personerna viljs bland
6 st utan inbordes ordning, da dessa inte ges sérskilda roller i arbetsgruppen.
Detta kan darmed goras pa (g) = % = 15 sétt. Multiplikationsprincipen ger
da totalt: 8- 7-15 = 56 - 15 = 840 olika arbetsgrupper.

Med 5 kvinnor och 3 mén och kravet att en kvinna ska vara projektledare, kan
projektledaren istéllet viljas pa 5 sétt, men den ekonomiansvarige kan fortaf-
rande viljas bland de aterstaende 7 personerna och de sista tva kan som tidigare
viljas pa (g) = 15 sétt. Multiplikationsprincipen ger da 5-7-15 = 3515 = 525
sitt att bilda arbetsgruppen pa.

Med samma villkor som i b), men dér vi ocksa lagger till kravet att arbetsgruppen
ska innehéalla precis en man kan vi dela upp problemet pa foljande sétt. Vi véljer
forst en kvinna som projektledare, vilket kan goras pa 5 sitt. Sedan véljer vi ut
en av de tre ménnen, vilket kan goras pa 3 sétt. Vi viljer ocksa ut ytterligare
tva kvinnor bland de aterstaende 4 utan inbérdes ordning, vilket kan goras pa
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(3) sétt. Bland den valda mannen och de tva kvinnorna kan nu ekonomiansvarig
véaljas pa 3 sitt. Totalt ger multiplikationsprincipen att arbetsgruppen kan séttas
samman pa 5-3- (5) -3 =15-23.3=15.6-3 = 270 olika siitt.

[Ett alternativ till ovan &r att dela upp i tva fall, ett dir mannen &r ekonomiansvarig
(ger 5-3- (3) = 90) och ett dér han &r en 6vrig medlem i gruppen (ger 5-4-3-3 = 180.
De sista tva 3:orna hiar kommer fran att vilja en av 3 mén och en av 3 kvinnor till

ovriga medlemmar.). 90 4+ 180 = 270.]

Svar: Arbetsgruppen kan utifran de olika villkoren utses pa:

a) 840 sdtt b) 525 sdtt c¢) 270 sétt.

4. Vi ger ett konkret motexempel med 3 element i grundméngden for likheten i a) och

O.

ger ett bevis for att likheten i b) géller.

a) (C\A)UB=(BUC)\ A

Undersokning visar att likheten inte géller. Lat dérfor A = {a}, B = {a, b} och
C = {a,c} samt U = {a,b,c}. Med dessa méngder far vi:

VL= (C\A)UB = ({a,c}\{a})U{a, b} = ({a,c}\{b, c})U{a, b} = {a}U{a, b} =
= {a,b}.

HL= (BUC)\ A= ({a,b} U{a,c}) \{a} = {a,b,c} \ {a} = {b,c}.

Da VL och HL ger olika méngder i exemplet ovan géller inte likheten for alla
méngder A, B och C.

b) (ANB)\C = A\ (BUC)

Vi anvédnder ett numrerat venndiagram och
gar igenom operationerna i vénsterled och
hogerled var for sig och ser vilka omraden de
svarar mot.

VL: HL:

A: 1,235 B: 12,46

B: 1,246 C:1,34,7

B: 3,578 BUC:1,2,34,6,7
ANDB:35 A: 1,235
C:1,34,7 HL=A\ (BUC): 5

VL=(ANB)\C: 5

Da VL och HL svarar mot samma omrade i det numrerade venndiagrammet
ovan sa visar det att likheten géller for alla méngder A, B och C.

Svar: Se motexempel for likheten i a) och bevis for likheten i b) ovan.

a) Vi har S; : (g — —-p) Ar och Sz : (=p A1)V (r A q). Vi berdknar san-

ningsvérdestabellerna for bada uttrycken och besvarar sedan fragan huruvida
S1 = 53 eller om Sy = S) eller om inget av uttrycken logiskt implicerar det
andra.
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Sll SQZ
plalr|~g| | ~qg—=>-p|(=g—=-p)Ar | pAT |[TAg | (=pAT)V(rAq)
IT[1][1[0]o0 1 1 0 1 1
1j1]{o0]l 0] o0 1 0 0 0 0
1jof1]1]o0 0 0 0 0 0
1{oflo]1]o0 0 0 0 0 0
0j1[1] 01 1 1 1 1 1
oj1/0] 0|1 1 0 0 0 0
ojo|l1] 1|1 1 1 1 0 1
olojo| 1|1 1 0 0 0 0

Vi ser i sanningvirdestabellen att S; och Se har samma sanningsvirdestabell.
Darfor galler bade S = S5 och So = 57, det vill siga de &r logiskt ekviva-
lenta.

b) Vi visar att slutledningen (p V q) A =g A (p — —r) = —r dr korrekt med hjilp
av deduktion.

1.) pVyg Forutséttning.

2.) —q Forutsattning.

3.) p 1.), 2.) och disjunktiv syllogism.
4.) p— —r Forutsittning.

5) - 3.), 4.) och modus ponens.

Vi har hérlett slutsatsen —r ur forutséttningarna och slutledningen &dr darmed
korrekt.

Svar: a) Vi har visat ovan att S; < S;. Bada uttrycken implicerar varandra.
b) Slutledningen dr korrekt. Se hérledning ovan.

. En talfoljd a,, dar n =1,2,3,... definieras rekursivt av uttrycket

an=2-0n—1+1, n=23,4...
a1:1

Vi berdknar de forsta talen i talfoljden och ser ett monster utifran vilket vi kan foresla
en formel for a,,.

ap = 1

ar=2-1+1=3

a4 =2-7T4+1=15

as=2-15+1 =31

Om vi jamfor denna talfoljd med 2™ sa ser vi att talen 2, 4, 8, 16, 32 &r precis ett
storre, sa en mojlig formel skulle kunna vara a, = 2" — 1.

Vi visar nu att denna formel giller f6r alla n > 1, med hjilp av induktion.

Kalla under beviset talféljden som kommer ur formeln for b, alltsa att b, = 2" — 1
for n > 1. Talfoljden som kommer ur rekursionen betecknar vi fortsatt med a,. Vi
vill alltsa visa att a,, = b,, for alla n > 1.

1.) Visa att rekursionen och formeln ger samma tal for n = 1.

a; =1och by =2 —1=2—1=1. Vi har alltsa att a; = b;.
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7.

2.) Antag att rekursionen overensstimmer med formeln for ett visst n = p, det vill
séga att a, = b,. Visa att da overensstdmmer ocksa talet ur rekursionen med talet
ur formeln for n = p + 1, det vill séga att ap41 = bp41.

Utifran rekursionen och induktionsantagandet kan vi nu visa att:

apr1=2-ap+1=2b,+1=2-(2 - 1) +1=2""1 241 =21 _1=p, 4

Vid forsta likhetstecknet ovan anvands rekursionen och i det andra likhetstecknet
utnyttjas induktionsantagandet. Vi har visat att om a, = by, sa ar ocksa a1 = bp41.

1.) och 2.) ovan visar tillsammans att a,, = 2" — 1 for alla n > 1, enligt induktions-
principen.

Svar: a, = 2™ — 1 for alla n > 1. Se induktionsbevis ovan.

a) Bokstiverna i ordet PASKAFTON omord-
nas sa att olika ”ord” med nio bokstéver bil-
das. Antalet bokstavsféljder som innehéaller
SKAFT kan vi f4 genom att ténka att vi skri-
ver SKAFT pa en lapp samt de 6vriga fyra
bokstdverna pa var sin lapp och sedan om-
ordnar dessa totalt 5 lappar pa alla mojliga
sitt. Det kan da goras pa 5! = 120 olika sétt. Det finns alltsa 120 ”ord” som
innehaller SKAFT. P4 samma siitt kan vi fa antalet ”ord” som innehaller ASKA
genom att skriva ASKA pa en lapp och 6vriga fem bokstéiiver pa var sina lappar.
Dessa totalt 6 lappar kan omordnas pa 6! = 720 sétt. Det finns alltsa 720 ”ord”
som innehaller ASKA.

I de tva rakningarna ovan finns dock ett 6verlapp. De ord som innehéaller bade
SKAFT och ASKA har réknats tva ganger. Orden har dock SKA gemensamt,
sé de ord som innehaller bada maste innehalla ASKAFT. Skriv detta pa en
lapp och de vriga tre bokstéver (P,O,N) pa var sina lappar. Detta ger totalt 4
lappar och dérmed 4! = 24 bokstavsfoljder som innehaller ASKAFT.
Sammanlagt fas da 120 + 720 — 24 = 816 ”ord” som innehaller SKAFT eller
ASKA.

b) Antalet "ord” vi kan bilda som inte innehaller tva vokaler intill varandra kan
fas genom att forst omordna de bokstédver som inte &ar vokaler, det vill siga
PSKFTN. Dessa kan omordnas pa 6! = 720 sétt.

Nar detta dr gjort drar vi isir bokstédverna sa att det skapas en plats mellan varje
bokstav, samt en framfor forsta och en bakom sista bokstaven, pa foljande sétt:
A, A eller O. Om vi viljer plats for en av dem i taget ger multiplikationsprincipen
att detta kan goras pa 7-6-5 = 210 sétt.

Totalt finns alltsa 720-210 = 720-200+720-10 = 144000+ 7200 = 151 200 olika
”ord” som inte innehaller tva vokaler intill varandra, enligt multiplikationsprin-
cipen. (Hér &r det ok att svara med ett uttryck, t ex 720 - 210.)

Svar: a) Det finns 816 ”ord” som innehaller SKAFT eller ASKA.
b) Det finns 720 - 210 = 151200 ”ord” som inte har tva vokaler intill varandra.



