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1. a) Det finns en hamiltoncykel i grafen, till
exempela —b—c—d—e— f —a.

a
b) Enligt sats sa finns det en sluten euler- A
vag precis da alla noder har jamnt grad- b f
e

tal och en Oppen eulervidg bara om pre-

cis tva noder har udda gradtal. I denna

graf har nod a och d grad 2, nod b och

e grad 4 och nod ¢ och f har grad 3. Da c

de tva sista har udda grad finns det alltsa

en Oppen eulervig, men ej en sluten enligt

satsen. Exempel pa en Oppen eulervig ar
f—a-b—f—e—b—c—d—e—c a

o

c) Ett spdnnande trad ar en delgraf till den
ursprungliga grafen som innehaller alla no- b
der och ar ett trad. Det finns manga moj-
ligheter. En mojlighet &r det spidnnande
trad som visas hér intill. Antalet 16v i det-
ta triad ar tva stycken, namligen d och f. c
(Beroende pa vilket spiannande trad man
valjer kan man fa mellan 2 och 4 16v.)

Svar: a) Ja, det finns en hamiltoncykel, t exa —b—c—d—e— f —a.
b) Finns ej sluten eulervig, men en 6ppen enligt motivering ovan.
Ett exempel pa en Oppen eulerviag ér: f —a—b—f—e—b—c—d—e—c.
¢) Se spannande trad ovan. Detta trad har tva 16v, ndmligen d och f.

2. a) Vi kan bestamma SGD(360,1470) med hjélp av Euklides algoritm eller genom
primtalsfaktorisering av talen.

Euklides algoritm ger:

1470 = 4-360+ 30 Den sista resten som inte ar 0 ar den stors-
360 = 12-30 ta gemensamma delaren till talen, s& vi far
SGD(360,1470) = 30.

b) Los den diofantiska ekvationen 360x + 1470y = 21240.

Med resultatet i a) kan vi forkorta denna ekvation med faktorn 30, vilket ger
ekvationen:

122 + 49y = 708

Euklides algoritm for 12 och 49 ger:

49 = 4-12+1 Vi far sgd(12,49) = 1 och da 1]708 sa
12 = 121 finns det losningar enligt sats.

Var god vand!



Vi bestammer en forsta 16sning till ekvationen genom att nysta upp euklides
baklanges och darigenom uttrycka 1 i 12 och 49. Vi far:

1 =49 —4-12. Vi har alltsd 12- (—4) +49 - 1 = 1. Vi forldnger med 708 och far
12 (—4-708) 449 - 708 = 708 < 12-(—2832) 449 - 708 = 708.

En forsta 16sning ar déarmed (xo,y0) = (—2832,708) och samtliga losningar ges
da enligt sats av:

{ T =-2832+49-n

y="T708—12-n ddr n dr ett godtyckligt heltal.

¢) Vi ska bestimma koefficienten for z8-termen i utvecklingen av (z + 1)12.
Binomialsatsen ger:
12 12—k 12
Lo 12 k(1L _ 12 2k—12
£ ) O )
k=0 k=0
En 28-term fas alltsi om 2k — 12 =8 & 2k =20 & k= 10.

Om vi plockar ut termen for £ = 10 ur summan sé far vi:

12 12 1211
( >.x20—12:< >.x8: 28 =611 4% = 662°

10 2 2-1

Svar: a) SGD(360,1470) = 30.

b) Samtliga 16sningar till den diofantiska ekvationen &r:

{ r=—-2832+49-n

y=708—12-n dar n ar ett godtyckligt heltal.

c) Koefficienten for z8-termen #r 66.

3. a) Vivisar att (p A —=¢) V —r inte ar logiskt ekvivalent med (—r — p) — —¢ med
hjalp av en sanningsvéirdestabell:

VL: HL:
pla|r|~qg|pA-g| 1| (PA-QV-r|-r—p|-g|(r—p =g
1[1]1]0 0 0 0 1 0 0
1(1]0] 0 0 1 1 1 0 0
1(o]1] 1 1 0 1 1 1 1
1(o]o] 1 1 1 1 1 1 1
ol1l1] o0 0 0 0 1 0 0
oj1/0] 0 0 1 1 0 0 1
0/0|1] 1 0 0 0 1 1 1
0jlolo0] 1 0 1 1 0 1 1

Vi ser att uttrycken skiljer sig at pa rad 2 och rad 7 i tabellen. D& VL och HL
ej har samma sanningsvardestabell ar de ej logiskt ekvivalenta.

Var god vénd!



b) "Om det regnar si badar vi inte. Om det inte regnar sa ler solen mot oss. Vi
badar. Alltsd ler solen mot 0ss.”

Vi infor foljande satser: p : det regnar, ¢ : vi badar, r : solen ler mot oss.
Med dessa kan vi nu skriva slutledningen som ett satslogiskt uttryck:

== AN(p—=7r)Nqg = T

Vi visar att det ar en korrekt slutsats med hjalp av deduktion.

1. ¢ Forutsattning

2. —=(—g) 1 och dubbel negation.

3. p— —q Forutsattning

4. —p 2, 3 och Modus tollens.
5. —p—r Forutsittning

6. r 4, 5 och Modus ponens.

Vi har hérlett r ur de givna férutsdttningarna. Slutledningen &r alltsa korrekt.

Svar: a) Uttrycken &r ej logiskt ekvivalenta. Se sanningsvirdestabell ovan.
b) Slutledningen &r korrekt. Se uttryck och hérledning ovan.

. Hur manga olika bokstavsfoljder med 7 bok-
staver kan man bilda med bokstéverna i1 ordet

PASKAGG?

D& PASKAGG innehaller 7 bokstéver ska alla bok-
stéver vara med i varje f6ljd. Vi har 6 olika boksté-
ver och dubbelt av G. 7 Bokstéver kan omordnas pa
7! olika sétt, men da tva G byter plats fas samma

|
foljd, varfor vi far dividera med 2. Vi far: 75 = 2520 olika bokstavsfoljder med bok-
staverna i ordet PASKAGG.

Hur ménga av dessa bokstavsfoljder innehéller varken foljden GAS eller foljden SKAP?

Vi kan rikna ut antalet som innehaller GAS genom att téinka att dessa sitter ihop
(star pa en lapp) och ska omordnas med de 6vriga 4 bokstéverna, som alla ar olika. Vi
far 5 objekt som ska omordnas vilket ger 5! = 120 olika bokstavsféljder som innehéller

GAS.

P& samma sitt kan vi berikna antalet som innehaller SKAP genom att sétta ihop
dessa fyra bokstéver och omordna med &vriga 3 bokstdver. Héar har vi dock tva G,
varfor vi maste dividera antalet foljder med 2 for att inte dubbelrédkna samma foljd

41 24
nir G:na byter plats. Vi far 4 objekt att omordna, vilket da ger: 35 = 12 olika

2
foljder som innehaller SKAP.

Da bade GAS och SKAP innehaller bokstaven A inuti orden kan inte bade foljden
GAS och SKAP forekomma samtidigt. Vi kan dérfor fa antalet som varken innehaller

GAS eller SKAP genom att subtrahera antalen av dessa fran det totala antalet ovan,
vilket ger: 2520 — 120 — 12 = 2388.

Svar: Det gar att bilda 2520 olika fljder med samtliga bokstéver i ordet PASKAGG.
Av dessa innehéller 2388 varken GAS eller SKAP.



0.

6.

a)

AN(B\C)=C°N (AN B)

Vi anvénder ett numrerat venndiagram och
gar igenom operationerna i vansterled och ho-
gerled var for sig och ser vilka omraden de
svarar mot.

VL: HL:

A: 1,235 C* 2,5,6,8

B:1,24,6 ANB: 1.2

C:134,7 HL=C*N(ANB): 2

B\ C:26

VL=AN(B\C): 2
D& VL och HL svarar mot samma omrade i det numrerade venndiagrammet ovan
har vi visat att likheten géller for alla méangder A, B och C.
(BCUAHY\C =((A\B)U(B\ 4))ncCe

En understkning visar att vinster- och hogerled ger olika omraden. Vi ger darfor
ett motexempel.

Lat A= B =C ={a} och Y ={a,b,c}. Vi far da:

VL= (B*U AN\ C = ({b,c} U{b,c}) \ {a} = {b,c} \ {a} = {b,c}.
HL= ((A\ B)U (B\ 4)) N C° = (({a} \ {a}) U ({a} \ {a})) N {b,c} =
=0un)n{b,ct=0n{b,c} =0.

D& VL och HL ger olika méngder i exemplet ovan sa géller inte likheten for alla
méngder A, B och C.

Svar: a) Likheten géller for alla méngder A, B och C, se bevis ovan.

a)

b) Likheten géller ej for alla méngder A, B och C, se motexempel ovan.

En godisbutik har 16sgodis i fyra olika sorter. P4 hur manga olika sédtt kan man
képa en godispase med 12 bitar fordelat pa de fyra sorterna? D& det inte spelar
nagon roll i vilken ordning vi véljer godisbitarna &r det en kombination och da
vi far upprepa samma sort flera ganger ar det en kombination med upprepning,
alltsa ett staketproblem. 4 sorter ger 3 staket som ska ges en plats bland totalt
12 4+ 3 = 15 platser. Vi far:

12+3 15 15-14-13
( 3 > <3> 391 5-7-13=5-9 55
Det finns alltsa 455 olika sitt att kombinera 12 godisbitar fordelat pa 4 sorter.

Geléhallon och hallonbatar &r tva av de fyra sorter som finns i butiken. Hur
ménga av pasarna i a) innehaller minst en hallonbat och max fyra geléhallon?

Vi kan forst berdkna de som innehaller minst en hallonbat genom att vélja en
hallonbat och sedan rékna som vi gjorde i a)-uppgiften med de aterstaende 11
bitarna. Det ger:

1143 14\  14-13-12
- =S T 14132 =182 2 = 364
( 3 > <3> 3-2-1

Var god vénd!



Fran dessa ska vi nu dra bort de som innehaller fler &n fyra geléhallon, alltsa
de som innehéaller 5 geléhallon eller fler. Detta kan vi rdkna ut genom att ta
en hallonbat och 5 geléhallon. Aterstéaende 6 godisbitar kan véljas fran alla fyra
sorterna och ger ett nytt staketproblem med 6 bitar och 3 staket. Vi far:

6+3 9 9.8.7
(3°)= () -gag-var=s
Antalet som innehaller minst en hallonbat och max fyra geléhallon blir da:
364 — 84 = 280 stycken.

Svar: a) Det gar att kopa 12 bitar bland de 4 olika sorterna péa 455 olika sétt.
b) 280 av dessa pasar innehaller minst en hallonbat och max 4 geléhallon.

. For vilka naturliga tal n géller att 3| (7" — 2™)?

Vi sétter in n = 0, n = 1 och sa vidare och ser vilka tal som blir delbara med 3.
n=0ger 70 —2°=1—1=0som #r delbart med 3.

n=1ger 7' — 2! =7 -2 =75, som inte ar delbart med 3.

n=2ger 72 — 22 =49 — 4 = 45, som #r delbart med 3.

n =3 ger 7> — 23 = 343 — 8 = 335, som inte #r delbart med 3 (da 333 #r det).

Sa hir langt ser det ut som att 7" — 2" dr delbart med 3 f6r jimna n, men inte ar

delbart med 3 fo6r udda véirden pa n. Vi visar att 3| (7" — 2") for alla jaimna n > 0
med hjalp av induktion.

For att underlitta beviset sitter vi n = 2m och visar att 7™ — 22™ #r delbart med 3
fér alla m > 0, da det annars blir svarare att hantera induktionssteget. Vi utvecklar
ocksa 72™ — 22m — 49™ — 4™ Det ger foljande:

1.) Visa att 3| (49™ — 4™) for startvirde m = 0. Vi far 49° — 4% =1 — 1 = 0, som &r
delbart med 3. Pastaende géller alltsa foér m = 0.

2.) Antag att pastaende géller for nagot m = p, det vill sdga att 3| (497 — 4P).

Visa att da giller ocksa pastaendet for m = p + 1, d v s att: 3]49P+! — 4pH+!

Att 3 delar 49P —4P kan uttryckas som att 497 —4P = 3k, for nagot heltal k. Antagandet
kan uttryckas som att 497 = 3k + 4p for nagot heltal k. Vi utnyttjar detta antagande
i andra likheten nedan och far:

49PHL 4+l — 49 . 497 — 4. 4P = 49(3k +4P) — 4 - 4P =49 -3k +49-4P — 4. 4P =
=493k + 45 - 4P = 3 - (49k + 15 - 4P).

Att vi kan bryta ut en faktor 3 i sista steget och att 49k + 15 - 4P &r ett heltal for
heltal k och p visar att 3 |49P*1 — 4P ynder antagandet att 3 | (49 — 4P).

1.) och 2.) ovan visar att 3| (49™ — 4™) for alla m > 0, vilket 1 sin tur innebér att vi

visat att 3| (7" — 2") for alla jamna vérden pa n.

Svar: Vi har visat att 3| (7" —2") for alla jaimna vérden pa n med hjalp av induktion.

(D& 7 lamnar resten 1 vid division med 3 och 2 lamnar resten (-1) vid division med 3 s& kan man
visa att 7" — 2" lamnar resten 1™ — (—1)", vilket &r 0 for jamna n och alltsa delbart med 3, men blir
1-(-1)=2 fér udda n, vilket inte dr delbart med 3. Darfor 4r jimna virden pa n verkligen alla virden
dar 3] (7" — 2™). Det kravs dock inte i denna uppgift att man visar detta for udda n utan bara att
man visar delbarhet f6r jamna virden pa n med induktion.)



