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Alla hjilpmedel &r tilldtna.
Betygsgrinser 3: minst 8 posing, 4: minst 11.5 poéng, 5: minst 15 poéng (av 18)

(1) Antag att avstind mellan bilar pd en landsvig (i en riktning) kan antas vara
oberoende och exponentialférdelade med vintevirde 100 meter. Tank dig att du
befinner dig i en bil pa denna vig.

(a) Vilken approximativ fordelning (inklusive parametrar) har avstandet till den
femtionde bilen framfor dig? (1p)

(b) Vad #r sannolikheten att avstidndet till den femtionde bilen &r mellan 5 km och
5.2km? (2p)

Ledning: Anvind centrala grénsvirdessatsen.

(2) Antag att andelen bilister som #r alkoholpdverkade en l6rdagskvill &r 0.4%. En
viss typ av alkotest ger utslag i 99% av fallen d testpersonen verkligen &r berusad.
Sannolikheten ar #ven 0.6% att testet ger utslag givet att testpersonen &r nykter.
Polisen stoppar slumpméssigt en bilist en 16rdagskvéll.

(a) Vad #r sanolikhet att alkotestet ger utslag. (1.5p)

(b) Om alkotestet ger utslag, hur stor &r sannolikheten att bilisten verkligen &r
berusad? (1.5p)

(3) Tva bussar med olika destinationer anlinder oberoende och likformigt fordelade
mellan kl. 8.05 och kl. 8.10 pA en viss busshallplats. Bussarna stannar precis tv
minuter innan de aker ivig. Beriikna sannolikheten att det finns ett tidsintervall av
minst 1 minut d& bada bussarna stannar samtidigt ps busshallplatsen. (3p)

(4) T en undersdkning om belysningens effekt p4 den ménskliga férméagan att genomfora
koncentrationskrivande arbetsuppgifter gjordes f6ljande experiment. Nio personer
med normal, men varierande, synféorméga fick som sin uppgift att s snabbt som
mojligt dra en tunn trad genom tio ndlsdgon. Detta gjordes bade mot svart bak-
grund under ligre ljusstyrka och mot vit bakgrund under hégre ljusstyrka. Man
métte tiden att fullborda uppgiften. Resultatet (enhet: sek) blev:

Personnr | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Hogre Lusstyrka | 25.85 28.84 32.05 25.74 20.89 41.05 25.01 24.96 27.47
Légre ljusstyrka | 18.23 20.84 22.96 19.68 19.50 24.98 16.61 16.07 24.59




(6)

Vi antar som modell att observationerna &r oberoende, normalférdelade med samma
varians. Vi antar ocksi att de forviintade tidsskillnaderna &r desamma (= A) for
varje person.

(a) Ange det generella (tvasidiga) konfidensintervallet for vintevirdet A av differ-
ensen av parvisa mitningar. (1p)
(b) Gor ett 99.9% :igt tvasidigt konfidensintervall for denna skillnad A. (1.5p)

(c) Far man hivda att det finns en statistiskt sékerstélld skillnad mellan de bada
métningarna pi konfidensniva 99.9%? (0.5p)

De tva simsta segertiderna pd Stockholm Marathon har registrerats under de var-
maste dagarna (1982 och 2007). I nedanstiende tabell finns temperatur och segerrtid
(i minuter) till och med 2008.

Ar | Temp | Tid | Ar | Temp| Tid
1979 | 19 | 137.58 | 1994 | 17 | 134.10
1980 | 17 |135.82 || 1995 | 17 |134.48
1981 | 19 |133.43 | 1996 | 17 | 135.08
1982 | 31 |139.33 | 1997 | 26 | 137.37
1983 | 15 | 131.62 | 1998 | 19 |136.20
1084 | 19 |133.78 || 1999 | 23 | 134.87
1985 | 22 |137.30 | 2000 | 16 | 138.82
1986 | 11 |132.55 | 2001 | 17 | 138.28
1987 | 7 |133.87(2002| 25 |138.33
1988 | 11 | 134.43 | 2003 | 16 | 138.23
1989 | 13 | 133.57 | 2004 | 18 | 136.20
1990 | 19 |133.07 || 2005 | 13 | 133.50
1991 | 12 | 132.63 || 2006 | 22 | 137.02
1992 | 28 |135.97 || 2007 | 29 | 140.93
1993 | 22 | 136.50 || 2008 | 25 | 136.05

L&t z; beteckna temperatur och y; segertid och anta att data foljer modellen enkel
linjér regression (Stockholms universitet)

Yi=a+Pz;+¢, t=12,...,n,

dér e1,€9,...,€n ar oberoende och normalférdelade med vintevirde 0 och varians

o2

(a) Beriikna den skattade regressionslinjen y = ajy, + Bips2. (2D)

Riknehjalp: S z; = 565, Y.y = 4070.91, Y. az? = 11577, Y yf =
552563.70, 3 ay; = 76909.63

(b) Antag att temperaturen under Stockholm Marathon nésta &r ir zo = 10 °C.
Ange en punktprediktion for segertiden Yy vid temperaturen zo. (1p)

Vi har observationer fran n oberoende identiskt Poisson fordelade slumpvariabler
Xi,...,X, med parameter A > 0, dvs.

P(Xlza:):e”’\%, r=0,1,....




(a) Hirled Maximum-Likelihood-skattningen for A. (2p)
(b) Avgdr om skattaren i (a) &r véntevirdesriktig. (1p)

(c) Avgér om skattaren i (a) dr konsistent. (1 extrappoéing)




Losningar

(1) LAt X; beteckna avstdndet mellan bil i—1 och bil 4 framfor oss. Eftersom E[X;] = 0.1
km och X, ér exponentialférdelad s& géller X; ~ Exzp(10). Saledes E[X;] = 0.1 km
och Var(X;) = 0.01 km?.

(a) Centrala grinsvirdessatsen medfor att 2?3—1 X; 8r approximativt normalférde-
lad med B[220, X;] = 50-0.1 =5 km and Var (300, X;) = 50-0.1% km? diir
vi tar hénsyn till att Xy, ..., X0 dr oberoende.

(b)

50 50

5-5 S0 X,—5  52-5

< = Z—; - ) («50-0.1 = VB0-01 T \/50-0.1>
= P(0<Z<0.2828) = 0.6110 — 0.5 = 0.1110

dir 7 = BXe8 | (0, 1),

(2) L&t A beteckna héndelsen att foraren &r alkoholpéverkad och 1&t S beteckna hin-
delsen att foraren inte &r alkoholpaverkad. Lat D vara héndelsen att alkotestet ger
utslag.

(a) P(D)= P(D|A)P(A)+ P(D|S)P(S) = 0.99 - 0.004 + 0.006 - 0.996 ~ 0.01 pga
lagen om total sannolikhet.
(b) Bayes’ formel medfor att

P(D|A)P(A) _ 0.99 -0.004

= = 0.40.
P(D) 0.01

P(AID) =

(3) Lat
X : ankomsttid av bussen med destination A, i minuter efter kl. 8.05

och

Y : ankomsttid av bussen med destination B, i minuter efter kl. 8.05

Oberoendet av X och Y medfor att

U] =
o] =

fz,y) = fx(z) fr(y) =

0 annars

Sokt dr P({|X —Y| < 1}.
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(4) (a)

P{IX -Y|<1)
markerad area  256—2-4-4/2 9
total area 25 257

Vi betraktar de nio skillnaderna som nio oberoende utfall av en slumpvariabel,
vars vanteviarde vi onskar ett konfidensintervall for. Medelvirdet antas vara
normalférdelat, s& att vi kan berikna konfidensintervallets granser ur formeln

Sz Sz

B <z—t(n—1)a/2-%, E—i—t(n—l)aﬂ-%).

Detta &r hypotesprévning med stickprov i par. Vi betecknar tiderna under
ligre ljusstyrka med z; och tiderna under hégre ljusstyrka med y;. Vi bildar
skillnaden mellan dessa som z; = vy; — x;, @ = 1,...,9. Vi ser z; som utfall av
oberoende normalférdelade stokastiska variabler Z; ~ N(A,0%), 4 =1,...,9,
respektive. Vi bildar ett konfidensintervall for A. Det aritmetiska medelvérdet
ar en punktskattning av Delta med

Vi skattar o med

. > (2 —2)? = 4.1779.

i=1

Det sokta konfidensintervallet ar av formen

s, 5
In= | Z —to0005(8) - —=, Z + to.000s(8) - —= | -
V3 V3



dar to.0005(8) ar 0.0005-kvantilen f6r t-fordelningen med 8 frihetsgrader. Tabell-
slagning ger to.0005(8) = 5.04. Med ins#ittning fas In = (0.58, 14.6).

Anmirkning: Om man viljer att beteckna tiderna under légre ljusstyrka med
y; och tiderna under hégre ljusstyrka med z; s& fr man In = (—14.6, —0.58).

(c) Eftersom 0 ¢ I, s& ar det med konfidensgrad 99, 9% statistiskt sikerstallt att
det finns en skillnad.

(5) (a) Enligt formeln ges skattningarna av ag,, och 8y, av
ab. = 13085, B, = 0.257
som betyder att regressionslinjen &r
y = 130.85 4+ 0.257z.

Med andra ord tkar segertiden i genomsnitt med 0.257 minuter (15 sekunder)
fér varje temperaturdkning med 1°C. Anmérkning: Avrundningsfel for ajy,
kan vara stor.

(b)
Ul ope = 130.85 4 0.257x = 133.420.

(6) (a) Likelihoodfunktionen blir

n AT /\E;'l:l 5
_ —A T -nA
=110 ="

och
InL(A) =—nA+In\- Z(Uj - Z In(z,!).
j=1 =1

Derivation ger

dinL(\) 2%
D)

dinL(\) _ A s
Av Z2250 =0 fas

*
obs

Eftersom In L(\) = —oco d& A — 0 eller A — oo s& foljer att extremvéirdet ar
ett maximum och att A\l = Z & ML-skattningen av A.

=z.

(b) Skattaren &r vintevirdesriktig eftersom

1< 1 - 1< 1

(c) Vi har visat att skattaren \* = X &r vintevirdesriktig. Dessutom galler det

att
" A
9 § jX 3 =2
Var(\*) = Var < ) - 2 Var(X;) i 0

dir n — oo. Detta medfor att skattaren ar konsistent.




