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Alla hjdlpmedel &r tillatna.

Betygsgrinser 3: minst 8 poéing, 4: minst 11.5 poéing, 5: minst 15 poéing (av 18)

e

(3)

4)

Lat X1, Xo, ..., X100 vara oberoende stokastiska variabler, alla med samma férdel-
ning given av P(X; = —1) = P(X; =0) = P(X; = 1) = 1/3.

(a) Bestdm vintevirdet och variansen for X;. (1.5p)

(b) Lat Y = X; + ...+ Xio. Bestém approximativt P(Y" > 10). (1.5p)

Ledning: Anvind centrala gransvirdessatsen.

Ett foretag som tillverkar batterier av en viss typ har tillverkningen forlagd till tre
olika fabriker. Fabrik A star for 50 % av tillverkningen, fabrik B f6r 20 % och fabrik
C for 30 %. Man vet att ett batteri fran fabrik A har sannolikheten 95 % att ricka
mer &n 10 drifttimmar. Motsvarande sannolikheter for fabrikerna B och C &r 97 %
resp. 98 %. Man har blandat batterier fran de tre fabrikerna i ett stort centralt
lager.

(a) Vad &r sannolikheten att ett batteri som tas pa méafa ur lagret ska ricka mer
4n 10 drifttimmar? (1p)

(b) Man tar p4 mafa ett batteri ur lagret och finner att det récker mer &n 10
drifttimmar. Vad &r sannolikheten for att det tillverkats i fabrik A? (1p)

(c) Man tar pi mafa ett batteri ur lagret och finner att det ricker mindre an 10
drifttimmar. Vad &r sannolikheten for att det tillverkats i fabrik A? (1p)

Tvé personer A och B har stimt mdte pé ett kafé "litet efter klockan atta". A
anlinder X minuter efter atta och B anlinder Y minuter efter atta. Anta nu att
X & U(0,5)-fordelad och Y &r U(0, 7)-fordelad (enhet & minuter). X och Y antas
vara oberoende.

(a) Bestdm den simultana téthetsfunktionen av (X,Y). (1p)

(b) Vad #r sannolikheten att A far vinta pd B, dvs. vad &r P(X <Y)? (2p)

En histhopperska vill att hennes ryttarprogram skall ta 30 sekunder. Hon utfér
programmet 5 ganger med sluttiderna (enhet: sek)

29.8 35.1 31.9 274 325 .

Antag att virden #r oberoende och varierar enligt normalfordelning.




(a) Ange det generella (tvisidiga) konfidensintervallet I, fér vintevirdet i en nor-
malférdelad population dér standardavvikelsen dr okdnd. (1p)

(b) Beriikna ett tvasidigt 95% konfidensintervall for den forviintade tiden som pro-
grammet tar. (1.5p)

(¢) Far man hiivda att det &r statistiskt sékerstillt att programmets forvintad tid
ar kortare #n 34 sekunder, pa konfidensniva 95%? (0.5p)

(5) De tva simsta segertiderna pa Stockholm Marathon har registrerats under de var-
maste dagarna (1982 och 2007). I nedanstdende tabell finns temperatur och segerrtid
(i minuter) till och med 2008.

Ar | Temp | Tid Ar | Temp | Tid
1979 | 19 | 137.58 | 1994 | 17 | 134.10
1980 | 17 | 135.82 || 1995 | 17 | 134.48
1981 19 |133.43 | 1996 | 17 | 135.08
1982 | 31 |139.33 || 1997 | 26 | 137.37
1983 | 15 | 131.62 || 1998 | 19 | 136.20
1984 | 19 [ 133.78 || 1999 | 23 | 134.87
1985 | 22 |137.30 || 2000 | 16 | 138.82
1986 | 11 | 132.55 || 2001 | 17 | 138.28
1987 7 133.87 || 2002 | 25 | 138.33
1988 | 11 | 134.43 || 2003 | 16 | 138.23
1989 | 13 | 133.57 || 2004 | 18 | 136.20
1990 | 19 | 133.07 || 2005 | 13 | 133.50
1991 | 12 | 132.63 || 2006 | 22 | 137.02
1992 | 28 |135.97 | 2007 | 29 | 140.93
1993 | 22 | 136.50 || 2008 | 25 | 136.05

L&t z; beteckna temperatur och y; segertid och anta att data foljer modellen enkel
linjér regression (Stockholms universitet)

Yi:a+ﬁxi+£i, 1=1,2,...,n,

dir €1,€9,...,6n dr oberoende och normalférdelade med véntevirde 0 och varians

o?.

(a) Skatta standardavvikelsen o. (1p)
(b) Bestim ett tvisidigt 95%-konfidensintervall for koefficienten 8. (1p)

(c) Antag att temperaturen under Stockholm Marathon niista r &r zo = 10 °C.
Ange ett 95%-prediktionsintervall for segertiden Yy vid temperaturen zo. (1p)

Réknehjalp: S @; =565, Y.y =4070.91, Y a?=11577, 3 97 =552563.70,
S @y = 76909.63, afy, = 130.85, B, = 0.257. Observera att af,, kan ha ett
avrundningsfel.

(6) LAt X vara en stokastisk variabel med tithetsfunktion

T
P for >0

2
fx(@) =< _‘
0 for <0




(a) Hirled maximumlikelihood-skattningen av 6 baserad pa observationer 1, ..., 2Zn
av X. (1.5p)

(b) Ar skattningen i (a)-delen vintevirdesriktig? (1.5p)




Losningar
(1) Vi har en f6ljd av oberoende och likafordelade stokastiska variabler X, ..., X100
med samma sannolikhetsfunktion P(X; = —1) = P(X; =0) = P(X; =1) = 1/3.
(a) p=E[X1] =0, 0* =Var(X1) =2/3

(b) Hir ska vi séitta Y = X7 + ... + Xy och approximera P(Y > 10), och d&
behéver vi anvinda centrala grénsvirdessatsen.

100 100
S0 X, — 100 _ 10 — 100y
P(Y >10) = P(ZXi>10>:P< i=1 >
- o+/100 o+/100

~ P(Z>122)=1-®(1.22) =1-0.8888 = 0.1112

déir Z ~ N(0,1).

(2) Lat A, B och C beteckna hindelserna att ett pa méafé valt batteri kommer fran
fabrik A, B eller C. Vidare, 18t R beteckna héndelsen att valt batteri ricker mer
dn 10 drifttimmar.

(a) Total sannolikhet:
P(R) = P(R|A)-P(A)+ P(R|B)- P(B)+ P(R|C) - P(C)
= 0.95-05+097-02+0.98-0.3=0.963.
(b) Definition betingad sannolikhet:

P(ANR) 0475
P(R)  0.963

P(A|R) = — 0.49325.

(c) Bayes’ formel:

P(RY|A) - P(A)  P(R|A)- P(4) 00505

P(Re)  1-P(R) 0037 = 0.6757.

P(A|R®) =

(3) (a) Oberoendet av X och Y medfor att

om 0<z<5 0<y<7

=

1
flz,y) = fx(@)- frly) =< O

0 annars

(b) Skt &r P(X <Y).




Vi far
markerad area  35—5-5/2 225 9
total area 35 35 14

P(X <Y)=
(4) (a) Konfidensintervallet for p &r

I,= (:z«—t(n—l)m.%,:z~+t(n_1)a/2.%> .

(b) Lat = beteckna tiden for ryttarprogrammet i sekunder. Fran data beréknar vi
pa sedvanligt sett att £ = 31.34 och s = 2.90. Vi har ett litet stickprov med
okind standardavvikelse. Under antagande om normalférdelning kan vi dérfor
anvinda oss av t-fordelningen.

Vi har att n =5, @ = 0.05 och t(n — 1)q/2 = 2.776. Med detta insatt ovan far
vi ett 95% tvasidigt konfidensintervall:

I, = (27.74,34.94) .

c¢) Eftersom 34 € I, s& ir det med konfidensgrad 95% inte statistiskt sékerstéllt
n
att programmets forvintad tid &r kortare &n 34 sekunder.

5 a) Enligt formeln ar skattningen s = o%, . = 1.808.
( ) ( ) g g obs
(b) Vi har Sy = Z:v2 n- %% = 11577 — 30 - (565/30)% = 936.17

i_

S

Ig =65 +t, —2)-
B /Bobs /2(71 ) \/S_m:
1.808 1.808
= 10257 —2.05 - ——, 0.257 + 2.05 - ——
< 1/936.17 v 936.17)

= (0.136, 0.378)..



1 (50—
Tyy = Yo obs ita/g('ﬂ“Q)-s 1+ﬁ+__5’_———

= (133.420 — 2.05 - 1.808 - 1.057, 133.420 + 2.05 - 1.808 - 1.057)
= (129.50, 137.34) .

(6) (a) Likelihoodfunktionen &r

" 1
L(0) = fo(l“z'; 0) = n Ty ... @y - @ Fen)/
i=1

och logaritmerar vi s& far vi

i

InL(0) = Zlnfx(xi;ﬁ) =—2nlnf + Zlnwi - %chl
i=1

i=1 i=1

Deriverar vi detta, sitter derivatan = 0 och I6ser ut 0 si fas

Kontroll ger #ven att andraderivatan dr negativ, vilket garanterar att det verk-
ligen dr en max-punkt for likelihoodfunktion vi hittat.
(b) Vi har att ~
BIX] _ ElX]

Bl = e = 2

dar
> 00$2 -z *© —
E[X]=/O wfx(w)drv=/0 75° /"dx:G/O yle ¥ dy = 26

(t.e. via partiell integration). Alltsd &r

dvs skattningen &r vintevirdesriktig.




