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Tillatna hjslpmedel &r en riknare, formelsamling i matematisk statistisk utgiven av MAI,
och ett ytterligare formelblad (framsida och baksida).

Betygsgrinser 3: minst 8 podng, 4: minst 11.5 podng, 5: minst 15 po#ng (av 18)

(1) Lat Xi,..., X100 vara oberoende och binomialférdelade slumpvariabler dir varje X;
4r Bin(10,0.4)-fordelad. Lét vidare Y3, . .., Y7o vara oberoende och Poissonférdelade
slumpvariabler dir varje Y; &r Po(6)-fordelad. Satt X och Y till

100 70
X=>X; and Y =) Y.
i=1 i=1
(a) Anvind centrala grinsvirdessatsen for att bestdémma de approximativa férdel-
ningarna av X och Y. (1.5p)

(b) Anvind resultatet av (a)-delen for att berdkna approximativt P(Y > X).
Om du inte kunde 18sa (a)-delen anviind istillet X ~ N(390,15) och ¥ ~
N(390,20). (1.5p)

Ledning: Beakta P(Y > X) = P(Y — X > 0). Bestdm fordelningen av ¥ — X.

(2) Ar 2008 hade i Sverige 20% av befolkningen en arsinkomst som &versteg 350.000
kronor och 10% av befolkningen hade en &rsinkomst som Gversteg 550.000 kronor.

(a) Om man fick veta (2008) att en svensk person tjinade mer &n 350.000 kronor
om A&ret, vad #r sannolikheten att personen tjinade mer &n 550.000 kronor?

(1.5p)

(b) Bland svenska mén hade 30% en &rsinkomst som Oversteg 350.000 kronor.
Antag att det bodde lika manga kvinnor som mén i Sverige. Om man fick
veta att en svensk person tjinade mer &n 350.000 kronor om &ret, vad &r
sannolikheten att det var en man? (1.5p)

(3) En person &ker forst med buss 1, sedan med buss 2. Véntetiderna X och Y &r
oberoende och likformigt fordelade 6ver intervallet (0, 10) respektive (0, 8), dér en-
heten ar minuter. Bestim sannolikheten att personen far vinta sammanlagt minst
16 minuter p3 de bada bussarna. (3p)

Ledning: Den stokastiska vektorn (X, Y") ar likformigt fordelad over ett rektangelfor-
mat omrade.

(4) Ett foretag som tillverkar skruvar vill se om man haller samma kvalitet som forra
aret. D& valde man slumpmissigt ut 1000 skruvar och fann 16 defekta. I &r var man




mer ambitits och valde ut 2000 skruvar, varvid 45 befanns vara defekta. Undersok
med ett approximativt 95% konfidensintervall om andelar defekta skruvar (p; resp
po) kan anses vara lika vid de tvé tillfillena.

(a) Ange det generella (tvasidiga) konfidensintervallet I, ,, for skillnaden i dessa
andelar p; och pe. (1p)

(b) Beriikna ett tvasidigt 95%-konfidensintervall for skillnaden i andelarna p; och
po baserat pa uppgifterna i texten. (1.5p)

(c) Far man hiivda att det 4r statistiskt sikerstéllt att det finns en skillnad mellan
de bada andelarna, pa konfidensnivd 95%? (0.5p)

(5) Vid studier av syrsor har man funnit att frekvensen av vingrorelser véxer med
temperaturen. En modell fér detta &r:

y=a+pB-z+e e~ N(00)

dér x = temperatur i °F och y = antal svingningar per sekund. I femton temper-
aturkammare med skilda temperaturer  uppméttes vingfrekvensen y.

(a) Bestdm den skattade regressionslinjen y = oy, + B, - - (1p)

(b) Préva hypotesen vid signifikansnivin o = 0.05,

Hy:8=0 mot H;:B5#0.

(1p)
(c) Bilda ett 95% konfidensintervall for . (1p)
Réknehjilp:
z =16.65, 7 =280.04
Ser = 40.558
S,y = 629.832
Say = 133.476

(6) Lat X vara en stokastisk variabel med téthetsfunktion

.21 for 0<z<1

fx(@) = { 0 annars

(2) Bestiim vintevirdet och variansen for X. (1p)

(b) Hirled maximumlikelihood-skattningen av ¢ baserad p& oberoende observa-
tioner z1,...,z, av X. (2p)




Losningar
(1) (a) Vi har att

X, dr Bin(10,04) = E(X;)=10-04=4 V(X;)=10-04-0.6=2.4
Y; &r Po(6) = E(Y)=6 V(Y;) =6

Centrala grinsvirdessatsen ger att X &r approximativt
N(100 - 4,+/100 - 2.4) = N (400, 15.49) — fordelad
och Y &r approximativt
N(70 - 6,+/70 - 6) = N(420,20.49) — fordelad .

(b) Vi skriver om den sdkta sannolikheten: P(Y > X) = P(Y — X > 0) =
1—-P(Y — X <0) Vad har Y — X for fordelning? Véntevirde och varians blir

E(Y —X)=E(Y) — E(X) =420 — 400 = 20 =
V(Y — X) = V(Y) + V(X) = 420 + 240 = 660 = o”

Normalisering till N(0, 1) ger

Y-X—-—p 0-— u) ( —20 )
< =Pl Z<—
o o /660
~ B(—0.78) = 1 — B(0.78) = 1 — 0.7823
Dérmed blir P(Y > X) ~ 1 — (1 — 0.7823) = 0.7823

HY—X<®:P<

(2) (a) L&t G beteckna hindelsen att personens &rsinkomst dversteg 350.000 kronor
och H hindelsen att arsinkomsten oversteg 550.000 kronor. Vi har d& att
P(G) =02 och P(H)=0.1. S6kt: P(H|G). Eftersom H C G, s far vi

CP(GNH) PH) 01 1
PHIO) = —pGy = P@) 08 2

(b) Lat M beteckna hindelsen att personen &r man. Vi har da att P(M) = 0.5
och P(G|M) = 0.3. Sckt: P(M|G). Med hjélp av Bayes sats fis
P(MNG) P(GM)P(M) 0.3-0.5
P(G) P(G) 02

P(M|G) = =0.75.

(3) Sékt ar P(X +Y > 16). Den vita arean motsvarar {X +Y > 16}.




0 10 =
Paret av véntetider (X,Y)
for de tva bussarna &r likfor-
migt fordelat over rektangeln
[0,10] x [0, 8].

Vi far
vit area  2-2/2 1

P(X+Y >16) = = -
(¥ = 16) total area 80 40

(a) Konfidensintervallet for py — p; &r

Pl obs(l = Plobs) | Poobs(l = Probs
Ipz—plz p;obs_p;obs:t)‘aﬂ\/ 1obs( 1ob)_+_ 20bs( 2 b)

1 N9
dér for i =1,2
z; betecknar utfallet av X; i en konkret undersékning,
T;
p;'kobs = n—z

(b)

* 1 — p* § 1— ot
Ipyp, = jo obs 1 g /\oz/2 \/pl ObS( 2 ObS) s Pa ObS( P2 abS)
n1 Mo

[ 4 16 196 \/0.016-(1—0.016) 0.0225 - (1 — 0.0225)
- {2000 2000 1000 2000

= 0.0065 4= 0.0101.

(c) Eftersom 0 € I,,—,,, si dr det med konfidensgrad 95% inte statistiskt sékerstéllt
att det finns en skillnad.



(5) (a) Enligt formlarna &r skattningarna

B, = Suy/Ses = 133.476/40.558 = 3.29
oy, =7 — B, - & = 80.04 — 3.29 - 16.65 = 25.26

y=2526+329 .

(b) Utfallet av teststorheten &r
e — 0 3.29

obs .

t= — — 5.47
0%/ e 3.83/1/40.558

déar 2
* 1 T
(O-obs):2 = n—2 (Syy - Sy>: 14.66

dvs.
O = 3.83.

Det kritiska omradet &r

C = (~00, —t(n — 2)asa] U [t(n — 2)a/2, +00) = (—00, —2.16] U [2.16, +00) .

dér n = 15. Eftersom ¢ € C s& far vi férkasta Hy.

(c)

I = By £ 1(n —2)as2- \U/—SL_ —3.20 4+ 1.3 = (1.99, 4.59) .

(6) (a) Véntevirdet beréknas

E[X]:/ooa;f(as)drz::/l:v@:ve_ldm: [9$0+1]1: 0 .
—00 0 6+1], 6+1
Dessutom far vi
B = [ feyde = [ 26097 do {9 *’”9*2}1__. 6
J—o0 0 0+2], 0+2

och

Var(X) = E[X?] — (E[X])®* = eiz - (({)il) .

(b) Vi far likelihoodfunktionen
n
L) = [ fx(@0) = 0" (@1 ... 2a)’"
i=1
och logaritmerar vi s& far vi

InL() =nlnb+ (6 —1) Zlnmi.

i=1




Deriverar vi detta,

dinL(0) n - i
—% =7 —;—;11131,

sétter derivatan = 0 och loser ut @ sé fas

n
I
S

Kontroll ger dven att andraderivatan &r negativ,

f=—

oz~ 02

vilket garanterar att det verkligen &r en max-punkt for likelihoodfunktion vi
hittat.

2L  n




