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Alla hjilpmedel dr tillatna.

Betygsgrinser 3: minst 8 poéing, 4: minst 11.5 pofing, 5: minst 15 poéing (av 18)

(1)

(2)

L&t A och B vara héndelser si att P(A) = 0.4 och P(BNA*) = 0.3, dir A*
betecknar komplementet till A.

(a) Bestam P(AU B) och P (A*). (1p)
(b) Om héndelserna ar oberoende, vad dr P(B)? (1p)

(c) Om hiindelserna inte dr oberoende, men man vet att P(A | B) = 0.5, vad &r
P(B)? (1p)

Vi har en rittvis tdrning med 6 sidor som vi kastar 4 gnger och riknar antalet 6:or
vi far, 18t X vara en stokastisk variabel som innehaller resultatet (antalet 6:or). I
ett spel s& satsar man 10 kronor och vinner enligt foljande. Om vi far tva eller firre
6:or vinner vi inget. Om vi far tre 6:or vinner vi 500 kronor, och om vi lyckas sl&
fyra 6:or vinner vi 2000 kronor.

(a) Vad &r P(X > 3) och E(X)? (2p)

(b) Om man spelar en ging, vad &r vintevirdet for vinsten? Tycker du spelet &r
rittvist? (1p)

Filmsfantasten Sture samlar pé italienska filmer. Sture brukar bestélla dessa fran
en importdr dir han riskerar att f& betala tullavgifter om vérdet &r for hogt, s& han
bestéller endast en film &t gAngen och invintar leveransen innan han genast gor en
ny bestéllning. Denna leverantor har 32 filmer som Sture inte &ger, och leveranstiden
fran och med att bestillningen gors uppskattar Sture &r exponentialférdelad med
vintevirde 8 dagar. Vad &r sannolikheten att Sture maste vinta i hogst 230 dagar
innan han stolt kan visa upp sin bokhylla med alla dessa filmer? Ett approximativt
svar duger om det motiveras. Vi antar ocksd att leveranstiderna for olika filmer &r
tillrickligt oberoende av varandra. (3p)

Antag att vi vid foljande z-virden har méitt upp motsvarande y-virden.

z| 1 2 4 ) 8
y13.20 472 800 9.88 13.81

Modellen &r att y; &r en observation av en stokastisk variabel Y; = by + b17; + €5,
dér ¢; ~ N(0,0) &r parvis oberoende, j = 1,2,3,4,5.




(a) Hitta den linjéra regressionslinjen for y med avseende pa z. (1p)
(b) Visa E[Y;] = by + biz;. (0.5p)

(c) Visa att skattningarna for parametrarna by och by &r vintevirdesriktiga. Ledning:
Betrakta de motsvarande stokastiska variablerna,

Z’LJY} —nTY
Bl ===5—75"
> x5 —nz?
och B
By=Y — Bi%

och anviind (b)-delen. (1.5p)

(5) Man korsar tva typer av bonor med runda gula resp. skrynkliga grona fron. Enligt
Mendels drftlighetslira skall man fa fyra typer av fron med féljande sannolikheter:

P(skrynkliga gula) = 3

9
P(runda gula) = — 6

16’

3 1

P(runda grona) = 6 P(skrynkliga grona) = -

Nér man genomforde ett férsok med 560 korsningar av den runda gula med den
skrynkliga grona typen fick man 330 runda gula, 100 skrynkliga gula, 112 runda
gréna, 18 skrynkliga grona. Testa pd den approximativa risknivan 5 % om Mendels

teori verkar vara forenlig med ovanstaende resultat. (3p)

(6) Lat Xy,...,X, vara oberoende poissonférdelade stokastiska variabler med parame-
ter A.
(a) Harled ML-skattningen av A baserat pid de observationerna xi,...,z, av
Xl, e ,Xn, (2p)

(b) Berikna skattningens vintevirde och varians. (1p)




Losningar

(1) (a) Eftersom héindelserna A och B N A* &r oforenliga och AUB = AU (BN A*)

(b)

(b)

(rita Venndiagram) si far vi P(AU B) = P(A) + P (BN A*) = 0.7. Vidare si
ir P(A*) =1— P(A)=0.6.
Om A och B &r oberoende s giller att P(ANB) = P(A)P(B). Visoker P(B),
och vet att

0.7=P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = P(A) + P(B)(1 — P(A))
dér vi utnyttjat att A och B ar oberoende. Vi loser ut P(B) och erhéller

_07-P(A) 03

P(B) = —Fu ~o6

Ifrdn uppgiften vet vi att P(A | B) = 0.5. Vidare s géller fortfarande
0.7=P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

s

_ P(AnB) P(B)-03

- P(B)  P(B)

Vi loser ut P(B) = 0.3/0.5 = 0.6.

0.5

Situationen ger att X &r binomialférdelad: X ~ Bin(4,1/6). Vidare s later vi
funktionen g vara definierad enligt g(k) = 500 for k = 3 och g(k) = 2000 for k =
4. Annars dr g(k) = 0. Vi sdker nu foljande: P(X > 3), E(X)samt E(g9(X)).
Vi borjar med sannolikheten:

P(X >3)=P(X =3)+ P(X =4)
= < ‘;) <%>3 +<j> (%)4:2061”1 ~ 0.0162

Tydligt att det &r ganska lag sannolikhet for vinst. Eftersom X &r binomi-
alférdelad blir

3)
5
6

E(X)=4-1/6 =2/3 =~ 0.6667

Vi utnyttjar nu formel for vintevirde av en funktion av en stokastisk variabel
for att berikna E(g(X)) :

B(o(X) = gg(’“) (D0 G

4 1\*5 4 1\*
'500'<3><6> 6+2000'<4><6>
2042
_ 500-20+2000 24+ 090 . 9.9593

Det I6nar sig alltsd inte i lingden att spela spelet d& insatsen &r hogre &n det
forviantade virdet av vinsten i varje omgang (en f6ljd av de stora talens lag).




(3) Vi later X; beteckna leveranstiden for film 4,4 = 1,2,...,32. De stokastiska vari-

(4)

ablerna X; antas vara parvis oberoende och likaférdelade: X; ~ Exp(8). Vi betraktar
summan
Y=X1+Xo+  + X3

Fordelningen for Y &r bokig att rikna ut direkt (i sjilva verket blir Y gammafordelad
med parametrarna 32 och 8 ), s& vi forsdker med en normalapproximation istéllet.
Vintevirde och varians beréiknas enkelt till E(Y) = 328 = 256 och V(V) =
32V (X;) = 32 - 82 = 2048. Enligt centrala gransvirdessatsen s blir summan Y
approximativt normalférdelad, sa vi far

P(Y < 230) ~ &((230 — 256)/1/2048) = 1 — ®(26,/+/2048) = 0.2828.

(a) Iran siffrorna kan vi rikna ut

5 5
F=4, §=7922, Y xy;=20452, Y xf=110.
j=1 g=1

Vi anvinder dessa siffror for att berdkna koefficienterna:

Yoy @y — nTY 20452 —5-4.7.922

by = -
DY 110 — 542

= 1.536

och
bp =7 —b1T = 7922 —1.536 -4 = 1.778.
Regressionslinjen ges nu av y = by + by = 1.778 + 1.536z.

(b,c) For att visa att bg och by ar vintevirdesriktiga skattningar betraktar vi motsvarande
stokastiska variabler:

B, — S a;Y; —nzY
> a3 —nz?
och B
By =Y — BiZ.

Némnaren i B ir icke-slumpmaéssig (inget som varierar nér z-vérderna &r fixa),
s& vi berdknar vintevirdet av téljaren:

E (Z z; Y — nﬂ_’) = Z:ch (Y;) —nzE(Y)

D& Y; = by + biz; + ¢; foljer att E(Y;) = b + biz; (¢; har vintevirde noll),
s& hogerledet ovan kan skrivas om som Y 2; (bo + b1z;) — na‘:% > (bo + biz;) =
bon@+by Y 7 — (nZby + binZ*) = by > z? — nz?)dar vi kéinner igen den andra
faktorn som ndmnaren i ekvation ovan. Foljdaktligen blir

1 -
850 = s (S —47) =
s& B; #ar en vintevirdesriktig skattning. For By utnyttjar vi att B; &r vén-
tevirdesriktig:

E(Bo) :b0+b1£f-E(B1)f:bo‘




(5) Vi vill testa Hy given i uppgiften, dvs.

Hy : P(runda gula) = —1—16 ,

Teststorheten ar

(330560 2)* (100 —560- &)’ (112»—560-%)2_’_(18—560'%)2
560 - & 560 - 560 - & 560 -

= 9.68 > X7 05(3) = 7.81.

Detta innebér att vi har svaret: Hy férkastas pd a = 0.05.

6) (a)
n ~ 2o
i=1 -t
= e“‘n)‘ . ﬁ _1_ . AZ?:I Zi
plecs ,
n n
InL(A) = —nA — Zln(fci!) +InA- Z T,
i=1 i=1
dln L(\) 1 «
o Ty
dln L(\)
Ay —————= =013
v/ 0 fas
. _1g -
obs = Z_:, Iy =2,
Eftersom limIn L(\) = —oo d& A — 0 eller A\ — oo s& foljer att extremvirdet
ar ett maximum och att A%, = T 4r ML-skattningen av .
(b)

E[N] = E[X] = E[X1] = ),
o L 1 A
Var(\*) = EV(LT(XI +...+ X)) = ;Var(Xl) =




