Matematisk statistik 2022-06-08 — Losningar

P(ANB)
P(A)
(b) Sannolikheten p att bade A och B intréiffar i ETT forsok dr p = 0.12 enligt foregaende

deluppgift. Vi upprepar 7 ganger och raknar antalet X ganger bade A och B intriffar.
Det foljer (om vi antar oberoende) att X ~ Bin(7,p = 0.12). Salunda,

1. (a) Eftersom 0.4 = P(B|A) = , sa foljer det att P(AN B) = 0.12.

P(X <3)=0.88"47-0.88°-0.12+ ( ; ) 0.88°-0.122 + ( ; ) 0.88%-0.12° = 0.9946

(¢) Med samma p som ovan undersoker vi nu variabeln Y som réknar antalet ganger vi
upprepar forsoket tills dess att bade A och B intraffar for forsta gangen. Alltsa, Y ~
Ffg(p = 0.12). Vi erhaller nu att

P(Y <2)=0.12+0.88-0.12 = 0.2256
(d) Eftersom P(AN B) = 0.12 sa foljer det att P(B) = 0.4 &r nodvéndigt for att
P(ANB)= P(A)P(B).
Svar: (a) 0.12. (b) 0.995. (c) 0.2256. (d) Ja, om P(B)=0.4.
2. Modellen &r stickprov i par. Vi betraktar skillnaden som ett enda stickprov:

zZi=y;—x; | =311 —231 =315 017 —0.65

och skattar vantevardet med

5
0= (yi—w)=—181
=1

o] =

och standardavvikelsen med

(a) En bra skattning av A dr medelviardet —1.81.
(b) Lat

A= éZ(Y; - X,).

-
Il
—

Vi bildar testvariabeln

dér vi skattar S med s, sa s/y/n = 0.6709 och

P(—tap(4) < T < tap(4) =1—a.
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Den markerade arean innehaller 90% av sannolikheten for ¢(4)-férdelningen. Vi loser
ut A ur intervallet i sannolikhetsmattet och far att

A —0.6709 - to/5(4) < A < A+ 0.6709 - o/5(4).

Vi ersitter A med den observerade punktskattningen § = 1.81 och erhiller ett
konfidensintervall av konfidensgrad 90%:

In = [-3.24,-0.38],

dar vi anvant a = 0.10 och t05(4) = 2.132.
(c) Vi har
A —
T = A-9 ~ t(4).
S/V5
Da géller att
P(T > —¢) = 0.90

om ¢ = 1.53 (ur tabell). Vi later C' =] — 0o, —1.53[ vara det kritiska omradet. Med
vara observationer finner vi att
1810

Y
0.6709 ned

sa vi kan forkasta Hy och hidvda att H; ar mer trolig.

Y

Svar: (a) T.ex. —1.81 (eller eV7?).  (b) [~3.24, —0.38]; (c) Hypotesen kan férkastas pa
10%-nivan.

3. Vi borjar med att skissa omradet.
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(a) Eftersom arean av rektangeln dr 12 maste ¢ = 1/12 for att dubbelintegralen av fxy
over omradet skall bli ett.

(b) Sannolikheterna kan enkelt beriknas med kvoten av arean av det sokta omradet och
rektangeln. Omradet da X > 3 ges av den bla rektangeln med arean 1-3 = 3, sa

31
P(X>3)=2=1.

Det finns inga punkter i rektangeln diar Y > 3, sa
P(Y >3)=0.

Omradet da X > Y ges av den bla rektangeln tillsammans med den réda triangeln,
sa
1- -3/2 1
P(X>y)— L3332 15 5
12 24 8
Alternativt kan komplementet betraktas och vi tar 1 minus kvoten som ligger i den
gra triangeln:
3-3/2 5
PX>Y)=1—- ——=-.
X>Y) 12 8

Svar: (a) ¢ =12 (b) P(X >3)=1/4, P(Y >3)=0o0ch P(X >Y)=5/8.

. Lat Hy vara hypotesen att datan &r homogen mellan de tva sidorna (dvs att de tycker
likadant) och H; att detta inte &r sant. Totalt sett har vi n = 289 observationer. Vi ser
direkt att de sista fyra skivorna har for liten n;p; (betydligt mindre én 5), sa vi kombinerar
dessa for att fa ett anvandbart test. Detta dndrar det faktiska hypotestestet men det kan
inte hjalpas. Med datan given kan vi utfora foljande kalkyler.

Album Title Web page Sum  p;
Nuclear War Now! Metalstorm.net

Altars of Madness 67 82 149 0.516

Blessed Are The Sick 18 34 52  0.180

Covenant 11 32 43 0.149

D-H 8 37 45  0.156

n; 104 185 289
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Den vanliga teststorheten finner vi nu enligt

23: 5 —niby)’ _ (67-5362)°  (82-9538) (18 —1872)’
nip; 53.62 95.38 18.72

MH

Il
o

% 7=0
(34 — 33.29)2 L (- 15.47)> L (82— 27.53)2
33.29 15.47 27.53

(8 —16.19)2 (37 — 28.81)2

16.19 * 28.81

+

= 13.76.

Om Hy dr sann sa ir g en observation av Q "~ x?((2—1)(4—1)) = x*(3). Vi forkastar Hy
om ¢ dr stor sa vi véljer det kritiska omradet pa formen C' = [¢, 00). Fran tabell finner vi
att ¢ = x341(3) = 11.34. Om ¢ > c sa forkastar vi Hy (och anser H; styrkt).

Y

~" ~
Forvantade utfall om Hy dr sann. @

Eftersom g € C sa forkastar vi Hy. Det dr antagligen en skillnad i hur asikterna ser ut pa
de olika sidorna (vi forkastar atminstone hypotesen att de tycker likadant).

Answer: Forkasta Hy.

(a) Vi behover sannolikheterna att hamna i de olika fallen:

P(X=-1)=PY <0)=d((0—4)/2) =1 — ®(2) = 0.0228
P(X=0)=P0<Y <3)=o((3—4)/2) — ®((0 — 4)/2) = 0.2858
P(X=1)=PB<Y <5)=((5—4)/2) — ®((3 —4)/2) = 0.3829
P(X=2)=P(<Y <6)=d((6—4)/2) — B((5—4)/2) = 0.1499
P(X=3)=P(Y >6)=1—®((6—4)/2) = 0.1586

Kontrollera att sannolikheterna summerar till ett! Eftersom px (k) = P(X = k) ar vi
klara med denna deluppgift.

(b) Vi anvénder definitionen och finner att
X) =) kpx(k)=1.1357.
k=—1
Vidare kan vi rdkna ut att
3
=) Kpx(k) = 24327,
k=—1
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6.

Svar: (a) Se ovan.

Steiners sats implicerar nu att
V(X)=B(X?) -
(b) E(X) = 1.1357 och V(X)) = 1.1429.

E(X)? = 2.4327 — 1.2898 = 1.1429

b x>0, s&

(a) Tathetsfunktionen ges av f(z) = fe
= Heef(?wk = 0" exp <—92:{:k> = () =1InL(0) :nlne—QZxk.
k=1 k=1

Vi undersoker var det finns extrempunkter och finner att

0="0 =5~ T, & 0= —— =
Z Zk 1Tk

under forutsittning att 7 # 0. Ar detta ett maximum? Anvénd det ni lért er i

envariabelanalysen! Till exempel ser vi att
n
ll/(e) — _ﬁ,

sa l”(0) < 0 for alla # > 0. Saledes &r det ett maximum vi funnit
Vi ersiitter Z med den stokastiska variabeln X, dér {z;} r ett stickprov av variabler X

(b) Viersa
som &r fordelade enligt uppgiften. Vi far

Ei:E)_(:lnEX
(5)-#@® N

o 1
:/ e dr=... ==,
0 0

~

©

vilket visar att vi har en véntevirdesriktig skattning av 1/6
b) Se ovan.

Svar: a) ML-skattningen ges av 6 = 1/z
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