1. (a)
(b)
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Matematisk statistik 2022-08-16 — Losningar

P(ANBNC)=P((ANC)N(BNC))=PANC)P(BNC)=10.2-0.3=0.06.
Vi soker sannolikheten att endast A intraffar. Om man ritar ett Venn-diagram kan
man o6vertyga sig sjalv om att denna sannolikhet ges av

P(A)— P(ANB)—-PANC)+ P(ANBNC)=06-0.2-0.2+40.06 = 0.26.
Nar vi drar bort bade P(A N B) och P(ANC) sa drar vi bort ”trippelsnittet” tva
ganger. Detta maste man kompensera for.

Lat p = P(B) = 0.6. Vi upprepar forsoket atta ganger och riknar antalet X ganger
som B intréffar. Det foljer att X ~ Bin(8, p) och vi soker P(X > 6):

P(X>6)=P(X=T7)+P(X=8)= ( §>0.67-0.4+ ( 2)0.68:0.1064.

Svar: (a) 0.06. (b) 0.26. (c) 0.1064.

2. (a)

Vi soker konfidensintervall for andelen som svarat att det &r OK. Totalt sett n = 360
stycken personer, och fatt X = 18 stycken OK. En naturlig skattning pa den verkliga

andelen ges av
~ X
pP=—
n
och vart observerade virde ér p = 18/360 = 0.05. Fordelningen for X ges av X ~

Bin(n, p). Vidare ser vi att
np(1 — p) ~ 360 - 0.05 - 0.95 = 17.1,

sa vi borde kunna gora en normalapproximation: X "~ N (np, D) dir D = /np(1 — p).
Alltsa blir P "=" N(p,d), dér

d=+/p(1 —p)/n=+/17.1/3602 = 0.0115.

Var testvariabel blir alltsa

-/P\_ appr
Z:Tp 2N (0, 1).

Vi sténger in Z:
P(=Xaj2 S Z < Aape) =1—-0a

dér A, dr normalférdelningens a-kvantil. Vi har a = 0.05 och A,/ = Ag.g25 = 1.96.
Vi l6ser ut p ur olikheten inuti sannolikhetsmattet, och erhaller da

P - Ao.02sd < p < P+ A0.025d.

Detta ger oss konfidensintervallet I, = [0.0275,0.0725] om vi ersétter P med det
observerade vardet p = 0.05.

Egentligen dr vilken siffra vi dn hittar pa (som &r en sannolikhet) en punktskattning,
men om dessa ar lampliga dr mer tveksamt. Konfidensintervall brukar vara symmetris-
ka (om de dr dubbelsidiga, vilket vi antar hiir), sa en vettig punkskattning pa andelen p
ar talet i mitten av intervallet. Vi skattar alltsa med p = (0.039 + 0.062) /2 = 0.0505.

Svar: (a) I, = [0.0275,0.0725] (b) T.ex. p = 0.0505.
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3. (a) Vi varje dragning sa fordndras sannolikheten att dra en vit (eller svart) kula nésta
gang. Dragningar efter varandra &r alltsa inte oberoende.

(b) Vi konstaterar att 0 < px(k) < 1 for alla k och att >, px(k) = 1. Detta &r
nodvéndigt och tillréackligt for att px ska vara en sannolikhetsfunktion. Véntevérdena
kan berdknas enligt

3
E(X)= Y kpx(k)=-2-02-1-02+1-03+2-02=0.1
k=-3

och
Zksz —2)2.024 (—1)2-0.2+12-03+22-0.2 =2.1.
k=-3

(c) Endast (i) &r en sannolikhetsfunktion. I (ii) sa summerar inte sannolikheterna till ett
och i (iii) sa ar px(—1) < 0.

4. (a) Eftersom X och Y &r oberoende,
P(X <0,Y >0)=P(X <0)P(Y >0) =2(0)(1-P(Y <0)) =0.5(1-P(1/4)) = 0.20.
(b) Lat Z =X —2Y. Da#r Y ~ N(—1,4/25+4-16) (dir V(Z) = 89) och
P(X42Y >0)=P(Z>0)=1-—P(Z<0)=1—(1/v89) = 0.458.

(c) Eftersom variablerna &r oberoende kan vi summera varianserna och darmed erhalla

att
2
o
E X, | = — = —.
( k) n2 n

Déa o < 2 ser vi att V(X) < 4/n, sa kravet att V(X) < 0.1 &r uppfyllt da n > 41 (41
eftersom det &r strikt olikhet!).

5. Vi later Hy vara hypotesen att antagandet om exponentialférdelning stammer och H; att
antagandet inte dr sant. Om vi antar H, sa géller att tdathetsfunktionen for livslangden
hos en komponent X ges av f(z) = p 'exp(—p '), si

b 1 b
o H Il Il f

Med siffrorna ovan ser vi att

(pr =0.2212, k=1,
po = 0.1723, k=2,
P(X €I,) =< p; = 02387, k=3,
ps=0.1447, k=4,
|ps = 02231, k=5

Vi finner har sannolikheterna att en komponent gar sonder i I; respektive I: 0.2212
respektive 0.1447.

20f3



Teststorheten vi anvinder for ett y2-test kommer nu ges av

25: np] _ (11-50-0.2212)° (11 — 50 - 0.2231)?

= 0.1276.
20 - 0.2212 T 50 - 0.2231 01276

Jj=1

Om H, ir sann sa kommer ¢ vara en observation av Q "~ x*(5 — 1) = x?(4), sa med det
kritiska omradet C' = (0, ¢) dir ¢ = 13.28, ser vi att vi inte kan forkasta Hy. Séljaren kan
mycket val ha réatt.

1 np

6. (a) Eftersom X ~ Bin(n, p) sé #r E(P) = —E(X) = — = p. Saledes viintevirdesriktig!
n

(b) Allt (ja, varenda en du kan komma pa!) dr skattningar av p>. Men de flesta dr sa
klart vildigt daliga. Ar P? viintevirdesriktig? Vi undersoker:
~ E(X? V(X)+ E(X)? 1— 2
E(P?) = (X°) _ V(X)+ EX)* _ np(l—p)+ (np)

n? n? n?
9 1
n

Alltsa kommer inte vintevirdet for skattningsvariabeln att bli p?. Detta r alltsa inte
en vintevirdesriktig skattning! Tycker du den verkar vettig anda?

LS

(c) Fran uttrycket i foregaende deluppgift kan vi enkelt se att

lim E(P?) =p*(1—0)+0 = p?

n—oo

sa enligt definitionen i uppgiften ar detta en s.k. asymptotiskt vantevardesriktig
skattning av p?.

Svar: Se ovan.
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