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Forelasning 1: Repetition och punktskattningar

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

.. 29 augusti 2018
1 Repetition °

Vi repeterar lite kort de viktigaste begreppen fran sannolikhetsldran. Materialet kan aterfinnas i
mer fullstédndig form (med exempel och mer diskussion) i foreldsningsanteckningarna for kursen

TAMST9.

1.1 Sannolikhetsteorins grunder

Ett slumpforsok &r ett forsok dér resultatet ej kan forutsigas deterministiskt. Slumpforsoket
har olika mojliga utfall. Vi later Utfallsrummet €2 vara méngden av alla mojliga utfall. En
hindelse ar en delméngd av €2, dvs en méngd av utfall. Men, alla méjliga delméngder av €2
behover inte vara tillatna héndelser. For att precisera detta krdaver vi att méngden av alla
héndelser (detta ar alltsa en méngd av méngder) &r en sa kallad o-algebra.

o-algebra
Definition. F ar en o-algebra pa 2 om F bestar av delméngder av €) sa att

(i) Qe F.

(ii) om A € F sa kommer komplementet A* € F.

(iii) om Ay, A, ... € F sa &r unionen A U Ay U--- € F.

Det enklaste exemplet pa en o-algebra dr F = {2, 0}, dvs endast hela utfallsrummet och den
tomma méngden. Av forklarliga skidl kommer vi inte sa langt med detta. Ett annat vanligt
exempel #r att F bestar av alla mojliga delméngder till Q; skrivs ibland F = 2%, och kallas
potensméngden av ). Denna konstruktion &r ldmplig nér vi har diskreta utfall. Om ) bestar
av ett kontinuum sa visar det sig dock att 2 blir alldeles for stor for manga tillimpningar.

Kolmogorovs Axiom: Sannolikhetsmatt

Definition. Ett sannolikhetsmatt pa en g-algebra F 6ver ett utfallsrum € tilldelar ett
tal mellan noll och ett, en sannolikhet, for varje handelse som &r definierad (dvs tillhor F).
Formellt &r P en méngdfunktion; P: F — [0, 1]. Sannolikhetsmattet P maste uppfylla Kol-
mogorovs axiom:

(i) 0 < P(A) <1 for varje A € F.
(i) P(Q) = 1.

(i) Om AN B =0 sa giller att P(AU B) = P(A) + P(B).




Oberoende
Definition. Tva héndelser A och B kallas oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

For att kunna precisera vad for slags funktion (for det &r en funktion) en stokastisk variabel
ar, behover vi diskutera 6ppna méngder pa den reella axeln R.

Definition. Den minsta (minst antal element) o-algebran pa R som innehaller alla 6ppna
intervall betecknar vi med 4. Denna algebra brukar kallas for Borel-o-algebran pa R.

Algebran Z innehaller alltsa alla méngder av typen (a,b) C R, (—o0,¢) U (d,00) C R, kom-
plement av sadana méngder, samt alla uppriakneliga unioner av méngder av foregaende typ.
Detta &ar ganska tekniskt, och inget vi kommer att arbeta med direkt. Men for att fa en korrekt
definition behovs begreppet.

Stokastisk variabel
Definition. En stokastisk variabel ar en reellviard funktion definierad pa ett utfallsrum €.
Funktionen X avbildar alltsa olika utfall pa reella tal; X : Q2 — R.
Mer precist sa kriver vi att X '(B) € F for alla B € 2. Mingden X !(B) definieras
som X 1(B) ={w € Q: X(w) € B} och kallas fér urbilden av B. Miingden bestar alltsa av
alla w € Q som avbildas in i B. Bilden av en delméngd A av §2 betecknas med X (A), och

X(A) ={r € R: X(w) =z for nagot w € A}.

Méngden X (A) ar alltsa virdeméngden for X pa méngden A.
Om X (Q) &ar dndlig, eller bara har uppriikneligt manga virden, sa kallar vi X for en diskret
stokastisk variabel. Annars kallas vi X for kontinuerlig.

Uttrycket X (w) ar alltsa det sifferviirde vi sétter pa ett visst utfall w € Q. Varfor kravet
att urbilden X ~1(B) skall tillhéra de tillitna hindelserna? Det faller sig ganska naturligt,
da X~ 1(B) &r precis de utfall i 2 som avbildas in i médngden B. Saledes vill vi géirna att denna
samling utfall verkligen utgor en héndelse, annars kan vi inte prata om nagon sannolikhet for
denna samling utfall.

For variabler i hogre dimension fokuserar vi pa tva-dimensionella variabler. Det dr steget fran
en dimension till tva som &r det svaraste. Generaliseringar till hogre dimensioner foljer utan
problem i de flesta fall. I R? dr Borelfamiljen % den minsta o-algebra som innehaller alla 6ppna
rektanglar (a,b) X (¢, d). Generaliserar naturligt till hogre dimensioner.

Flerdimensionell stokastisk variabel

Definition. En tvadimensionell stokastisk variabel dr en reell-vektorvird funktion (X,Y") de-

finierad pa ett utfallsrum €. (X,Y) avbildar alltsa olika utfall pa reella vektorer; (X,Y): 2 —
R?. Vi kriiver att (X,Y)"'(B) € F for alla B € 4. Algebran F #r méingden av alla tillatna
héndelser. Om (X,Y") bara antar dndligt eller upprikneligt manga vérden sa kallar vi (X,Y)
for en diskret stokastisk variabel. Om varken X eller Y dr diskret kallar vi (X,Y") for konti-
nuerlig.




Definitionen &r analog med envariabelfallet. Observera dock féljande: en situation som kan upp-
sta ar att vi far "halvdiskreta” variabler med ena variabeln diskret och den andra kontinuerlig!

Ve Vad maste jag forsta av all matematiska?
e En stokastisk variabel dr en sndll funktion fran € till R".

e Utfallsrummet  kan vara abstrakt, e.g., Q2 = {Krona, Klave}.
e Det dr méngden X (Q2) som bestar av siffror (vektorer av siffror).

e Ibland finns en naturlig koppling mellan Q och X (), sdg om vi kastar en térning och
ridknar antalet 6gon vi far.

e En héndelse dr en sndll delméngd av €.

e Om A ér en héndelse sa ér X (A) virdemdangden for funktionen X med A som defini-
tionsméngd. Speciellt sa dr X () alla mojliga véirden vi kan fa fran variabeln X.

e Urbilden X~ !(B) av en delmiingd B C R™ bestar av alla utfall w € Q sa att siffran
(vektorn) X (w) ligger i méngden B.

1.2 Beskrivningar av stokastiska variabler

Om X(Q) ar andlig eller upprikneligt odndlig sa kallade vi X for diskret. En sadan variabel
kan vi karaktérisera med en sa kallad sannolikhetsfunktion.

Sannolikhetsfunktion

Definition. Sannolikhetsfunktionen px: X () — [0,1] for en diskret stokastisk variabel
definieras av px (k) = P(X = k) for alla k € X (Q).

Den vanligaste situationen vi stoter pa ar att utfallsrummet dr numrerat med heltal pa nagot
sitt sa att py dr en funktion definierad for (en delméngd av) heltal (nér det finns en naturlig
koppling mellan 2 och X(2)). Ibland &r vi slarviga och ténker oss att px (k) = 0 for siffror k
som ej ar mojliga (px(—1) = 0 om X dr antal 6gon vi ett tarningskast till exempel).

Vissa egenskaper géller for alla alla sannolikhetsfunktioner:

<>

g Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) px(k) >0 for alla k € X(Q).

) S px(k)=1.

keX ()

(i) Om A C X(Q) sa éir P(X € A) =) _px(k).

En sannolikhetsfunktion &ér alltsa aldrig negativ, om vi summerar over alla mojliga virden
(alla & € X(Q2)) sa maste summan bli ett, och om vi &r ute efter sannolikheten att fa vissa
viarden pa X sa summerar vi sannolikheten for vart och ett av dessa vérden!



Fordelningsfunktion

Definition. Fordelningsfunktionen F'x(x) for en stokastisk variabel X definieras enligt sam-
bandet Fx(z) = P(X < z) for alla z € R.

Det foljer fran definitionen att foljande pastaenden géller.

>

g Egenskaper hos fordelningsfunktionen
® Fxl@) - {

0, — —o0,
1, z— +o0.

(ii) Fx(x) ar icke-avtagande och hogerkontinuerlig.

(i) Fx(@)= Y  px(k).

{keX (Q):k<z}

(iv) P(X >z)=1— Fx(x).

(v) Fx(k) — Fx(k — 1) = px(k) for k € X(5).

Exempel pa hur en sannolikhetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:

px (k) Fx(x)

1 11 -—
0.9 0.9 1 —
0.8 0.8 1
0.7 0.7 1
0.6 0.6 1 —
0.5 0.5 1 —
0.4 041
0.3 0.3+ e—o
0.2 0.2+
0.1 l l I 0.1 ¢

k z
1 2345 1 2 3 45 6 7

Sannolikhetsfunktion px(k) = P(X =k). Fordelningsfunktion Fx(z) = P(X < z).

1.3 Kontinuerliga stokastiska variabler

Tahetsfunktion

Definition. Om det finns en icke-negativ integrerbar funktion fy sa att

P(a<X<b):/be(x)dx

for alla intervall (a,b) C R, kallar vi fx for variabelns tathetsfunktion.




Exempel:

il

t T
a b a
Skuggad area: P(a < X <b). Skuggad arca: P(X > a) = [ fx(z) dz.
@ Egenskaper hos tithetsfunktionen

(i) fx(x) >0 for alla xz € R.

@)[:fﬂ@dle

(iii) fx(z) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per lingdenhet i punkten z.

.

Vi definierar fordelningsfunktionen Fx(z) pa samma sétt som i det diskreta fallet, och finner
att

Fﬂ@zﬂXgmz/mh@ﬁ, z€R.

Fordelningsfunktionen uppfyller (i)—(iii) fran det diskreta fallet, och i alla punkter dar fx(z)
ar kontinuerlig giller dessutom att Fy(x) = fx(x).
Exempel pa hur en téathetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:

fx(v) Fx(x)

0.9 t
0.4 t 0.8 +
0.7 T
0.6 T

0.5 1

J‘
X + + + } + + + + X

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Téthet: Hur "sannolikhetsmassan” &r forde-  Fordelningsfunktionen dr viixande och grins-
lad. Skuggad area &r P(X < 2) = Fx(2). viirderna mot £oo verkar stimmal



Vintevirde
Definition. Vintevirdet £(X) av en stokastisk variabel X definieras som

E(X) = /OO zfx(z)dx respektive EX) = Z kpx (k)

— 00

for kontinuerliga och diskreta variabler.

Andra vanliga beteckningar: u eller px. Vintevardet &r ett lagesmatt som anger vart sannolik-
hetsmassan har sin tyngdpunkt (jamfor med mekanikens berdkningar av tyngdpunkt).

1.4 Hogre dimensioner

Sannolikhetsfunktionen for en diskret 2D-variabel ges av pxy (j, k) = P(X = j,Y = k).

@ Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) pxy(j, k) > 0 for alla (5, k).

(i) > pxy(ik) =1
7k

(iii) Om A C R?sadir P(X € A) = ZZPXY]a
(J,k)eA

Analogt med en dimension kan man introducera begreppet téithetsfunktion fér en kontinuerlig
2D-variabel.

@ Egenskaper hos den simultana tdthetsfunktionen
(1) fxy(z,y) >0 for alla (z,y) € R?.

ii) /_Z /_Z fxy(z,y)dedy = 1.

(iii) Om A € & (sa A C R? ér sndll) sa ir P((X,Y) € A) / fxy(z,y) dedy.

(iv) Talet fxy(x,y) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per areaenhet i punk-
ten (x,y).

Exempel pa hur en tvadimensionell tathetsfunktion kan se ut. Det &r nu volymen, inte arean,
som ska vara ett.




@ Vianteviarde och funktioner av stokastiska variabler
Sats. Lat Y = g(X) och W = h(Xy, Xs,...,X,). I de kontinuerliga fallen blir

B(Y) = / " )
och

EW) = / . / h(z1, %2, . -, Tn) flzy,..on) (@1, T2,y . . ., Tn) dTy - - - dp.

Det diskreta fallet &r analogt.

Varians och standardavvikelse

Definition. Lat X vara en stokastisk variabel med |E(X)| < co. Variansen V' (X) definieras
som V(X) = E((X — F(X))?). Standardavvikelsen D(X) definieras som D(X) = /V(X).

@ Steiners sats
Sats. V(X) = E(X?) — E(X).

For vantevardet géller bland annat foljande regler.




>

g Linjaritet och oberoende produkt
Lat X1, Xs, ..., X, vara stokastiska variabler. Da géller

(i) E (Z cka> = chE(Xk) for alla ¢y, co,...,c, € R;
k=1

k=1
(ii) Om X; och X; dr oberoende giller E(X;X;) = E(X;)E(Xj;).

(iii) V(aX;+b) = a*V(X;) for alla a,b € R;

(iv) V(aX; £ bX;) = a*V(X;) + bV (X)) + 2ab(E(X; X;) — E(X;)E(X;)) for alla a,b € R;

(v) Om Xy, Xy, ..., X, ar oberoende stokastiska variabler ar V' <Z cka) = Z a2V (Xg)
k=1

k=1

for alla ¢q,co,...,c, € R;

A Varianser adderas alltid!

Observera att det alltid blir ett plustecken mellan varianserna: V(aX + bY) = a?V(X) +
b*V(Y). Vi kommer aldrig att bilda skillnader mellan varianser!

Det foljer att standardavvikelsen for en linjarkombination aX +0Y av tva oberoende stokastiska

. _ /.2 2 2
variabler ges av o,x1py = 1/ @05 + bPoy.

Definition. De marginella tiathetsfunktionerna fx och fy for X och Y i en kontinuerlig
stokastisk variabel (X,Y') ges av

Fxl@) = / [ YR S /_ .

Motsvarande géller om (X,Y) ar diskret:

px() =Y pxy(k)  och  py(k)= ZPX’YU’ k).

-

%@ Oberoende variabler

Sats. Om (X,Y) &r en stokastisk variabel med simultan téthetsfunktion fxy géller att X
och Y &r oberoende om och endast om fxy(z,y) = fx(z)fy(y). For en diskret variabel &r
motsvarande villkor pxy (j, k) = px(j)py (k).




@ Faltningssatsen
Sats. Om X och Y &r oberoende kontinuerliga stokastiska variabler sa ges tathetsfunktio-
nen fy for Z =X +4+Y av

z) = /_00 fx(@)fy(z—x)dz, z€R.

Motsvarande géller for diskreta variabler:

k) = pr(j)PY(k —J)

2 Normalférdelning

Normalfoérdelningen &r sa viktig att den far ett eget avsnitt. Se till att ni verkligen kommer ihag
hur man hanterar normalférdelning, mycket &r vunnet senare om detta maskineri sitter bra.

%f Normalférdelning

Variabeln X kallas normalférdelad med parametrarna p och o, X ~ N(u, 0?), om

fx(z) = - . exp (—M> ., z€R.

o 202

Om g = 0 och o =1 kallar vi X for standardiserad, och i det fallet betecknar vi tathetsfunk-

tionen med
@)= e (-5). seR
) = €ex -, x .
¥ o p 5

Fordelningsfunktionen for en normalférdelad variabel ges av

Ay
exp( —#)> du, x€R,

F
x(@) = 202

oV 2T

och dven hér doper vi speciellt den standardiserade fordelningsfunktionen till

u2
O(x) ex du, xz € R.
\/277/ p( )

@ Standardisering av variabel
Om X &r en stokastisk variabel med E(X) = p och V(X) = 02, sa éir Z = (X — pu)/o en
stokastisk variabel med E(Z) = 0 och V(Z) = 1. Vi kallar Z fér standardiserad.

5%7 A N(/L,O‘Q)

Om X ~ N(u,0?) sa ér E(X) = p och V(X) = o2




Standardavvikelse eller varians?

I kursboken (Blom et al) anvénds beteckningen X ~ N(u,0), sa den andra parametern &r
alltsa standardavvikelsen o, inte variansen ¢? som vi anvént ovan.

Y
o=0.5
0.40 1
—d--7 x
@ Bruk av tabell for &(x)
Lat X ~ N(0,1). Da giller
(i) P(X <z)=®(z) for alla z € R;
(ii) Pla < X <b)=®(b) — P(a) for alla a,b € R med a < b;
(iii) ®(—z) =1— ®(x) for alla x € R.
Yy Yy Y
T ¢ a b ’ - €z ’
() o(b) — P(a) O(—z)=1— ()
-\@’- Exempel

Lat X ~ N(0,1). Bestdm P(X <1), P(X <1), P(X < —1),samt P(0 < X <1).
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Direkt ur tabell, P(X < 1) = &(1) ~ 0.8413. Eftersom X &r kontinuerlig kvittar det om
olikheterna &r strikta eller inte, sa P(X < 1) = P(X < 1) = ®(1) igen. Vidare har vi

P(X <—1)=®(—1)=1—®(1) = 0.1587

och P(0 < X < 1) = ®(1) — ®(0) = 0.8413 — 0.5 = 0.3413.

@ Standardisering av normalférdelning

X —
Sats. X ~N(u,0?) & Z=-—"tN(@,1).
g

r-\@’- Exempel

Lat X ~ N(0,1). Hitta ett tal a sa att P(|X| > a) = 0.05.

Situationen ser ut som i bilden nedan. De skuggade omraderna utgor tillsammans 5% av san-
nolikhetsmassan, och pa grund av symmetri maste det vara 2.5% i varje "svans”.

Y

Om vi soker talet a, och vill anvéinda funktionen ®(z) = P(X < x), maste vi soka det tal som
ger ®(a) = 0.975 (dvs de 2.5% i vénstra svansen tillsammans med de 95% som ligger i den
stora kroppen). Detta gor vi genom att helt enkelt leta efter talet 0.975 i tabellen 6ver ®(x)

varden. Dar finner vi att a = 1.96 uppfyller kravet att P(X < a) = 0.975.

@ Summor och medelvirde
Sats. Lat X, Xs,..., X, vara oberoende och X3 ~ N(u,0?) for k = 1,2,...,n. Da giller

foljande:

n . 1 %
X;:ZXkNN(nu,nJQ) och X:ZEZXkNNWaUQ/n)’
k=1 =

Mer generellt, om X ~ N(ug,02) och cg, 1, ..., ¢, € R r

11




Likheten for medelvardet ar intressant da det innebér att ju fler "likadana” variabler vi tar med
i ett medelvéirde, desto mindre blir variansen. Till exempel far vi alltsa sédkrare resultat ju fler
métningar vi gor (nagot som kénns intuitivt korrekt). Det dr dock mycket viktigt att variablerna
ar oberoende. Annars géller inte satsen! Vi bildar aldrig heller nagra skillnader mellan varianser,
utan det som gor att variansen minskar med antalet termer &r faktorn 1/n i medelvérdet:

2

— 1 — 1 - 1 — no? o
v v (A5 ) = L (S < A3 v <17 -2

eftersom variablerna dr oberoende och V(X}) = o2 for alla k.
Nottera dven att satsen faktiskt sdger att summan av normalférdelade variabler fortfarande ar
normalfordelad, nagot som inte géller vilken fordelning som helst (se faltningssatsen).

12



Statistisk inferens

"We have such sights to show you”
—Pinhead |
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3 Begrepp

Vi dr nu redo for att dyka ned i statistisk inferensteori! I sedvanlig ordning bérjar vi med att
definiera lite begrepp sa vi dr 6verens om vad vi diskuterar.

Stickprov
Definition. Lat de stokastiska variablerna X, Xs,..., X,, vara oberoende och ha samma
fordelningsfunktion F'. Foljden X, X, ..., X, kallas ett slumpmaissigt stickprov (av F).
Ett stickprov xi, xs,..., z, bestar av observationer av variablerna Xi, X»,..., X,,. Samt-
liga mojliga observationer brukar kallas populationen. Vi siger att stickprovsstorleken
ar n.

@ Exempel

Antag att vi kastar en perfekt tdrning 5 ganger och att dessa kast ar oberoende. Fore kasten
representerar den stokastiska variabeln X resultatet vid kast k dér alla X, har samma fordel-
ning; vi vet dnnu inte vad resultatet blir, men kénner sannolikhetsférdelningen. Foljden X,
k=1,2,...,5 ar det slumpmdssiga stickprovet.

Efter kasten har vi erhallit observationer xy, o, ..., x5 av det slumpméssiga stickprovet. Dett
ar vart stickprov och bestar alltsa av utfallen vid kasten. Dessa observationer tillhor popula-

tionen. Stickprovsstorleken ar 5.

Virt att notera ar att sprakbruket ibland &r slarvigt dar bade stickprov och slumpmaéssigt stick-
prov anvénds for att beskriva bade foljden av stokastiska variabler och foljden av observationer
(utfall). Det viktiga &r att halla koll pa vad ni sjélva menar nar ni genomfor analyser.

4 Representation av stickprov

Man kan representera statistiska data pa en hel dros olika sédtt med allt fran tabeller till stolp-
diagram till histogram till ladplottar. Las avsnittet i boken om detta. Vi néjer oss med att
titta lite ndrmare pa de verktyg vi kommer anvénda oss av i kursen. Ett mycket vanligt sitt
att visualisera fordelningen for en méngd data dr med hjélp av histogram. Vi genererar lite
normalfordelad slumpdata i MATLAB och renderar ett histogram.

>> U = normrnd(10,3,500,1); >> U = normrnd(10,3,500,1);
>> histogram(U); >> histfit (U)

60

80

70 - 50 |

60 | —
40 |
50

40 F 1 30

30+
20+

20 -

10 +
10

0 . _

0 5 10 15 20 %

5 10 15 20

Om vi testar med exponentialfordelning istéllet blir resultatet enligt nedan.
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>> U = exprnd(10,500,1);
>> histogram(U) ;

180

160 F

140

120

100 ¢

80 |

60 |

40 F

20 F

Ett ladagram (boxplot) representerar ocksa materialet, kanske pa ett enklare séitt for den oin-
satte i sannolikhetsfordelningar. Ladan innehaller 50% av resultaten och den vénstra ladkanten
dr den undre kvartilen (25% till vénster om den) och den hogra &r den 6vre kvartilen (med 25%
till hoger om den). Medianen markeras med ett streck i ladan. Maximum och minimum mar-
keras med sma vertikala streck i slutet pa en horisontell linje genom mitten pa ladan. Varden
som bedoms vara uteliggare markeras med kryss ldngs samma centrumlinje.

>> U = exprnd(5,500,1); >> U = normrnd(10,3,500,1);
>> boxplot(U, ’orientation’, ’horizontal’); >> boxplot(U, ’orientation’, ’horizontal’);
1 % ——————— W+#% + + 1 4+ ————————————————————————— +
0 5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20

Vi kan tydligt se skillnad pa hur métvarden ar spridda. Jamfor &ven med motsvarande histogram
ovan.

4.1 Tva-dimensionell data

Vikan dven ha métvirden i form av punkter (x,y) och den vanligaste figuren i dessa sammahang
ar ett spridningsdiagram (scatter plot) ddr man helt enkelt plottar ut punkter vid varje
koordinat (x;,y;).

>> U = normrnd(10,3,500,2);
>> scatter(U(:,1), U(:,2), ’x’);

15
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Vi ser fran figuren att vérdena verkar vara centrerade kring (10, 10) och att det verkar fore-
ligga nagon form av cirkuldr symmetri. Stammer det for den bivarata normalférdelningen nér
komponenterna &dr oberoende? Vi kan &ven rendera ett tva-dimensionellt histogram.

>> hist3(U);

Vad géller om variablerna i den bivariata normalférdelningen inte &r oberoende?
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>> mu = [10 10]; rho = 0.90; s1 =1; 82 = 1;
>> Sigma = [sl*sl sl*s2*rho; sl*s2*rho s2%s2]
>> R = chol(Sigma);

>> z = repmat(mu, 200, 1) + randn(200,2)*R;
>> scatter(z(:,1),z(:,2), ’x’);
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Virdena verkar fortfarande vara centrerade kring (10,10) (i nagon mening) men symmetrin
verkar nu utdragen diagonalt. Stdmmer det for en bivarat normalférdelningen med korrelatio-
nen 0.907 Ett histogram kan genereras som ovan.

>> hist3(z);
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Nagot konstigare? Visst.

>> x = (-10:0.05:10); y = sin(x) + normrnd(0,0.25,size(x));
>> scatter(x,y,’x’);
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Vi kan tydligt urskilja sinus-termen och nagot slags brus som gor att det inte blir en perfekt
linje. Kan man fa bort bruset?

5 Punktskattningar

Antag att en fordelning beror pa en okénd parameter 6. Med detta menar vi att fordelningens
tathetsfunktion (eller sannolikhetsfunktion) beror pa ett oként tal , och skriver f(x; 6) respek-
tive p(k; 0) for att markera detta. Om vi har ett stickprov fran en fordelning med en okénd
parameter, kan vi skatta den okdnda parametern? Med andra ord, kan vi gora en "gissning” pa
det verkliga vardet pa parametern 67

%f Punktskattning
Definition. En punktskattning 9 av parametern 6 dr en funktion (ibland kallad stick-
provsfunktion) av de observerade virdena xq, s, ..., oy:

6= g(x1, e, ..., Ty).

Vi definierar motsvarande stickprovsvariabel &) enligt

O = g(X1, Xo,..., X,).

18



Det &r viktigt att tédnka pa att 0 ir en siffra, berdknad fran de observerade virdena, medan @)
dr en stokastisk variabel. Som vanligt anvénder vi stora bokstéver for att markera att vi syftar
pa en stokastisk variabel. Sambandet mellan 0 och © ir alltsa att § &r en observation av den
stokastiska variabeln ©. Férutom detta dras vi fortfarande med det okinda talet f, som inte ar
stokastiskt, utan endast en okdnd konstant.

N

208 Exponentialférdelning

Betrakta en exponentialfordelning med oként véinteviarde. Formeln &r valkand: for alla x > 0
giller att f(z; u) = p~'exp(u~'z). Parametern 0 ér alltsa vintevirdet p i detta fall. Ibland
anvander man exponentialférdelningen for att beskriva elektriska komponenters livslangd, och

genom att betrakta ett stickprov kan man da uppskatta livslingden for en hel tillverknings-
omgang.

[\ Stokastiskt eller ej?

Var noggran med att tydligt visa och gora skillnad pa vad som é&r stokastiskt eller inte i din
redovisning! Vi har tre storheter:

(i) 6 — verkligt viarde. Okéant. Deterministiskt.

(i) 6 — skattat viirde. Ként (bersknat fran stickprovet). Deterministisks.

~

(iii) © — stickprovsvariabeln. Denna &r stokastisk!

Sannolikheter som beréiknas bor anvénda sig av © da © beskriver variationen hos 8 for olika
stlckprov Om bara 8 och 6 ingér &r sannolikheten alltid noll eller ett (varfor?).

Sa om vi har ett stickprov fran en fordelning som beror pa en okdnd parameter, hur hittar vi
skattningsfunktionen ¢? Fungerar vad som helst?

N

@ Exempel

Vid fyra dagar pa en festival gjordes ljudnivamétningar vid lunchtid. Féljande métdata er-
holls: 107dB, 110dB, 117dB, 101dB. Vi antar att métningarna ar observationer av oberoende
och likafordelade variabler med oként vantevarde p. Hur hittar vi en skattning 17

(i) & = 100dB &r en skattning.

(ii) 7t = 107dB (den forsta dagen) dr en skattning.

(ii) @ = (1074 110+ 117+ 101)/4 = 108.75dB (medelvérdet) &r en skattning.
) =

(iv min{107,110,117,101} = 101dB é&r en skattning.

Sa svaret ér i princip "ja,” alla vérden f som #r tillatna i modellen vi betraktar ir punkt-
skattningar. Hur véljer vi da den bésta, eller atminstone en bra, punktskattning? Stickprovsva-
riabeln © #r en stokastisk variabel, sa normalt sett har den en tdthetsfunktion (alternativt
sannolikhetsfunktion). Vi skisserar en téankbar téthetsfunktion for e (tdnk dock pa att O ty-
pisk ér en flerdimensionell stokastisk variabel da 0= 9(X1, Xoy ..., X0)).
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f f €T

0 E(©) 0

Vi vet att § beriknas fran observerade siffror, sa 0 kan hamna lite vart som helst. Dessutom vet
vi inte om véantevirdet £(O) sammanfaller med det okdnda véardet 6. Sa hur kan vi da avgora
om en punktskattning &ar bra eller inte? Det finns tva viktiga kriterier: vintevdrdesriktighet och

konsistens. Vi aterkommer till dessa nésta foreldsning.

?f Vianteviardesriktig skattning

Definition. Stickprovsvariabeln © kallas véntevirdesriktig (vvr) om E(©) = 6.

Om en punktskattning inte &r véntevérdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi

~

definierar detta som skillnaden E(©) — . En vintevirdesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna rétt (tdnk pa de stora talens lag).

W Systematiskt fel; bias
Definition. Om E(@) — 0 # 0 s& séiger vi att © har ett systematiskt fel (ett bias).

5.1 Vanliga punktskattningar

Vissa punktskattningar &r sa vanliga att de ha fatt egna namn. Vi vill ofta skatta medelvirdet
som positionsmatt och stickprovsstandardavvikelsen &r ett vanligt matt pa spridningen.

W Stickprovsmedelvirde

1 n
Definition. Stickprovsmedelvéirdet T = — E x; dr en skattning av stickprovsvintevéar-
n
i=1

1 &
detX:E;Xi.
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W Stickprovsvarians och stickprovsstandardavvikelse

IR IR -
Definition. Stickprovsvariansen s* = —— Y (z; — 7)? skattar S = —— ) (X; — X)*.
n—1c n=1

Stickprovsstandardavvikelsen skattar vi med med s = v/s2, dvs s ar en skattning av S.

Varfor n — 17 Vi aterkommer till det néista foreldsning.

6 Vilka skattningar ar bra?

Nér vi har ett stickprov fran en fordelning som beror pa en okénd parameter sa fungerar alltsa
i princip vad som helst som skattning pa parametern. Funktionen g &r saledes godtycklig. Vi
vet att 6 beréknas fran observerade siffror, sa 6 kan hamna lite vart som helst. Dessutom vet vi
inte om véntevirdet £(©) sammanfaller med det okénda vérdet 6. Sa hur kan vi da avgora om
en punktskattning ar bra eller inte? Det finns tva viktiga kriterier: vintevdrdesriktighet som vi

sag ovan och konsistens.
Om en punktskattning inte dr véntevérdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi

definierar detta som skillnaden F ((:)) — 0. En véntevardesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna ratt (tdnk pa de stora talens lag). Vi vill

ocksa girna ha egenskapen att en punktskattning blir battre ju storre stickprov vi anvander.

%7 Konsistent skattning

Definition. Antag att vi har en punktskattning o, for varje stickprovsstorlek n. Om det for
varje € > 0 géller att R
lim P(|6, — 0| >¢€) =0,

n—oo

sa kallar vi denna punktskattning for konsistent.

Teknisk definition, men inneborden bor vara klar. Nar stickprovsstorleken gar mot odndligheten
sa ar sannolikheten att skattningen befinner sig ndra det okénda véardet stor. Villkoret for
konsistens kan vara lite jobbigt att arbeta med sa foljande sats &r ofta anvéndbar for att
kontrollera konsistens.

<>

g Ett kriterium for konsistens
Om E(O,) = 6 for alla n och lim V(©,,) = 0 s #r skattningen konsistent.

n—oo

Bevisskiss: Har anviander vi Tjebysjovs olikhet: om a > 0 och X &r en stokastisk variabel sa

1
att E(X) = p och V(X) = 0 < oo, sa géller P(|X — pu| > ac) < —. Om vi later a = €/oy,
a
2
for fixt € > 0 sa erhaller vi P(|© — 6| > ¢) < U—;‘ — 0 dan — oo, eftersom o2 = V(0,,) — 0
€

da n — oo. O]
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0.40 1

Mindre varians fér © medfor att sannolikhetsmassan &r mer centrerad kring vintevirdet (vid
symmetrisk fordelning).

N

@ Exempel
Betrakta exemplet med ljudnivaerna igen, vi hade foljande métdata: 107dB, 110dB, 117dB,
101dB. Vi undersoker skattningarna lite ndrmare.

(i) = 100dB &r en fix siffra och kan varken vara véintevirdesriktig eller konsistent. Dalig
skattning.

(ii) Den forsta siffran &r en observation av den forsta variabeln X i stickprovet. Alltsa
ar M = X;. Eftersom E(M) = E(X;) = p sa ér skattningen véntevérdesriktig. Med
konstant varians oavsett stickprovsstorlek kan den dock inte vara konsistent.

(iii) Medelvérdet ar bade vantevérdesriktigt och konsistent; se nista avsnitt!

(iv) Hér blir det lite klurigare nér vi bildar minimum av observationerna. Vi undersoker ett
specialfall dér variablerna &r exponentialfordelade, sig X; ~ Exp(u). Da giller att (se
avsnittet med ko-teori i TAMS79)

—

M = min{ X3, Xy, X3, X4} ~ Exp(u/4).

o~

Saledes erhaller vi att E(M) = pu/4 # u. Det finns alltsa gott om fall da detta inte &r
en vantevérdesriktig skattning! Gar det att korrigera skattningen?

6.1 Effektivitet — jamforelse mellan skattningar

Sa om vi har tva olika stickprovsvariabler © och ©*, hur avgor vi vilken som &ar "béast”? Om
bada ar vantevardesriktiga och konsistenta, kan man sédga att en &r béttre?

22



W Effektivitet
Definition. En skattning © kallas effektivare én en skattning ©* om V(6) < V(0%).

Den stickprovsvariabel med minst varians kallas alltsa mer effektiv, och med mindre varians
kénns det rimligt att kalla den skattningen béttre (om den &r nagorlunda véntevirdesriktig).

7 Momentmetoden

Sa kan man systematiskt finna limpliga skattningar pa nagot sdtt om man kénner till viss
information om fordelningen? Svaret &ér ja, det finns manga sadana metoder. Bland annat
momentmetoden, MK-metoden (minsta kvadrat), och kanske den vanligaste, ML-skattningar
(maximum likelihood). Vi bérjar med att betrakta momentmetoden.

@7 Momentmetoden (fér en parameter)
Definition. Lat E(X;) = p(0) for alla i. Momentskattningen 0 av 0 fas genom att losa

ekvationen p(f) = T.

-‘@’- Exempel
Lat x1, xa, . .., z, vara ett stickprov fran en férdelning med tathetsfunktionen f(x; 6) = fe
for x > 0. Anvind momentmetoden for att punktskatta 6.

—6Ox

Losning: Vi borjar med att berdkna véntevérdet, det vill sdga funktionen p(6). Alltsa,

oo —0x ] >® oo
wu(f) = / 0™ do = [m@e ] —|—/ e =071,
0 —0 0 0

~

Vi léser nu ekvationen () = T, och erhaller da att

0'=7 o 0=

)

Sl

sa lange T # 0. Momentskattningen av 6 ges alltsa av 0 = (7). Vad hinder om 7 = 07?

Om man har flera parametrar da? Hér visar det sig varfor metoden ovan kallas momentmetoden.

Moment
Definition. Lat X vara en stokastisk variabel X. For k = 1,2, ... definierar vi momenten my,
for X enligt my = E(X*).

Det forsta momentet m; ar alltsa inget annat dn vintevirdet for X.
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Momentskattning med flera parametrar

Definition. Lat X ~ F(z; 60,0s,...,0;) bero pa j okénda parametrar 6,6,,...,60; och
definiera m; (61,6, . ..,6;) = E(X"), 1 =1,2,... Momentskattningarna for 6;, k = 1,2,..., 7,
ges av losningen till ekvationssystemet

~ ~ ~ 1 :
mi(é’l,ﬁz,...,@j):Esz, 221,2,,j

Observera att det inte dr sédkert att en 16sning finns eller att 16sningen dr entydig i de fall den
existerar. Vidare kan det &ven intréffa att 16sningen hamnar utanfér det omrade som é&r tillatet
for parametern (i vilket fall vi givetvis inte kan anvénda den).

o

@ Exempel
Lat Xp ~ N(p,0%), k = 1,2,...,n vara ett stickprov. Hitta momentskattningarna for p
och 2.

Losning. Vi vet att E(X) =y och E(X?) =V(X) + E(X)? = 0%+ u?, sa

o~

p=1,
1 n
~2 | =2 2
oT+u ==
o is
k=1
Saledes erhaller vi direkt att 7 = 7. For o2 dr
1 I
~2 Z 2 2 _ . _ —\2
or=—) 2y —T =--=—Y (xp—7)°.
g L

Néstan stickprovsvariansen alltsa.

Vektornotation for parametrar
Definition. Nér vi har en férdelning som beror pa flera parametrar, ség 61,0s,...,0;, sa
skriver vi ibland @ = (6y,0s,...,60;) € R’ som en j-dimensionell vektor. Notationen blir da
mer kompakt. Bokstéver typsatta i fet stil indikerar oftast en vektor i denna kurs.
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Forelasning 2: Punktskattningar

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

27 augusti 2018

1 Repetition

Stickprov
Definition. Lat de stokastiska variablerna X;, Xs,..., X, vara oberoende och ha sam-
ma fordelningsfunktion F. Ett stickprov xq, xs,..., x, bestar av observationer av variabler-
na X, Xo,..., X,. Visager att stickprovsstorleken &r n.
% Punktskattning

Definition. En punktskattning 0 av parametern 6 dr en funktion av de observerade virde-
na Ty, Tro,...,Tn: .
0 =g(xy,29,...,2,).

Vi definierar motsvarande stickprovsvariabel ) enligt

O = g(X1, Xo, ..., X,).

/B Stokastiskt eller ej?
Var noggran med att tydligt visa och gora skillnad pa vad som &r stokastiskt eller inte i din
redovisning! Vi har tre storheter:
Y
(i) @ — verkligt viirde. Oként. De-
terministiskt.

~

(ii) 6 — skattat virde. Kéant (berdk-
nat fran stickprovet). Determi-
nistiskt.

~

(iii) © — stickprovsvariabeln. Denna
ar stokastisk!

0 E(©) 4
Sannolikheter som beréknas bor anvénda sig av © d4 © beskriver variationen hos 8 for olika
stickprov. Om bara 6 och # ingar &r sannolikheten alltid noll eller ett (varfor?).




W Egenskaper for skattningar

Definition. Stickprovsvariabeln O kallas
(i) wintevirdesriktig (vvr) om E(©) = 6;
(i) konsistent om det for varje € > 0 géller att

lim P(|©, — 6] > ¢) =0,

n—oo

déar @n ar punktskattningen for varje stickprovsstorlek n;

(iii) effektivare &n en skattning ©* om V(0) < V(6%).

Om en punktskattning inte &r véntevérdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel. Vi
definierar detta som skillnaden E(©) — . En vintevirdesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna ritt (tdnk pa de stora talens lag). Vi vill
ocksa gérna ha egenskapen att en punktskattning blir battre ju storre stickprov vi anvander.

2 Vanliga punktskattningar

Vi stotte pa medelvardet och stickprovsvariansen pa foregaende foreldsning. Dessa skattningar
ar vettiga skattningar av véntevirdet och variansen i meningen att de ar vantevardesriktiga
och konsistenta.

@ Medelvirde

— 1
Medelvardet X = — E X, &ar en vintevirdesriktig och konsistent skattning av vantevérdet.
n
i=1

Bevis: Variablerna X} ér oberoende och likaférdelade. Lat E(X;) = u och V(X;) = o? for
alla 7. Eftersom véntevardesoperatorn &r linjar sa géller att

EX)=E (%i){) - %iE(Xi) - 72—“ -

Alltsa ar X en vintevirdesriktig skattning av pu.
Da variablerna ar oberoende kan vi gora en liknande kalkyl for variansen:

2 2

— 1 — 1 — no o
X) = - Xi|=— X)=—=—.
V(X) V<n2 ) n2;V( =5 =

Hir ser vi att V(X) — 0 da n — oo, si enligt satsen ovan dr skattningen konsistent.



@ Stickprovsvarians

1
n—1

n
Z(Xi — X)? &r en vintevirdesriktig skattning av variansen.

=l

Stickprovsvariansen S% =

Bevis: Detta bevis ér lite bokigare, men foljer samma princip.

1 n — 1 " — _—
E X, —X)?| = E X2 _2X, X+ X
(S xr) = g (S -onr e v

n

= L S(B(X?) - 2B(XX) + B(XY).

n—14%
=1

Vi vet att E(X) = p och att V(X) = 0%/n. Steiners formel siiger att E(Y?) = V(Y) + E(Y)?
for en stokastisk variabel Y, vilket vi kan utnyttja for att skriva

E(X2)=V(X,)+ E(X,)? =0+ 4% samt E(X)=o>/n+ u’.

Vidare sa ser vi att

— 1 — 1 —
BE(X;X)=F <XZ»— § Xk> == § B(X;X})
' n
k=1 k=1

och eftersom E(X;X}) = E(X;)E(X;) = p? om i # k (eftersom dessa variabler 4r oberoende)
och EB(X?) = 0%+ p? (da i = k) kan vi skriva

B(X;X) = ((n—Dp? +0° +p?)/n = p* +0°/n.

Vi atergar till det sokta vantevérdet:

n 2 2
2(0_2+M2_2(M2+02/n)+02/n+ﬂ2):nUTL#/nZO_Q'

2y _
E(S7) = 2 ]

n—1

Alltsa dr S? en viinteviirdesriktig skattning (av 02). Virt att notera ir att S = v/S? inte &r en
véntevirdesriktig skattning av o (men den anvénds oftast dndal).

3 Metoder for att hitta punktskattningar

Vi har slarvat lite i definitionen av punktskattningar nir det géller vilka viarden pa den okénda
parametern 6 som ar tillatna. Vi infor begreppet parameterrum.

Parameterrum

Definition. Vi later {2y beteckna parameterrummet av alla tillatna véirden pa parame-
tern 6.

Parameterrummet &r alltsa en delméngd av R? dér p dr antalet parametrar (tdnk pa att 6 kan
vara en vektor @ = (61,6,....6,)).



N

Exempel

(i) Om X ~ N(p,0?) kan vi téinka oss @ = (p,0?), i vilket fall parameterrummet kan
representeras som R x (0, 00).

(ii) Om X ~ Bin(n,p) dér n &r fixerad &r parameterrummet €2, = [0, 1].

Skulle vi med nagon metod hitta en skattning som faller utanfor parameterrummet maste den
forkastas. Sa ater till fragan hur vi hittar skattningar mer systematiskt.

3.1 Momentmetoden

Vi sag momentmetoden i forra foreldsningen. Lat oss endast repetera vad den gick ut pa.

Momentskattning med flera parametrar

Definition. Lat X ~ F(x; 01,0, . .. ,0;) bero pa j okdnda parametrar 6;,6,,...,6; och
definiera m; (61, 6s, . ..,0;) = E(X"), i =1,2,... Momentskattningarna for 0, k =1,2,...,7,
ges av losningen till ekvationssystemet

A ol
mi(ﬁl,ﬁg,...,ﬁj):EZmﬁc, 12172,,j
k=1

3.2 MK-skattning

Minsta kvadrat-metoden har vi egentligen stott pa i tidigare kurser, mer specifikt nér vi hit-
tade approximativa losningar till 6verbestdmda ekvationssystem. Faktum &r att vi kommer att
upprepa den proceduren senare i denna kurs i sammband med linjér regression.

Lat xq, 2o, ..., x, vara observationer av oberoende stokastiska variabler Xi, X5, ..., X, sadana
att E(Xy) = ur(0) och V(Xy) = o2 for k = 1,2,...,n (alltsd samma varians men potentiellt
olika vantevéarden).

% Minsta kvadrat-skattning
Definition. Minsta kvadrat-skattningen for 6 ges av den vektor 6 som minimerar

n

Q) =" (- uk(§)>2.

k=1

N

Q" Exempel
Lat Xq,..., X, vara ett slumpméssigt stickprov fran en fordelning F'. Hitta MK-skattningen
for vantevérdet p.




Lésning. Vi stéller upp funktionen

n

Q) = (zr— )’ peR.

k=1

Vi soker nu det varde i som minimerar (). Enklast ar att ta till envariabelanalysen och derivera
och soka efter stationédra punkter:

n n 1 n
0=Q(m)==2Y (mx—p) & mu=D3 m & p=_3 m=7T
k=1 k=1 1

Ar detta ett minimum? Eftersom Q"(Z) = 2n > 0 #r det mycket riktigt ett minimum. Den
eftersokta MK-skattningen av vantevirdet ar alltsa = 7.

o

Enkel linjar regression

12 T

Antag att vi gjort métningar y; pa nagot vid 100 |
vissa varden x,, k = 1,2,...,n och att ett
spridningsdiagram visar nagot i stil med figu- 8| :
ren till hoger. Det forefaller rimligt att det fore-
ligger ett approximativt linjért samband. Kan o |
vi hitta en linje som passar in i métserien? vi 4| .
soker alltsa en linje y = (y + f1x som i nagon
mening approximerar mitresultaten. I vilken 2| h
mening? Dar finns flera sitt, men det vanligas- ol |
te ar nog att minimera kvadraten i felen. x

| | | |

0 1 2 3

Losning. Vi betraktar varje punkt (zg, yx) som att xy ar fixerad och y; &r en observation av en
stokastisk variabel Y = [y + 12 + €, dér €, dr oberoende stokastiska variabler med E(eg) = 0
och V(e;,) = 02 Detta #r den typiska modellen vid linjir regression. Konstanterna 3y och ; #r
okénda och det ar dessa vi vill bestamma. Eftersom

E(Y) = Bo+ Bz och  V(Y;) =0

sa blir
n n

Q(Bo, b1) = Z(yk - E(Yk))2 = Z(yk — B0 — 5155’6)2'

k=1 k=1

Minimering av denna funktion med avseende pa [y och ; ger skattningarna BO och Bl. Jakten
pa minimum sker nog enklast med lite flervariabelanalys:

0=VQ=(Qh Qs)=-2> (y; — Bo— frzj, z;(y; — Bo — i)
j=1

sa

nﬁo-i‘ﬁlzwj :Zyj & fot+/T=Y
=0

J=1
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och
Bod ait B 2= wy, & nfT+H Y ai=> auy
=0 7=0 j=1 3=1 j=1

Forsta ekvationen ger att Sy =7y — 51T, sa
n n
nTy — finT’ + b Z x} = Z Z;jY;
j=1 j=1

vilket om vi l6ser ut 37 leder till

2 5=y — Ty (% — 7)Y )
Z?:l sz — na’ Z?:l(xj —T)?

b=

3.3 ML-skattning

Lat X1, Xs,..., X, vara oberoende stokastiska variabler med tathets- eller sannolikhetsfunk-
tioner f;(x; @) respektive p;(k; @). Vi antar att samtliga endera &r kontinuerliga eller diskreta.
Det typiska &r att alla variablerna har samma fordelning, men det &r inget nédvéandigt krav for
metoden (diremot forenklar det sa klart). Samtliga fordelningar beror dock pa en och samma
parameter @ som kan vara vektorvard.

9%/ ML-skattning

Definition. ML-skattningen for 8 dr det virde som gor att likelihood-funktionen L(6)
maximeras, dar

L(0) = [ [ fi(x1:0) = fi(21:0) - fo(w2;0) -+ fulw0: 0)
k=1
i det kontinuerliga fallet och

L(6) = Hpk(ﬂﬂk; 0) = p1(21;0) - p2(22;0) - - pu(n; 0)

& det diskreta fallet.

Sa vad dr da ML-skattningen? Ganska enkelt &r det den skattning som gor att det stickprov
vi observerat dr det mest troliga. Eftersom vi antar att variablerna som stickprovet dr obser-
vationer av dr oberoende ges den simultana téthets- eller sannolikhetsfunktionen av produkten
av de marginella, sa vi véljer helt enkelt den skattning som maximerar den simultana téthe-
ten/sannolikheten.

Ofta nir man arbetar med ML-skattningar nyttjar man den sa kallade log-likelihood-funktionen:

[(0) =1InL(0).

Denna funktion bevarar de flesta av de egenskaper vi ar intresserade av eftersom In ar stringt
véixande och L(0) € [0,1]. Specifikt sa har L(0) och I(#) samma extrempunkter.



N

Q Exempel
Lat x1, xs, . .., x, vara ett stickprov av en exponentialférdelning med okénd intensitet 6. Hitta
ML-skattningen for 6.

Losning. Tithetsfunktionen ges av f(x) = fe %, x >0, sa

L(9) = H@e—emk — 0" exp (—HZIk> = [(#)=InL(#)=nlnb — QZ:Z:k.
k=1 k=1

Vi undersoker vart det finns extrempunkter och finner att

under forutsittning att T # 0. Ar detta ett maximum? Anvéind det ni lirt er i envariabelana-

lysen! Till exempel ser vi att
n

—
sa l”(0) < 0 for alla 6 > 0. Saledes ar det ett maximum vi funnit.

l/l(g) —

N

Q Exempel

Lat X ~ Bin(n,p) med p okénd och lat z vara en observation av X. Hitta ML-skattningen
for p.

)TL—.’E

Losning. Sannolikhetsfunktionen ges av p(z) = < Z ) p* (1 —p)"~%, sa

L@w:(ﬁ)p%1—mwx
= Ilp)=Cn,x)+xInp+ (n—z)In(1 — p),

dér C(n,x) ar en konstant (med avseende pa p). Parameterrummet ges av €, = (0,1). Vi
deriverar och erhaller att
n—r (I-pr—Mm—-z)p x—np x

i
- — = = & r=np & p=-—.
p l—p p(1—p) p(1—p) n

0="1(p) =

o P I .. . .
ML-skattningen &r saledes p = — om detta &r ett maximum. Vi kontrollerar:

n
| p
p) [+ 0 -
Ip) | /7 max ™\

Vad skulle hiinda om observationen blev x = 0 (eller z = n)?



Lat xy, @9, ..., z, vara ett stickprov fran N(u,o?) dir bade p och o2 dr okéinda. Hitta ML-
skattningarna for p och o?.

Exempel

Losning. Vi har nu tva okénda parametrar och likelihoodfunktionen ges av

= T — )2 1 1 & )
L(p,v) = H \/%GXP (—%) = WGXP <—% Z(xk — 1) > )

n

I(p,v) = konstant — g Inv — By (zp — p)*.
k=1

Parameterrummet ges av €,,, = R x (0,00) och vi vill maximera [(p,v). Stationdra punkter
finner vi dar VI(u,v) = (0,0), sa vi berdknar de partiella derivatorerna:

n

1 n
l/ = — — = — (1 —
,u(:uv U) v ;(xk /J“) v (.T M)
och
o) = 2+ 5 Y
v lu’ - 2U 21}2 k /‘L :
k=1
Det &r tydligt att 4 =7 och
n 1 < ) 1< )
= _ = — _ _
k=1 k=1
sa VI = 0 precis da
1 n
p=7 och v=—Y (v, —7)%
n
k=1

Ar detta ett maximum? Vi undersoker nirmare:

T n _n (T— /J’) )
H(p,v) = " v ) = o . vz 7
(k) (%L%) (‘ﬁ@—waﬁ—%Zm@VWV

1
dar vi later SS = Z(xk — 11)? och i punkten (y,v) = (f, - SS) blir

k=1

1 _n? _n?
) (F ) (F 5)

vilket dr en negativt definit matris, sa detta ar ett maximum.
Vi vet sedan tidigare att skattningen for v behéver ha faktorn 1/(n — 1) for att vara véntevér-
desriktig, s ML-skattningen av o2 dr saledes inte vintevirdesriktig.

8



4 Flera stickprov; sammanvigd variansskattning

Antag att vi har tva stickprov xq, s, ..., 2z, och yi,¥9s,...,y, fran normalférdelningar med
olika vantevirde men samma varians. ML-skattningarna for respektive vantevérde blir iy = T
respektive fis = 7. For standardavvikelsen kan man visa att den sammanvigda varians-
skattningen (pooled variance) blir

o m-DE+ (=D
n+m-—2 ’

diir s? och s3 #r stickprovsvarianserna for respektive stickprov. Formeln generaliserar naturligt
till fler stickprov. Vi kan &ven direkt se att

1

s (= DE(SY) + (n— E(S3) = L (men—20?) =,

E(S%) =
(5%) e

sa skattningen dr véintevérdesriktig.

5 Medelfel

Vi har anvént variansen V(0) (eller standardavvikelsen D(0)) for att jamfora olika skattningar
(effektivitet och konsistens). Mindre varians betyder helt enkelt att skattningen i nagon mening
ar battre. Detta ar ett problem da dessa storheter i allménhet inte &r kdnda. Vad vi gor ar att

~

vi helt enkelt skattar de okénda storheterna i D(©) och kallar resultatet for medelfelet.

W Medelfel

Definition. En skattning d = d(©) av standardavvikelsen D(0) kallas for skattningens
medelfel.

-~

Vi ersétter alltsa helt enkelt okédnda storheter i V(©) med skattningar. Givetvis paverkar detta
precisionen och séttet vi véljer att ersidtt de okdnda storheterna har inverkan pa resultatet.

N

Exempel
Om X, ..., X, ir ett slumpmaéssigt stickprov av en N(u, 0?)-férdelning dér bade p och o2 &r

okiinda kan vi uppskatta 4 med medelviirdet M = X. Saledes &r D(M) = i, men da o &r
n

okénd behover vi skatta o med nagot. Forslagsvis med stickprovsstandardavvikelsen s, vilket
ger medelfelet

Detta ar inte pa nagot sétt unikt. En annan skattning av o ger ett annat medelfel. Med det
sagt ar detta ett ganska naturligt val for medelfelet.

Ett annat vanligt exempel &r vid skattningar av andel. Ofta gor vi som i féljande exempel.



-\@’- Exempel
Ett annat vanligt exempel dr nér p ska skattas i binomialférdelning. Lat X ~ Bin(n, p). Vi

G ~ 1—-
vet att V(X) = np(l — p) sa om vi skattar p med P = — erhaller vi att D(P) = u

n
Eftersom p ar okénd kénner vi inte denna storhet exakt, men medelfelet skulle bli

d(P) = p(1 —13)‘

n
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Forelasning 3: Konfidensintervall

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

5 september 2018

“lwe are] Ezplorers in the further regions of experience. Demons to some. Angels to others.”

—Pinhead

1 Intervallskattningar

Vi har nu studerat hur man mer eller mindre systematiskt kan hitta skattningar for okédnda
parametrerar nar vi har stickprov fran en fordelning som beror pa parametern. Den naturliga
foljdfragan &r givetvis hur "bra” skattningen ar. Vi har vissa matt i form av vantevérdesriktighet,
konsistens och effektivitet, men gar det att siiga nagot med en given sannolikhet? Kan vi hitta
ett intervall som med en viss given sannolikhet maste innehalla den okénda parametern?

Konfidensintervall
Definition. Lat zy,...,z, vara ett stickprov av en férdelning som beror pa en okénd
parameter 6 och lat a € [0,1]. Ett intervall I;~* = (01, 0y) kallas for ett konfidensin-
tervall for 6 med konfidensgrad 1 — a om

P(@L<9<@U):1—Oz.

Gréanserna @\L = a(xy,...,x,) och §U = b(zy,...,x,) ar skattningar som berdknas fran
stickprovet. Dessa dndpunkter kallas konfidensgrénser.

Sa hur fungerar detta i praktiken? Sdg att vi har tillgang till 100 olika stickprov x® =
(xgz), xg), o ,xg)) fran en och samma foérdelning som beror pa samma okénda parameter 6. Vi
hittar konfidensintervall for alla 100 stickproven med konfidensgrad 1—a. Da kommer 100-(1—a«)

av dessa intervall att innehalla 6 (i snitt).




Av 16 intervall dr det 4 som inte innehaller det verkliga virdet pa 6. Sa med andra ord verkar
det som att ungefar 12/16 = 3/4 av intervallen innehaller det verkliga virdet pa 6. Detta
innebér att konfidensgraden vid skattningen dr ungefir 75%.

Notera att det dr granserna i konfidensintervallet som dr stokastiska variabler (eller skatt-
ningar dédrav). Storheten 6 &dr okénd (och behover inte ens ligga i intervallet).

/A Inga intervall 4r mer virda
Vi kan inte sidga att till exempel Iy &r ett "béttre” intervall &n [y3, utan det ar en binér
fraga: géller det att 6 € I, eller inte.

Sa da kommer vi till nésta rimliga fraga: hur hittar vi systematiskt konfidensintervall med given
konfidensgrad?

/“ Konstruktion av konfidensintervall

1. Stall upp en lamplig skattningsvariabel O for 0. Hir kan vi anviinda de metoder vi
tagit fram tidigare (moment-, MK- och ML-skattningar till exempel).

2. Konstruera en hjilpvariabel H (teststorhet) utifran ©. Hjilpvariabeln far endast
innehalla kénda storheter utover 6 (och om 6 férekommer flera ganger kan vi behova
skatta bort en del instanser for att fa nagot anvéndbart).

3. Stdng in hjdlpvariabeln i ett intervall I = (¢,d) sa att P(c< H <d) =1 — a.
4. Los ut 0 ur olikheten ¢ < H < d:
c<H<d < a(Xy,...,X,) <0<b(Xy,...,X,)
vilket ger att P(a(Xy,...,X,) <0 <b(Xy,...,X,))=1—qa.

5. Ersétt de stokastiska storheterna Xy, ..., X,, med observationerna xy, ..., x, vilket
ger intervallet

]9170‘ = (a(fL’l, 500 7$n>,b(l’1, S 7$n))

Nagot som kommer bli viktigt ar foljande definition fran sannolikhetsteorin.

Kvantil

Definition. En a-kvantil A\, for en stokastisk variabel X ar ett tal A\, sadant att

P(X > \,) =a.

Vi finner ofta kvantiler i tabell endera genom en explicit kvantiltabell eller genom att scka
upp sannolikheten 1 — « och identifiera (approximativt) vilket véirde pa x som gor att vi
erhaler F'(z) = 1 — «, dédr F &r fordelningsfunktionen. Saknar vi tabell far vi istéllet l6sa
ekvationen

)\(l
l—a= fx(x)dx.

Observera att svaret inte nodvandigtvis &r entydigt.
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2 2_fordelningen
En situltion som dyker upp frekvent i statistik inferens dr summor av kvadrater av normalforde-
lade vaifgabler, sa en naturlig fraga &ar sa klart vilken férdelning en saidan summa far (atminstone
da varidblerna antas vara oberoende). Svaret fas i form av y*-férdelningen.
x2-férdelning
Definjtion. Om X é&r en stokastisk variabel med téathetsfunktionen
1 k/2—1 —a/2
fx(ﬁ)zml’/ e /, xZOomk:>1,
kallar Wi X for y?(k)-fordelad med k frihetsgrader, dir k = 1,2, ...
2n)!
Har ar T i@mmafunktionem1 ochT'(n) =(n—1)loch T'(n+1/2) = %ﬁ om n € N.
"n!
)
‘ — k=1
k=2
0.5 % —_—
—_—
k=
_—
—— k=15
| 2 3
-

E

Om X ~ x?(k) dr E(X) =k och V(X) = 2k.

Bevis. Lat téit”ﬁtsfunktionen skrivas f(z) = ca®/>~1e=*/2. Da giller att

0

E(X )= c/ooo oM 2e 2 dy = ¢ ([—2:)&’“/26”3/2}00 +2 /000 gxkﬂlex/z dx)
k/oof(x)dx:k‘.
0
Pa samma sétt filljer att
B(X?) = c/ R e/ qp = 2 (g + 1) c/oo et de = (k + 2)B(X) = k* + 2k,
0 0

sa V(X) = B Bx0)? = k2 + 2k — k2 = 2k. O

1Se avsnitt 10 neddh for mer detaljer.




-

e

Sats. Om X ~ x%(v1) och Y ~ x?(1s) #r oberoende s& dr X + Y ~ x2(v + 15).

Bevis. Enklast dr att betrakta Fouriertransformen for téthetsfunktionen (alternativt den nér-
besliktade karakteristiska funktionen definierad enligt £(e*)). Det &r nimligen sa att

F(fx)(t) = (1 +2it) ™2, F(fy)(t) = (1 + 2it) "/
och
F(fx* fyr) = F(fx)F(fr) = (1 + 2it)"rt2)/2,
s34 fx iy ~ X2 (v + ). N

<>

e

Sats. Om Xi, Xy, ..., X, dr oberoende och X; ~ N(0,1) sa &r

> X2~ xP(n).
k=1

Bevis. Eftersom variablerna &r oberoende ges den simultana tathetsfunktionen av

n

1 e 1 1
f(xlamﬁn):H\/%@ ’“/2:WGXP(—§($%+---+$3)>-

k=1

Vi soker fordelningen for Z = X7 + --- X2, sa lat oss stéilla upp fordelningsfunktionen:

FZ(z):P(Zgz):/ flxy, ..., x,)dxy das - - - dxy,

22422 <z

= —1 / /\/E e 2 dr 48
o 2n/2ﬂ-n/2 sn-1Jo
1

_ 27'('”/2 /\/E ,r,n—le—rz/Q r
20272 T(n)2) Jy

1 z
2721 (n/2) / ©w

diar S™ ! #r enhetssfiren i R™ och dS ér ytmattet pa S"~!. Da enhetssfiren har ytmat-
tet |[S™! 2"/
e = —
['(n/2)
Analysens huvudsats medfor nu att (for z > 0) att

foljer likheten ovan efter ett variabelbyte i sista integralen (lat ¢t = r?).

1
f2(2) = Fy(z) = 2n/2p(n/2)zn/2_16_2/2'

For z < 0 ar givetvis fz(z) = 0 (varfor?). O



3 t-fordelningen

t-fordelning

Definition. Om X &r en stokastisk variabel med tathetsfunktionen

v+1

fX(x):\/%;?()_y)<l+x;)_2, xz € Rochv >0,
2

kallar vi X for ¢(v)-fordelad med v frihetsgrader.

Denna fordelning dr symmetrisk och om antalet frihetsgrader gar mot odndligheten konvergerar
tathetsfunktionen mot téathetsfunktionen for normalférdelning.

Y

-

E

Sats. Om X ~ t(v) d&r E(X) =0 (om v > 1) och V(X) =v/(v —2) (om v > 2).

Bevis. Om v > 1 dr integralen F(X) absolutkonvergent (visa det) och da integranden &r udda
T (kL
blir saledes F(X) = 0. For att berikna E(X?) later vi ¢, = (—22
RV vrl (5)

Om v > 2 ser vi genom partialintegration att

_v+1 v—1

o] 2 b} o] 2\ ~ 3
E(X2):c,,/ m-x<1+$—) daE:c,,/ v <1+x_) dz
oo v teo V=1 v

v—

1
0o 2\ T2
=c, Y / (1+x_> dx
v—1J_o v

c 32 oo 2O\ T c 312
=7 (1—1— ) du = —~

Coe
Co—z (V=1 —2 2] v—2 oz (v—1)Vr—2

>



dir vi bytte variabel sa zv/v — 2 = uy/v och utnyttjade att integralen som dok upp &r precis
integralen av tdthetsfunktionen for en t(rv — 2)-fordelad variabel (om v > 2). Vi forenklar

uttrycket och finner att

o (v—Dr—2  Jurl ()T (5)  (w-1)/v-2
_ ST v v
ST () v-1 v=2

diir vi nyttjat att T'(z + 1) = 2['(2). Eftersom E(X) = 0 féljer det nu att V(X) = E(X?).

O



3.1 t-fordelningens kvantiler

Kvantilerna for t-fordelningen ér de tal ¢,(n) sadana att P(T > t,(n)) = 1 — . Det vill séiga
granser t,(n) sadana att for T ~ t(n) géller att andelen o av sannolikhetsmassan ligger till
hoger om t,(n). Eftersom grinserna ar jobbiga att rédkna fram for hand brukar vi anvénda
tabellverk enligt nedan (studera &ven formelsamlingen).

Y

} x
ta(n)

n o 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309 636.619
2 1.886 2.920 4.303  6.965  9.925  22.327  31.599
3 1.638 2.353 3.182  4.541  5.841 10.215 12.924
4 1.533 2.132 2776  3.747  4.604 7.173 8.610
5 1476 2.015 2571  3.365  4.032 5.893 6.869
6 1.440 1.943 2447  3.143  3.707 5.208 5.959
7 1.415 1.895 2365 2998  3.499 4.785 5.408
8 1.397 1.860 2.306  2.896  3.355 4.501 5.041
9 1.383 1.833 2.262 2.821  3.250 4.297 4.781
10 1.372 1.812 2228  2.764  3.169 4.144 4.587
11 1.363 1.796 2201 2.718  3.106 4.025 4.437
12 1.356 1.782 2.179  2.681  3.055 3.930 4.318
13 1.350 1.771 2.160  2.650  3.012 3.852 4.221
14 1.345 1.761 2145  2.624 2977 3.787 4.140
15 1.341 1.753 2131  2.602  2.947 3.733 4.073
16 1.337 1.746 2120 2583 2921 3.686 4.015
17 1.333 1.740 2.110  2.567  2.898 3.646 3.965
18 1.330 1.734 2.101  2.552  2.878 3.610 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.539  2.861 3.579 3.883
20 1.325 1.725 2.086  2.528  2.845 3.552 3.850
21 1.323 1.721 2.080 2518 2831 3.527 3.819
22 1.321 1.717 2.074  2.508  2.819 3.505 3.792
23 1.319 1.714 2.069  2.500  2.807 3.485 3.768
24 1.318 1.711 2.064 2492  2.797 3.467 3.745
25 1.316 1.708 2.060  2.485  2.787 3.450 3.725
26 1.315 1.706 2.056  2.479  2.779 3.435 3.707
27 1.314 1.703 2.052 2473 2771 3.421 3.690
28 1.313 1.701 2.048  2.467  2.763 3.408 3.674
29 1.311  1.699 2.045 2462  2.756 3.396 3.659
30 1.310 1.697 2.042  2.457  2.750 3.385 3.646
40 1.303 1.684 2.021 2423 2.704 3.307 3.551
50 1.299 1.676 2.009  2.403  2.678 3.261 3.496
60 1.296 1.671 2.000 2390  2.660 3.232 3.460
70 1.294 1.667 1.994 2381  2.648 3.211 3.435
80 1.292 1.664 1.990 2374  2.639 3.195 3.416
90 1.291 1.662 1.987  2.368  2.632 3.183 3.402

100 1.290 1.660 1.984  2.364  2.626 3.174 3.390
00 1.282 1.645 1960 2326  2.576 3.090 3.291




4 Vektorer med stokastiska variabler

Lat X = (X1, Xo,..., X,,)T vara en vektor vars komponenter ir stokastiska variabler. Vi striivar
efter att skriva vektorer som kolonnvektorer. Det faller sig naturligt att definera véintevardet
av X genom

E(X) = (E(Xl)>E(X2)> . aE(Xn))

Pa samma sétt definerar vi vintevirdet av en matris av stokastiska variabler. Variansen blir lite
konstigare sa vi introducerar den sa kallade kovariansmatrisen mellan tva vektorer (av samma
dimension). Lat Y = (Y1, Ys,...,Y,)T och definiera C(X,Y) enligt

C(Xlu}/l> C(Xh}/Q) C(X17Yn)

C(XQaYI) C(X27Y2) C(X2)Yn)
C<X’Y) - : : .. :

C(X Y1) C(XnYa) -+ C(Xy,Ya)

dir C(X,,Y;) = E(X,Y;) — E(X;)E(Y;) ér kovariansen mellan X; och Y.
En stor anledning att blanda in vektorer och matriser ar givetvis att fa tillgang till maskineriet
fran linjar algebra. Kovariansen (en matris) mellan tva vektorer X och Y kan da lite mer
kompakt skrivas

C(X,Y)=EXY") - EX)E(Y)",
diéir (+)T innebér transponering. En produkt A = xy” brukar kallas fér den yttre produkten och
bestar av element (a);; = z;y;, 4,7 = 1,2,...,n. Detta &r alltsa inte skalirprodukten (X7Y).
Lat A, B € R™"™ vara matriser. Da d&r AX en linjarkombination av X, X,..., X,, och BY
en linjarkombination av Y7, Y5, ...,Y,. Dessutom kan alla linjirkombinationer skrivas pa detta
siatt. Vidare géller nu tack varje linjariteten att

E(AX)= AE(X) och C(AX,BY)=AX(BY)' = AXY'B".

5 Cochrans sats

Vi ska nu betrakta ett speciallfall av en ganska generell sats (Cochrans sats) ..

<>

E

Sats. Lat Xi, X»,..., X, vara oberoende likaférdelade stokastiska variabler dar X, ~
N(u,0?) for k=1,2,...,n. DA giller att

% S (X =)~ (0 — 1),

Bevis. Lat Y, = X — u sd att Y ~ N(0,02). Vi ser att

n n

Y (X =X)P=> (Vi-Y)

k=1 k=1
Lat J vara n X n-matrisen vars samtliga element éir 1 och lat Y = (Y1,Y5,...,Y,)T. Da kan vi
skriva —

Yi-Y

Y- Y 1
, = 1Y — —JY = QY,
mn

Y, —Y



dir@Q=1—-(1/n)J.Lat P=1—-Q = (1/n)J. Da &r
P+Q=1, P =P'=P  @Q=Q"=Q samt PQ=QP =0.

Matriserna P och () representerar alltsa ortogonala projektioner pa R™ och av naturliga skal
ar rank(P) = 1 sa rank(Q) = n — 1 (eftersom P+ Q = 1I).
Vidare giller att

C(PY,QY) = PC(Y,Y)Q" = Pa*IQ" = PQ" = PQ =0
da E(Y) = 0 och C(Y;,Y;) = 0 om i = j och C(Y;,Y;) = 0 da i # j eftersom olika Y} r
oberoende. Saledes ir Y; — Y och Y oberoende stokastiska variabler (eftersom kovariansen noll

mellan normalférdelade variabler ar ekvivalent med oberoende). Eftersom rank(Q) = n — 1 sa
kan vi representera QY i en ortogonal bas sa att

1 & — 1 1
S Vi-YP=SQY)QY = SYIQY =28+ Z3 + -+ 27,
k=1

dar Z; ~ N(0,1) och dessa variabler dr oberoende. Vi kan nu nyttja den tidigare satsen om
att summan av n stycken kvadrater av N (0, 1)-férdelade variabler ér x?(n)-fordelad for att dra

1
slutsatsen att ;XTQX ~x3(n—1). O

6 t- och x?-fordelning; Gossets sats

Det finns givetvis en anledning till att vi studerar just dessa tva fordelningar. William Gosset
bevisade namligen foljande sats.

-

E

Sats. Lat Z ~ N(0,1) och V ~ x?(v) vara oberoende. Da ir

Z_ )
VV/v '

Bevis. Eftersom Z och V' &r oberoende ges den simultana tidthetsfunktionen av

e’ZQ/Zv”/Qfle’“m, ze R, v>0.

7
Lat T = ——— och

Vo T Vam e (x)

P(T<t)= // f(z,v)dzdv = c// e 222 gy .
z/7/v/v<t z/A/v/v<t

Vi gor ett variabelbyte,

w ="v



sa integralen blir

S [
L

%\

u+1
2\ — o o]

c u v -
= —/ 1+ — / re e ady du,

\/; —00 v 0

2
u
dar vi gjorde ett variabelbyte r = w (1 + —) i den innersta integralen och brét ut den faktor

v

som inte beror pa u. Den innersta integralen dr nu néstan (upp till normeringskonstanten)
integralen av tithetsfunktionen foér en x?(v + 1)-variabel, sa

/oorygs_l e~ adr = 2HV/2T (V ;_ 1) .
0

Saledes ges fordelningsfunktionen

Fr(t) = jﬁ”\;g;:/g??) /t (1+“;)_2 du:%/_; (1+“;)_ " du

vilket efter derivering ger téathetsfunktionen

vilket dr precis tathetsfunktionen for en ¢(v)-férdelad variabel. O

i

Féljdsats. Om X;, Xy, ..., X, dr oberoende och likaférdelade med férdelningen N (u,0?)

sdir T = ——= ~ t(n— 1), dir S? dr stickprovsvariansen.

ST

Bevis. Detta foljer direkt fran féregaende resultat och Cochrans sats. Vi kan formulera T enligt

T_Y—u L Z
S o/yn ls o v
n—1
daI‘ZNN(O,l)OChV:;;(Xk_X> ~x"(n—1) (med S :n—lv)' -

7 Konfidensintervall fér ;1 och ¢ i normalférdelning

7.1 Konfidensintervall for p nir o ar kind

Lat xq, T, ..., x, vara ett stickprov fran en N(u, 0?)-férdelning dir vi kiinner o och vill hitta
ett konfidensintervall for p. En punktskattning for vantevardet ges av

S
M=X=-) Xy~ N(uo’/n).
n
k=1

10



Vi skapar testvariabeln

o~

M-
~ N(0,1).
0/\/_
Det foljer da att vi kan vilja ett tal A\, /; sa att
P(-)\a/g < Z < )\a/g) =1—-a. (1)

Talet A2 dr a/2-kvantilen for en N (0, 1)-férdelning och ges av Ay/2 = ®71(1 — a/2). Eftersom
vi saknar explicit uttryck for denna invers édr det enklast (utan dator atminstone) att sla i
tabell. Standardtabell som finns i formelsamlingen enligt nedan (vi far uttnyttja symmetri for
att finna sannolikheter mindre &n 0.5).

t t X
7/\01/2 /\Q/Q

Det skuggade omradena dr sannolikheten att P(Z < —Xoj2) + P(Z > Aaj2).

Vi I6ser ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (1) ovan:

g
<M — p< Aajo—r—
\/_

<M<M+>\a/2

A2 < Z < Aoy &

)\a/Q\/—
T
oG Vn

& M-
Om vi ersiitter M med den observerade punktskattningen i = T (medelvirdet av observatio-
nerna) sa far vi ett konfidensintervall

o o
I, = <T - /\04/2%) T+ )\a/Zﬁ)

med konfidensgrad 1 — a.

N

Exempel
Vid en métning av en process fick man féljande métdata:

6.04 496 493 340 7.04 473 357 7.70 4.55 3.82

Antag att métningarna dr ett stickprov pa en normalférdelad variabel X ~ N(u,2?)
(man tycker sig veta sa pass mycket om processen att standardavvikelsen anses vara
kind). Berdkna ett 99% konfidensintervall for véntevirdet p.

Lésning. Vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(u,0? = 4). Vi
punktskattar vantevirdet p med

%Z N(p,4/10).

11



Vi skapar testvariabeln

o~

M —p
mwvm,n.

Det foljer da att
P(—)\a/g <Z<>\a/2) =1-aq, (2)

och da vi soker ett 99% konfidensintervall sa &r o = 0.01 och Ag o5 == 2.575 (det sista ur tabell).

Y

: = X
7Aa/2 A01/2

Det skuggade omradet dr o - 100% av sannolikhetsmassan jamt fordelad pa svansarna.
Vi l6ser ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (2) ovan och erhaller att

—~ 2.575-2 —~ 25752
M — <pu< M+ )
V10 s 10

Om vi ersiitter M med den observerade punktskattningen i = 5.074 (medelvérdet av observa-
tionerna) sa far vi ett konfidensintervall I, = (3.45,6.70) med konfidensgrad 99%.

12



7.1.1 Normalférdelningstabell

Det skuggade omradet ar sannolikheten att P(Z < z), ddr Z ~ N(0,1).
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0.0
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0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
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2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554
0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159
0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192
0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713
0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918
0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981
0.9987
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719
0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982
0.9987
0.9991
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212
0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726
0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922
0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982
0.9987
0.9991
0.9994
0.9995
0.9997
0.9998

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664
0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238
0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236
0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732
0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925
0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983
0.9988
0.9991
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738
0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984
0.9988
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289
0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265
0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744
0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984
0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750
0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985
0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808
0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340
0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756
0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985
0.9989
0.9992
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844
0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365
0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761
0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986
0.9990
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879
0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389
0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767
0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
0.9998
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7.2 Okiand varians

Lat @1, 29, ..., 1, vara ett stickprov fran en N(u, 0?)-férdelning dér vi inte vet vad o dr och vi
vill hitta ett konfidensintervall for p. En punktskattning for vintevardet ges av

—_ 1 <
M = X = — X ~Y 2 .
n Z k N(/'Lv o /TL)
k=1
Eftersom ¢ &r okédnd behover vi en skattning och forslagsvis véljer vi stickprovsstandardavvi-

kelsen. Vi skapar sedan testvariabeln

_ M
- S/vn

dér faktumet att T' dr t-fordelad foljer fran Gossets sats. Det féljer da att vi kan vélja ett tal ¢,/
sa att

T ~t(n—1),

P(~taps(n—1) < T < top(n—1)) =1—a. (3)

Talet t,/2(n — 1) dr o/2-kvantilen for en t(n — 1)-fordelning (vi finner denna i tabell). Vi léser
ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (3) ovan:

S —_~
—tap(n—1) <T <typn—1) & —topn—1)—= <M —p<tysn—1)
n

vn

—_ S —_
& M—typn—1)—=<pu<M+ty(n—1)

NG

S

S
N

Om vi ersitter M med den observerade punktskattningen i = T (medelvérdet av observatio-
nerna) och S med stickprovsstandardavvikelsen sa far vi ett konfidensintervall

Ly = (f— taj2(n—1) % T+ tap(n—1) %)

med konfidensgrad 1 — a.

N

57 Exempel
Samma exempel som tidigare ddr man vid en métning av en process fick man féljande
métdata:

6.04 496 493 340 7.04 4.73 3.57 7.70 4.55 3.82

En som arbetar med processen haller inte med om att standardavvikelsen kan antas vara
given, utan tycker att man maste skatta den utifran datan. Hjélp personen i fraga med att
stalla upp ett 99% konfidensintervall for vantevirdet p da métningarna ér ett stickprov
pa en normalférdelad variabel X ~ N(u,0?) och o dr okénd.

Losning. Vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(u,0?). Vi
punktskattar med M = X ~ N(u,0?/10) som tidigare och skattar o med s, dir

10
=2 (2, — )% ~ 2.0842
> (@i —7)

i=1

14



ar stickprovsvariansen. Vi skapar testvariabeln

—~

M—p

T:S/\/I_O

~ 1(9).

Som i forra deluppgiften foljer det att
P(=ta(9) < T <top(9) =1-aq,

dér t5(9) ar kvantilerna till ¢(9)-fordelningen, 8 € [0, 1].

I I x
_ta/2 (9) ta/2 (9)

Ur tabell finner vi tg,005(9) = 3.25. Genom att 16sa ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet far vi

—~ 3925.9 — 3925.9
M <u< M+ .
Jio " /10

Om vi ersiitter M med de observerade punktskattningarna ;1 = 5.074 (medelvirdet av observa-
tionerna) och s = 1/2.0842 = 1.444 (stickprovsstandardavvikelsen) sa far vi ett konfidensinter-
vall I, = (3.59, 6.56) med konfidensgrad 99%.

7.3 Konfidensintervall for varians

Kan man avgbéra om en gissning pa variansen &r rimlig? Vi behover en testvariabel dér vi

—1)52
kianner férdelningen. Enligt Cochrans sats &r % ~ x*(n —1), s& vi kan stéinga in denna
o
variabel. Saledes ar
9 (n—1)S? 9 1 o? 1
1)< ———< -1) & > >
Xl—a/Q(n ) o2 Xa/2(n ) X%,a/g(n _ 1) (n _ 1)52 Xz{/g(n . 1)

—1)5? —1)52
(=18 _ . (=1
on/Z(n o 1) lea/2<n - 1)

bl

dér x3(v) ér f-kvantilen for x(v)-fordelningen:

PV > X%(V)) =3, daV ~x*(v).

15



f > T
X3(v)
0.0500 0.0250 0.0100 0.0010 0.9500 0.9750 0.9900 0.9990

1 0.0039 0.0010 0.0002 0.0000 3.8415 5.0239 6.6349 10.8276
2 0.1026 0.0506 0.0201 0.0020 5.9915 7.3778 9.2103 13.8155
3 0.3518 0.2158 0.1148 0.0243 7.8147 9.3484 11.3449 16.2662
4 0.7107 0.4844 0.2971 0.0908 9.4877 11.1433 13.2767 18.4668
5 1.1455 0.8312 0.5543 0.2102 11.0705 12.8325 15.0863 20.5150
6 1.6354 1.2373 0.8721 0.3811 12.5916 14.4494 16.8119 22.4577
7 2.1673 1.6899 1.2390 0.5985 14.0671 16.0128 18.4753 24.3219
8 2.7326 2.1797 1.6465 0.8571 15.5073 17.5345 20.0902 26.1245
9 3.3251 2.7004 2.0879 1.1519 16.9190 19.0228 21.6660 27.8772
10 3.9403 3.2470 2.5582 1.4787 18.3070 20.4832 23.2093 29.5883
11 4.5748 3.8157  3.0535 1.8339 19.6751 21.9200 24.7250 31.2641
12 5.2260 4.4038 3.5706 2.2142 21.0261 23.3367 26.2170 32.9095
13 5.8919 5.0088 4.1069 2.6172 22.3620 24.7356 27.6882 34.5282
14 6.5706 5.6287 4.6604 3.0407 23.6848 26.1189 29.1412 36.1233
15 7.2609 6.2621 5.2293 3.4827 24.9958 27.4884 30.5779 37.6973
16 7.9616 6.9077 5.8122 3.9416 26.2962 28.8454 31.9999 39.2524
17 8.6718 7.5642 6.4078 4.4161 27.5871 30.1910 33.4087  40.7902
18 9.3905 8.2307 7.0149 4.9048 28.8693 31.5264 34.8053 42.3124
19 10.1170  8.9065 7.6327 5.4068 30.1435 32.8523 36.1909 43.8202
20 10.8508  9.5908 8.2604 5.9210 31.4104 34.1696 37.5662 45.3147
21 11.5913 10.2829  8.8972 6.4467 32.6706 35.4789 38.9322 46.7970
22 12.3380 10.9823  9.5425 6.9830 33.9244 36.7807 40.2894 48.2679
23 13.0905 11.6886 10.1957  7.5292 35.1725 38.0756 41.6384 49.7282
24 13.8484 12.4012 10.8564  8.0849 36.4150 39.3641 42.9798 51.1786
25 14.6114 13.1197 11.5240 8.6493 37.6525 40.6465 44.3141 52.6197
26 15.3792  13.8439 12.1981  9.2221 38.8851 41.9232 45.6417 54.0520
27 16.1514 14.5734 12.8785  9.8028 40.1133 43.1945 46.9629 55.4760
28 16.9279 15.3079 13.5647 10.3909  41.3371 44.4608 48.2782 56.8923
29 17.7084 16.0471 14.2565 10.9861  42.5570 45.7223 49.5879 58.3012
30 18.4927 16.7908 14.9535 11.5880  43.7730 46.9792 50.8922 59.7031
40 26.5093 24.4330 22.1643 17.9164 55.7585 59.3417 63.6907 73.4020
50 34.7643 32.3574 29.7067 24.6739  67.5048 71.4202 76.1539 86.6608
60 43.1880 40.4817 37.4849 31.7383  79.0819 83.2977 88.3794 99.6072
70 51.7393 48.7576 45.4417 39.0364 90.5312 95.0232  100.4252 112.3169
80 60.3915 57.1532 53.5401 46.5199 101.8795 106.6286 112.3288 124.8392
90 69.1260 65.6466 61.7541 54.1552 113.1453 118.1359 124.1163 137.2084
100 77.9295 74.2219 70.0649 61.9179 124.3421 129.5612 135.8067 149.4493
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L

¢ Exempel
Samma exempel (igen!) som tidigare dar man vid en métning av en process fick man
foljande métdata:

6.04 496 493 340 7.04 473 357 7.70 4.55 3.82

Stall upp ett 95%-igt konfidensintervall for variansen. Var antagandet att o = 2 rimligt?

2

Losning. Stickprovsstorleken dr n = 10 och vi later V' = —-. Under antagande att det &r ett
o
stickprov fran en N (u, 0?)-férdelning kommer V'~ x?(9). Ur tabell hittar vi grinser a och b sa

att P(a <V < b) = 0.95 genom att vilja a = x2 475(9) = 2.70 och b = x3 155(9) = 19.02.

Y

2.70 19.02

Vi 16ser nu ut o2 ur olikheten:
2 952 , 952
a<—<b & —<o"<—
o b a
och skattar S? med stickprovsvariansen s? = 2.08 och erhaller da intervallet
I,> =(0.98, 6.93) .
Vi kan utifran detta &ven skatta ett konfidensintervall for standardavvikelsen enligt

I, = (0.99, 2.63).

Eftersom 2 € I, kan vi inte sdga att 0 = 2 &r orimligt.

8 Enkelsidiga konfidensintervall

De konfidensintervall vi arbetat med har varit tvasidiga i den meningen att bada grénserna har
varit observationer av stokastiska variabler. Det innebér att vi lagt ut den osékerhet vi tillater
pa bada "svansarna” i fordelningen. Men det &r givetvis inte nédvéndigt. Kanske ar vi bara
intresserade av griansen at ena hallet?

Typexemplet ar konfidensintervall for variansen. Att variansen &r liten brukar inte vara nagot
storre bekymmer, sa vi lagger allt krut pa att halla koll pa grinsen uppat. Men det kan dven
handla om véntevirdet (eller ett predikterat virde; se néista avsnitt). Kanske méter vi nagot
dér vi inte far 6verstiga en viss niva. Kanske en situation dar det inga problem &r om koncent-
rationen av nagot skadligt &mne ar lag, men ett betydligt storre problem om koncentrationen
ar hog?

17



Sa hur astadkommer vi detta? Vi betraktar ett par exempel.

N

5% Exempel
Samma exempel (igen igen!) som tidigare dér man vid en métning av en process fick man
foljande métdata:

6.04 496 493 340 7.04 4.73 3.57 7.70 4.55 3.82

Stéll upp ett 95%-igt konfidensintervall fér variansen dér vi endast ér intresserade av hur
stor variansen #r. Skulle antagandet att ¢ = 2.5 vara rimligt? Jamfor med foregaende
exempel.

9 52

Losning. Stickprovsstorleken ér n = 10 och vi later &ven nu V = —— ~ x(9). Ur tabell hittar
o

vi en griins ¢ sa att P(c < V) = 0.95 genom att vilja ¢ = x25(9) = 3.33.
Y

952 , 952
c < — = o< —
o c
och skattar S? med stickprovsvariansen s? = 2.08 och erhaller da intervallet
I,» = (0, 5.62).
Vi kan utifran detta dven skatta ett konfidensintervall for standardavvikelsen enligt

I, = (0, 2.37).

Eftersom 2 € I, kan vi inte sdga att 0 = 2 &r orimligt. Ddremot kan vi sédga att o = 2.5 ar
orimligt (vilket vi inte kunde gora i foregaende exempel!).

9 Prediktionsintervall

Vi har hittat konfidensintervall for bade vantevérde och varians (och dirigenom skattat intervall
for standardavvikelsen), men kan man séga nagot om vart en enskild observation hamnar? Det
ar ju en stokastisk variabel, sa det maste ga. Det vanliga ar foljande mandver.
Lat X1, Xo, ..., X, vara ett slumpmiéssigt stickprov fran N (u,o?). Vi vill stéinga in en enskild
observation av en variabel X (som antags vara oberoende) fran denna férdelning. Givetvis vill
vi utnyttja stickprovet, sa vi betraktar variabeln X, — X som #r normalférdelad med

2

E(Xo—X)=0 och V(Xo—X)=0>+ 2.
n
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Alltsa kommer .
Xo—X
T=-""—~tn—1),

Sy/1+1%

eftersom S? fortfarande &r x%(n — 1)-fordelad. Vi kan pa samma sitt som tidigare stinga in
denna variabel med sannolikhet 1 — «,

ta/Z(n_l) ta/Q(n_l)

och sedan 16sa ut Xy:

Xo— X
Sy/14 1

— / 1 — / 1
<~ X—ta/g(n—l)S 1+E<X0<X+ta/2(n—1)5 1+E

Vi ersiitter nu X med det observerade medelvirdet Z och S med stickprovsstandardavvikelsen s
och far da intervallet

1 1
Ix, = <§—ta/g(n—1)5\/1+—, E—i—ta/g(n—l)swlvt—).
n n
A\

Se upp med om en fraga stills angaende konfidensintervall for vintevérde eller ett pre-
diktionsintervall. Det &r helt olika fragor! Svarar du med ett konfidensintervall for vén-
tevardet nér det efterfragas ett prediktionsintervall blir det noll podng. Om vi jamfor
intervallen for véntevérde respektive predikterat vérde ser vi att vi alltid har Ix, C I,
med den metod vi anvéint ovan (och aldrig likhet).

—ta/z(n—l) < <ta/2(n—1)

10 Bonus: Gammafunktionen

For z € C med Re z > 0 &r integralen



absolutkonvergent. Detta dr ett sitt att definiera gammafunktionen pa. Funktionen ovan gar
daven att analytiskt utvidga till Re z < 0 forutom for negativa heltal. Ifran definitionen ovan
kan vi medelst partialintegration erhalla att

[(z+1) = / te " dr = [~ asze_ﬂ + z/ e dy = 2I'(2).
0 0
Eftersom I'(1) = 1 visar denna likhet att
I'(n)=(n—1)!

for alla positiva heltal. Gamma-funktionen utvidgar saledes fakultetet till alla komplexa z for-
utom negativa heltal.
Kopplingen till normaliseringen av x2-férdelningen #r ganska naturlig. Vi ser att om X ~ x?(k)

sa ar
[ ot gt [
2"‘/2F(k:/2)

u=ux/2 1 <
_ - , _ /2, k/2-1_—u
— /Varlabelbyte. e — 2du/ _ 2k/2r(k/2)/0 ok/2y, e “du

1
=~ T 2 =1

Aven identiteten I'(z + 1) = zI'(2) &r det vi anvéinde nér vi berdknade E(X) och V(X) (ga
tillbaka och studera partialintegrationen!).

For att identifera I'(n+1/2) kan vi till exempel gora variabelbytet u = /x och partialintegrera n
ganger:

F(n + 1/2) — / xn+1/2e*$ dx — 2/ uQne—UQ d'U/ _ 2/ u2n71 ) (ue7u2) du
0 0 0

- [ugn_le_“z] - +(2n—1) / w23 (e du
0 0

1 ©  2n — o
=(2n—1) (—5 [uQn_ge_“ﬂo + n2 3/0 w5 (ue™) du)
2n—1)(2n — 1 ©  2n— o
— ( n )( n 3) (__ [u2n—56—u2:| + n 5/ u2n—7 X (ue—uz)du>
0 0

2 2 2
m—1 —~3)--.. _ _ 00
— — ( n )(271 3) (2n (271 1)) / u2n—2n6—u2 du
2n71 0
2n-1)2n—-3)---(2n—(2n—1)) T _ (2n)!
B 2n-1 2 4npl VT
dér vi i sista steget anvinde den vélkdnda identiteten e du = ﬁ

2
0
Det finns mer eleganta sétt att ta fram identiteten for I'(n + 1/2) genom exempelvis Eulers

reflektionsformel: .

(1 —2)(2) = 2z ¢ 7

sin(7z)’

men den likheten &r lite mer komplicerad att bevisa, sa vi n6jer oss med ovanstaende.
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Forelasning 4: Konfidensintervall (forts.)

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

13 september 2018

1 Skillnad mellan parametrar

Vi kommer nu fortsdtta med att konstruera konfidensintervall och vi kommer betrakta lite
olika situationer dar vi borjar med att titta pa framforallt skillnader mellan olika métningar.
En rimlig fraga dr om det foreligger nagon skillnad mellan till exempel vantevéirden for tva
stycken stickprov. Antag att vi har tva slumpmaéssiga stickprov fran tva normalférdelningar.
Vi vet inte direkt om fordelningarna har samma parametrar, sa situationen skulle kunna se ut
enligt foljande.

Hur avgor vi om till exempel py = po? Eller snarare om det dr sa att py # po? Eller kanske
om oy > p1? Gar det att avgéra om varianserna skiljer sig at? Vad gor vi om inte stickprovet
ar fran en normalférdelning?

2 Linjarkombinationer av normalfordelningar

Lat Xi,...,X,, och Y}, ...,Y, vara oberoende slumpmiissiga stickprov fran N(u1, o7) respekti-
ve N(p2,03). Om ¢; och ¢y dr konstanter, kan vi hitta ett konfidensintervall for linjirkombina-
tionen ¢y + coe? Svaret beror pa vilka antaganden vi gor. Vi borjar med att hitta en lamplig
stokastisk storhet. Vi ser att

2 2
03

E(iX + oY) =cijuy +cops och V(e X +¢Y) = c % + ¢ )

sa eftersom vi har oberoende normalférdelade variabler géller att

X + Y —
7 — C1 + Co (CLUJI + 02/~L2> ~ N(O, 1) (1)

2 2
2 %1 92
C1m+02 -

Om vi kdnner o, och oy ricker detta for att stélla upp ett resultat.
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2.1 Kand varians

N

Q Kéinda varianser
Antag att foljande viarden dr uppmétta.

x; | 477 55.6 51.3 46.1 54.9
y; | 29.2 478 309 377 279 40.1 415 40.9

Lat z; vara observationer av stokastiska variabler X; ~ N(uy,4%) och y; observationer av
stokastiska variabler Y; ~ N(pus,9?), dir samtliga variabler ir oberoende. Ange ett 95% kon-
fidensintervall for p; — 2ps.

Losning;:
Lat W = X —2Y . Varfor? Denna storhet har egenskapen att E(W) = E(X)—2E(Y) = p1—2ps2,
vilket ar precis vad vi ar intresserade av. Vidare ar

— - 4 9?
VW) =V(X)+ (=2)V(Y) = = AT =437
En lamplig teststorhet ges av
— (i — 2
7= W =lm=2m) o)
V(W)
Obligatorisk principfigur!
Y
' ' x
—Aay2 Aa/2

Eftersom
P(—)\Q/Q < Z< )\a/Q) =1—«a

kan vi ur olikheten 1osa ut sambandet
W — )\a/2 V(W) < M1 — QIUQ <W+ )\a/2 V(W)

Vi skattar W med w = 7 — 2y = 51.12 — 2 - 37 = —22.88. Ur tabell finner vi att ®(1.96) =
0.95 +0.025 = 0.975, sa A, /2 = 1.96. Alltsa blir intervallet

Ly —op = (—22.88 — 1.96 - V43.7, —22.88 4 1.96 - V/43.7)
= (—35.84, —9.92).

Vad séger detta oss? Jo, att med 95% sékert sa ligger det verkliga vardet for p; — 2/ 1 interval-
let (—35.84, —9.92). Till exempel ser vi att noll inte finns med i intervallet, sa det maste vara
sa att 2us > py med hog sidkerhet!



2.2 Oké#nda men likadana varianser (o, = o2)

Sa om vi inte kanner till vad varianserna dr behover vi skatta dessa. Om vi dessutom antar
att o1 = oy far vi ett enklare resultat, sa vi borjar med det. Om vi nyttjar att oy = 0o =0 i
ekvation (1) erhaller vi att

a1 X + Y — (cipin + coptn)

2 2
WA L&
g m+n

Men vi vet fortfarande inte vad o &r, sa vi ersiatter o med stickprovsstandardavvikelsen s.
Eftersom vi har tva stickprov viktar vi ihop dessa pa sedvanligt sétt:

Z = ~ N(0,1).

o (m=Dst+ (-1

m+n—2
—2)52
Motsvarande stickprovsvariabel S? uppfyller som bekant att (m + 7:;_2 ) ~ X} (m+n—2)
och enligt Gossets sats blir
X +cY —
T4 + Co (crpn + coptn) ~t(m+n—2).

2 2
Sy2+2

Okéand varians

Samma siffror som i exemplet ovan, men nu vet vi inte vad standardavvikelserna &r. Antag
att de ar lika, dvs att o1 = 09 = 0. Finn ett 95% K.I. for pu; — po (inte samma uttryck som
sist!). Kan du siga nagot om pastaendet att pq > ps?

N

Losning;:
Vi antar alltsa hir att X; ~ N(u,0?%) och Y; ~ N(ug, 0?).
Vi kan skatta varianserna for varje serie med de vanliga stickprovsvarianserna, sa

57 = - i 1 ;(IZ - 7)? och 53 = ﬁ ZZI(% - 7)?
ar kdnda storheter. Dessa viktas ihop enligt
2 (= Dst+ (m—1)s}
n+m-—2
Det foljer nu att o -
o aXtol —(am+op) Hn+m —2).

Lat k := 4/ % + % Snarlikt med fallet dér vi kdnde varianserna kan vi stédnga in 7"
P(—tap(n4+m—2) <T <typn+m—-2))=1—-«
dér vi ur olikheten kan 16sa ut sambandet
T —tap(n+m—2)-5-k<cipn+copio <T +topn+m—2)-5-Fk.
Viharn = 5och m = 8, sa m+n—2 = 11 frihetsgrader. Ur tabell finner vi att g go5(11) = 2.20.

3



<

} T
7ta/2 11 ta/2(11)

Vi kan rékna ut stickprovsvarianserna for x; och y; separat (med formel eller minirdknare).
Vi erhéller s3 = 17.822 och s = 49.009 (sma bokstéiver, ej stokastiskt!). Den sammanviigda

standardavvikelsen blir da
4
=T 51 + 753 _ 6.1374.

2 2 1 1
k= ﬁ+9:\/—+—:0.5701.
n o m 5 8

2 2
t0.005(11) 5 /% + f—; =2.20-6.1374 - 0.5701 = 7.6976.

Vi kan ocksa rékna ut att 7 — 7 = 14.12, sa det sokta intervallet ges av

Vidare ér ¢; = 1 och ¢o = —1, sa

Alltsa blir

Ly = (14.12 — 7.70, 14.12 + 7.70)

= (6.42, 21.82).

Vi ser att noll ej ingar i intervallet, sa det forligger troligt att py > ps.

2.3 Okinda varianser (o1 # 02)

Ha ha. Well.. vi har inget anvéndbart exakt samband, men det finns metoder for att hante-
ra dven denna situation. Dessa metoder ligger utanfér denna kurs, men det kanske kan vara
intressant att ha hort talas om dem. Problemet ligger i att uppskatta frihetsgraden v for ¢(v)-
fordelningen. Man kan visa (Welch-Satterthwaite-ekvationen) att

52 52 - 2 2\ 2 1 4 1 4
ot ARt ’(v), dirv= 4% %+ 8—3 :
ny Mo ni  No ni—1ny ne—1n;

Daérifran kan vi till exempel anvinda att

7_7_ - appr
(Ml M2> E\%‘t(l/)
St 5

ni n2

T —

for att stdlla upp ett konfidensintervall for pq — ps.



3 Stickprov i par

Om stickproven Xi,...,X,, och Yi,... Y, inte 4 oberoende far vi problem. Atminstone om
inte beroendet ar kéant. Lat oss betrakta ett vanligt férekommande exempel, ndmligen stickprov
i par. Av nédvandighet dr da m = n sa stickproven har samma storlek. Vi tdnker oss att xz; ar
observationer fran Xy ~ N(ug, 0%) och Y;, ~ N(uy, + A, 03). Typexemplet ér niir vi méiter nagot
fore och efter en forandring.

Bilda nu ett "nytt” stickprov Z; av oberoende variabler:

Zp =Y, — X ~ N(A, 0?),

for nagot o. Vi ér nu tillbaka dér vi var foregaende foreldsning, sa de tekniker vi utvecklade dér
fungerar dven nu.

N

@ Exempel
Preparat mot (h)jarnbrist. Méatningar (i lamplig enhet) fore och efter behandling hos nio
patienter.

Person ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fore | 15.8 12.1 182 94 11.8 16.6 13.7 13.5 17.5
Efter | 14.8 124 183 9.5 122 156 134 144 16.0

Bestam ett 99% KI av den genomsnittliga effekten hos preparatet. Kan du styrka att det
fungerar?

Losning;:

Lat x; vara varde fore behandling for person ¢ och y; motsvarande efter. Vi antar att olika
personer dr oberoende och att x; dr observationer fran X; ~ N(ju;,0%) och Y; ~ N(u; + A, 03).
Bilda Z; = Y; — X; ~ N(A, 02). Vi har nu en enda serie z; = y; — x; som ges enligt

z(-1.0 03 0.1 01 04 -1.0 -0.3 09 0.5

Vi rdknar ut s = 0.7886 och Z = 0.2222. Vidare d&r n — 1 = 8 och a = 0.01, sa t,/2(8) =
t0,005<8) = 3.36. AHtSé,

In = (0.222 — 3.36 - 0.7886/1/9, 0.222 + 3.36 - 0.7886/v/9) = (—0.66, 1.11).

Eftersom nollan finns med kan vi inte forkasta att A = 0 (med 99% sékerhet). Preparatet kan
alltsa vara verkningslost.

4 Jamforelse av varianser

A

"The box. You opened it. We came.’
—Pinhead

Vi antog tidigare att stickproven hade samma varians (for att kunna stélla upp en lamplig
teststorhet). Hur vet vi det? Kan vi pa nagot sitt avgora om det antagandet dr rimligt? Vi vill
alltsa jamfora varianserna for tva stickprov och for att gora det behover vi introducera en ny
fordelning (ljuva lyckal).



4.1 F-fordelningen

F-fordelning
Definition. Vi kallar X ~ F(d;, dy) F-férdelad med frihetsgraderna d; > 0 och dy > 0 om

dq _dj+dy

1 di\?2 a_, dy 2
ro =g (&) 4 0ege) T o2

['(a)D'(b
dér B(a,b) = % ar beta-funktionen.

Notera att X ~ F(dy,1) & X ~ x*(dy).

.- — i =1,dy =1
: d1:2,d2:2
d1:3, d2:5

d1:4, d2:6

dy=5,dy=1

dy=8,dy=1

dy =10, dy =10
dy =20, dy =20

B

Sats. Om V; ~ x?(d;) och Vo ~ x?(dy) &r oberoende sa giller att

Vi/dy
Va/dy

~ F(dl,dg).

Bevis. Vi borjar med att betrakta hur man kan hitta tathetsfunktionen for kvoten Z = X/Y
av tva oberoende stokastiska variabler X och Y. Vi antar att respektive tathetsfunktion &r
kontinuerlig. Det giller att fxy(x,y) = fx(x)fy(y) och

X
FZ(z):P(ng) =PX<Yz,Y>0+PX>Yz Y <0
00 Yz 0 00
= / / fX,Y(Iay)dxdy+/ Ixy(x,y)dr dy
0 —00 —oo Jyz

_ / " fe(y)Fx(yz) dy + / Fr(y)(1 = Fx(y2)) dy.

6



fran vilket det foljer att

fo(2) = L) = / " hy () fx(y2) dy + / yfe () fx (=) dy

dZ —00
- / 1yl fy (9) fx (92) dy.

Vi noterar dven att for r > 0 géller att

P (5 < x) _P(X<rz) = fupla)=rfx(ro).

r

Saledes ges tathetsfunktionerna for V; /dy och V,/dsy av
g4/
1 d1/2—1 —dyz/2
P (0) = Sapr @y ” et ez

och

g2/?
2 d2/2-1,—day/2 y >0,

fvg/dQ (y) = my )

sa enligt resultatet ovan for kvoten L erhaller vi att

Va/ds

fz(2) = /0 Y fvayan (Y) frjan (yz) dy

ddz/2dd1/2 s d1/2-1

_ 2 1 ~ d1/2+d2/2—16—(y(d2+d12’))/2d
ORI ’

=y(dy +d
= variabelbyte: u=ylds 1221
dy = (dy + d1z) " du

da/2 ;d1/2 00

dy Pahl? pdi/2=1(g, 4, 7)~(dr+d2)/2 (di+d2)/2-1 ,—u/2 g
u € u
2di+d2)/2T (4) T (L) 0
d2d?/2_1d1d1/2 1 [ () di/271(d, 4 dyz)~(dr+da)/2

F(3)0(%)

eftersom

1 o
(d1+d2)/2—1 —u/2 —
2(di+d2)/2 T (%) /0 u e du 1

da detta #r integralen av téthetsfunktionen for en stokastisk variabel U ~ x*(d; + dg). Vi kan
hyffsa till slutresultatet for f(z) genom att bryta ut dy ur (dy 4+ dyz)~@+%)/2 och anviinda
beta-funktionen:

22 /21 /2 (1 N %z) ~(d1-+d2)/2
f2(2) = d d
B(%, %)
—d2/2 di+ds)/2
- (@) 2w (1 . d_z) —(di+dz)/
B (d?l’ %) dl d2 ’
vilket ar precis vad vi ville visa. -



B

Sats. Om X ~ F(dy,ds) sa ér

d 2d2(dy + dy — 2
E(X)=-—"-,dy>2, och V(X)= dl(;;_l;&rl), dy > 4.

Bevis. Vilj tva oberoende stokastiska variabler V; ~ x*(d;) och V3 ~ x?*(dy). Eftersom vi

d
visade ovan att Vi/dy ~ F(dy,ds) foljer det att
Va/dy
V1/d1) Vi Va / (Vl) (dz) di dy (1)
E(X)=F|(—=——)= /) —och —oberoende /| =FE|—|E|(—=|= El—=],
) (Vz/dz dy dy dy Va dy Va

dér vi nyttjat att E(V}) = d;. Vi berdknar E(1/V3):

1 ° 1 > 1 e
El=—) = C/ xd2/272€7x/2d1, —c <|: $d2/21€x/21 + / xd2/271€71/2 dl’)
(‘/2> 0 d2/2 —1 0 d2 -2 0

1 o 1
o3, =y

under forutsédttning att d > 2. Saledes blir

Cdy—2

Nér det géller variansen anvander vi ett analogt resonemang:
Vijd\  d3 & Vi\?
V(X)=V == |F|=|—-FE(—=
(X) (Vg / d2> d? V2 Vo

2
1
= / V1 och V5 oberoende / = d—g (E ({/12) 1) (
di V
d3 5 1 d2
=—= | (VOVW+EWHE || - ——=
i (om0 2 () - o
& o (1)
2 (e +)E(—=) - A
i (Cord e () - 5
eftersom V' (V1) = 2d; och vi anvént resultatet for £(1/V3) ovan. Vi partialintegrerar nu for att
berikna E(1/V$):

E 1 = c/oo 22 3e=/2 gy
—©c <[; xd2/2—2e—x/2} > i 1 /OO L 42/2-2 ~/2 dx)
d2/2 -2 0 d2 —4 0

_ 1, ( 1 ) B 1
dy — 4 Vs (do — 4)(dy — 2)’
om dy > 4 och vi nyttjat kalkylen for E(1/V5) ovan.
Alltsa blir

om dg > 2.

BE(X)

S|
N
|
&5
=~
o
&
—
=
~
~

V(X) = d> ( 2dy + d3 B d? ) ~2d3(dy +dy — 2)
d? \(do —4)(dy —2) (dg —2)? di(dy — 2)2(dy — 4)°
vilket var precis vad vi ville visa. U



<>

e

Sats. Om X ~ F(dy,ds) sa ér 1/X ~ F(dg,dy).

Bevis. Lat V = 1/X och antag att v > 0. Da géller att

1
Fy(v)=P1/X <v)=P(X >1/v)=1-Fx(1/v) = fy(v)= ﬁfx(l/v),
5 d2/2 di/2—-1 (dy1+d2)/2
1 1 dy\ " 1\ “V dq 1 1
== - 1
wo-sa () () (k)
1 d2 —da/2 1 di/2+1 d1 —(d1+d2)/2 d (d1+d2)/2
sanm) ) @) ()
B (717 f) dl (Y dQU d1
7d1/2 (d2+d1)/2
) k)
T B (% %) \d d
eftersom B(a,b) = B(b,a). Saledes dr V' ~ F(dy, dy). O
<>

e

Sats. Om T ~ t(n) sd &r T? ~ F(1,n).

Bevis. Lat V = T2 och antag att v > 0. Da giller att

Fy(v) = P(T <v) = P(—/v <T <) = Fr(\/v) — Fr(—/"v),

’ fv(v) = Fy(v) = %h(ﬁ) } fr(=v/v)
O
e
“sap () ()

eftersom fr(—t) = fr(t) och T(1/2) = /7. Saledes éir V ~ F(1,n). O

4.2 Jamforelse av tva varianser

Lat Xi,...,X,, och Y},...,Y,, vara oberoende slumpmiissiga stickprov fran N (u,0?) respek-
tive N (s, 03). Da vet vi att
ny — 1)S? ny — 1)S2
(= 15 2)1~X2(n1—1) och (2= 1)% 2)2~X2(n2—1).
01 02

Det foljer da enligt ovan att
St/ot
S3/03

F= ~ F(ny —1,ny —1).



N

Q Exempel

Betrakta det tidigare exempel igen, déar vi hade

x; | 477 55.6 51.3 46.1 54.9
¥i | 29.2 478 309 377 279 40.1 415 40.9

Antag att z; ir oberoende observationer av N(jui,07) och att y; #r oberoende observationer
av N (p2,03). Ange ett 95% konfidensintervall for o /0.

St/oi
S3/03
konfidensintervall med konfidensgrad 95% sa vi behover grianser a och b sa att
P(F <a)=0.025 och P(F >b)=0.025.

Ur tabell finner vi att @ = 0.1102 och b = 5.5226 (i MATLAB finv([0.025 0.975], 4, 7)). Notera
att tabeller oftast endast innehaller varden for sannolikheter > 0.5. Anledning till det &r att vi
kan anvinda att

Lésning. Lat F = . Pa grund av antagandet foljer det att F' ~ F(4,7). Vi soker ett

1
F~F(m,n = a ~ F(n,m).

Konkret for oss just nu blir det saledes
1 1 1 1 1 1
025 = P(F =P(-<=|=1-P=<- Pl—=<-|=0.975.
0.025 (F < a) <a<F> (F_a) & (F_a) 0.975

Vi forsoker nu 16sa ut o1 /09:

S2/g2 82 o2 182 o2 15?
- U - R s

S3/os  S3 o} bS; o5 aS3

Vi skattar nu S? och S? med respektive stickprovsvarians:

57 =17.822 och s = 49.0086

a <

Ett konfidensintervall for 02 /02 ges alltsa av

B 1 17.822 1 17.822
~ \5.5226 49.0086 " 0.1102 49.0086

) = (0.0658, 3.2999).

Vill vi ha ett konfidensintervall f6r oy /09 tar vi helt enkelt roten ur grénserna:

Iy /on = (V0.0658, v/3.2999) = (0.2566, 1.8165).

I MATLAB kan man anvanda funktionen vartest2 for att skapa konfidensintervallet.

>> x = [47.7 55.6 51.3 46.1 54.9 1;
>>y = [29.2 47.8 30.9 37.7 27.9 40.1 41.5 40.9];
>> [H P CI] = vartest2(x,y,0.05,’both’)
H =
0
P =
0.3452
CI =

0.0658 3.2998

Vad H och P representerar kommer vi till pa nésta foreldsning.
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5 Konfidensintervall via CGS

Sa vad gor vi om stickprovet inte dr fran en normalférdelning?

6 Stickprov for andel

N

Q Exempel

Ett foretag som sysslar med opinionsanalys viljer slumpmaéssigt ut 400 vuxna i Sverige och
fragar om de har asikt A. Av dessa svarar 80 ja (alla svarar). Bestdm ett approximativt 95%
konfidensintervall for andelen av den stora populationen som haller asikt A.

Losning. Vi later X vara antalet som svarar ja. Da ar egentligen X ~ Hyp(JV, 400, p), dér N &r
antalet vuxna i Sverige (rimligen ca 8 miljoner). Da 400 < 8000000 &r det helt rimligt att anta
att X "~ Bin(400, p). Vi vill skatta den okiénda andelen p och viljer som skattningsvariabel

~ X

P=—

400

Vi har observerat att p = 80/400 = 0.2.
Binomialfordelningen ar lite jobbig eftersom den ar diskret, sa vi forsoker oss pa en approxima-

tion. Eftersom
400-p- (1 —p)=400-0.2-0.8 = 64

ar ordentligt storre dn 10 &r det rimligt att approximera binomialférdelningen med normalfor-
delning. Alltsa, R
P "% N(p, p(1 - p)/400).

Lat oss bilda

~

P - p a;;\pjr.
p(1 —p)/400
Observera att vi ersatt med det skattade vérdet pa p i kvadratroten (men inte i téljaren). Vi
nyttjar hir alltsa medelfelet d, dvs

d(P) = \/D(1 — p)/400 = 0.02,

Vi kan nu rékna precis som om vi kiinner standardavvikelsen exakt, sa om vi soker ett approx-
imativt 95% K.I. erhaller vi

N(0,1).

I, = (0.2 —1.96-0.02, 0.2 4 1.96 - 0.02) = (0.16,0.24).

7 Jamforelse av tva andelar

Antag att vi har tva maskiner. Vid uppmétning fann man att Maskin 1 producerade 20 defekta
enheter av 400, och att Maskin 2 producerade 60 defekta enheter av 600.
Modell: Lat X vara antal defekta enheter fran Maskin 1 och Y antal defekta enheter fran
Maskin 2. Under lampligt oberoendeantagande vet vi att X ~ Bin(400, p;) och Y ~ Bin(600, p,)
dér p; och py dr de verkliga felsannolikheterna. Vi skattar lampligen med

=00 ¢ 2= 600
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Vi har observerat att p; = 20/400 = 0.05 och py = 60/600 = 0.10. Alltsa &r p; — py = —0.05.
Ar detta signifikant? For att svara pa fragan behover vi rikna lite sannolikheter. Eftersom
bade nip1(1 — p1) och nepa(1 — ps) dr mycket storre d&n 10 dr det rimligt att approximera
binomialférdelningen med normalférdelning. Alltsa,

Aappr. pl(l _pl) Aappr. pQ(]‘ _p2)
P~ N —_ h P, "~ N — .
1 (pb 400 ) oc 2 <p27 600

Da foljer det att

P -B" N (p - :
Vi bildar nu P
P - P - - appr.
1 2 (pl p?) pp: N(O, 1)

7 =
VA (L= 51)/400 + p>(1 — £2)/600
Observera att vi ersatt med skattade véirden pa p; och ps i kvadratroten (men inte i téljaren).

Det blir fortfarande approximativt (men lite simre sa klart) normalférdelat, men underléttar
mycket for berdkningar. Vi har

VP11 — p1)/400 + pa(1 — p3) /600 = 0.0164.

Vi kan nu rékna precis som om vi kinner standardavvikelsen exakt, sa om vi soker ett approx-
imativt 95% K.I. erhaller vi

Ly —p, = (—0.05 — 1.96 - 0.0164, —0.05 + 1.96 - 0.0164) = (—0.08, —0.02).

Endast negativa vérden, sa p; < ps med hog sannolikhet! Maskin 2 &r antagligen samre.
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Forelasning 5: Hypotesprovningar

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

24 november 2018

Vi har nu studerat metoder for hur man hittar lampliga skattningar av okdnda parametrar och
dven stingt in dessa skattningar i konfidensintervall for att ha kontroll pa vad som ar rimligt
eller ej. Den sista fragan kan man nirma sig pa lite annorlunda (men egentligen mer naturligt
sitt) genom sa kallade hypotestester (ibland kallade signifikanstester).

Ett hypotesttest i detta sammanhang bestar av en nollhypotes H, och en mothypotes H;.
Typiskt &r att nollhypotesen ar nagot vi vill motbevisa (och dérmed styrka att mothypotesen
antagligen géller). I denna kurs kommer vi oftast begrénsa oss till sa kallade enkla nollhypoteser
och oftast av typen

Hy:0=0,.

Mothypotesen kan véljas pa olika sitt beroende pa vad vi vill visa. De vanligaste &r av typerna
Hi:0#£0y eller Hy:0>0, eller Hy:0 <80,

For att testa hypotesen behover vi en teststorhet ¢ som avgor hur ett stickprov ska behandlas.
Denna storhet har analog funktion med de som anvéndes nér vi stallde upp konfidensintervall.
Vilater x1, xo, ..., x, vara ett stickprov fran en férdelning F' som beror pa en okédnd parameter 6.
Motsvarande slumpmaéssiga stickprov betecknas X7, X5, ..., X,, i vanlig ordning.

Teststorhet /Testvariabel

Definition. En funktion ¢ : R™ — R given av t(z1, 29, . . ., z,,) kallas teststorhet eller test-
variabel och dr en observation av den stokastiska variabeln (X, X, ..., X,,).

For att avgora om vi ska forkasta Hy véljer vi en signifikansniva a och bestdmmer sedan ett
kritiskt omrade C' som &r en delméngd av det omrade funktionen ¢ varierar 6ver (en del av
viardeméngden). Detta omrade beror pa fordelningen F' och den signifikansniva vi vill utfora
hypotestestet pa.

Kristiskt omrade, signifikansniva
Definition. Det kritiska omradet C ar ett omrade sa att H, forkastas om

t(l’l, 500 ,Q?n> e C.
Om H, forkastas séger vi att H; ar styrkt och drar slutsatsen att H; géller. Sannolikheten

a=P(t(Xy,...,X,) € C|Hy ér sann)

kallas for testets signifikansniva.




Det kritiska omradet bestar alltsa av virden som &ar for extrema for att vara troliga under
forutsdattningen att nollhypotesen géller.

Lat oss stdlla upp ett hypotestest for vanteviardet for fordelningen F' enligt Hy @ pu = o
mot Hy : p > po. Vi vill saledes styrka att det verkliga vintevirdet &r storre an pi.

Rimliga utfall Utfall har
om Hj géller. styrker H;.
— f t X
te
Den roda kurvan ar tathetsfunktionen for ¢(X, ..., X, ) om Hy skulle vara sann medan den bla

ar den verkliga tathetsfunktionen. Vi ser att observerade virden &r betydligt rimligare i det
kritiska omradet om den bla fordelningen géller. Det kritiska omradet blir saledes

C={zxeR:z>t]}.

Om t > t. sa forkastar vi H.

Om vi istéllet skulle testa Hy : u = po mot Hy : pu # pg, vad blir skillnaden? Vi vill saledes i
detta ldge styrka att det verkliga viantevirdet dr nagot annat &n pg (inte nédvéndigtvis att det
verkliga vantevirdet &r storre).

Utfall har Rimliga utfall Utfall hér
styrker H;. om Hj géller. styrker H;.

x
De bla kurvorna ar potentiella verkliga fordelningar for ¢(X7, ..., X,,) medan den roda fortfa-
rande &r fordelningen om Hy skulle vara sann. Det kritiska omradet blir saledes
C={zeR:z>t,ellerx<t,}.
Om t > t,, eller om ¢ < ¢, sa forkastar vi Hy. Nér vi vet mer om fordelningen for ¢( X7, ..., X,)

kan vi under antagandet att H, stdmmer hitta granserna explicit.



A\

Att stalla upp Hy och Hp ska goras innan stickprov observerats. Utgar man fran méatdatan
for att hitta pa sina hypoteser beter man sig bedrégligt.

Styrka
Definition. Vi definierar styrkefunktionen h(f) enligt

h(0) = P(H, forkastas |6 ar det riktiga vérdet).

Sannolikheten h(f) kallas for testets styrka i 6.

For ett bra hypotestest bor h(f) vara stor for § € Hy och h(f) liten for § € Hy. Notera dven
att h(eo) = Q.

Fel av typ I och II

Definition. Att forkasta Hy da H, ar sann kallas fel av typ I och har sannolikheten «.
Risken for ett fel av typ I &r saledes signifikansnivan.
Att inte forkasta Hy da Hy ar falsk kallas for fel av typ II.

p-viarde
Definition. For ett givet stickprov kan man for ett signifikanstest berdkna ett p-virde.
Denna sannolikhet ar den lagsta signifikansnivan pa vilken vi skulle forkasta Hy. Med andra
ord &ér p sannolikheten att vi far ett minst lika extremt utfall som det givna stickprovet med
antagandet att H, ér sann.

Lat oss testa Hy : 6 = 6y mot Hy : 0 # 6y. Om vi utifran stickprovet berédknar teststorhe-
ten t(x1,...,x,) = b sa behover vi alltsa karakterisera alla utfall som &r minst lika extrema
om Hj géller. Nu blir vi beroende av hur férdelningen ser ut. Lat oss anta nagot symmetriskt.

Utfall minst lika Rimliga utfall Utfall minst lika

extrema som t = b. om Hy giller. extrema som t = b.

Sa p-vardet kan om férdelningen ser symmetrisk ut enligt ovan beréiknas enligt

p=PH(X1....,X,) <a)+ PHX1,....X,) > b) = 2P(#(X,, ..., X,)) > b),



dar a maste véljas sa vi har samma sannolikhetsmassa i bada “svansarna.” Om fordelningen har
en riktig skum uppsyn da? Ja, da blir det svart. En variation vi kan hantera dr om mothypotesen
ar av typen Hj : 0 > 0 (till exempel) da vi endast har

p=Pt(Xy,...,X,) >0)

eftersom utfall i vénstra svansen nu inte lidngre rdknas som extrema. Utseendet pa mothypotesen
ar alltsa fundamentalt.

A\

Mark val att p-véardet inte sédger nagonting om huruvida Hy &r sann eller ej givet observationen
av t. Det vi har ar sannolikheten for ett lika extremt utfall givet att H, géller. Inte tvartom!

Alla principfigurer ovan har varit sma séta symmetriska och kontinuerliga historier. Hur blir
det vid andra typer av fordelningar?

2 Hypotestest for Binomialférdelning

Vi undersoker situationen med ett belysande exempel.

N

¢ Exempel

Ett mynt kastas (oberoende) 30 ganger och vid 10 av dessa blir det en krona. Kan vi forkasta
hypotesen att myntet ér drligt med signifikansniva 5%7? Vad ar styrkan om sannolikheten for
krona dr 3/107

Losning. Vi vill testa om myntet ar drligt, sa vi borjar med att stélla upp en modell. Lat X
vara antalet krona vid 30 kast. Da d&r X ~ Bin(n,p) dir n = 30 och p = sannolikheten for
krona &dr okédnd. sa en rimlig nollhypotes ges av

1
Hoip:§

och innan experimentet vet vi inte om mothypotesen bor vara p < 1/2 eller p > 1/2; sa vi tar
det sikra fore det osékra och viljer att testa mot

1

Hlp%§

Givet att Hy ér sann sa forvintar vi oss frekvensen 30 - 0.5 = 15 utfall som &r krona. Ar 10
signifikant mindre? Vi stéller upp det kritiska omradet:

C={zeZ:0<z<aellerb<z<n}
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Hur hittar vi a och b7 Vi far helt enkelt testa oss fram (och anvinda tabeller). Eftersom

p(z) = ( 0 ) (%) (1_ %>so_x

9 10

> p(z) =0.0214 och Y p(x)=0.0494

kan vi berakna att

samt (kdnt redan pga symmetri da p = 0.5 men for fullstindighetens skull):

30 30
> p(z)=0.0214 och Y p(z) =0.0494.
=21 =20

Vi véljer a = 9 och b = 21. Da géller att

P(XGC‘H@):P(X601’H0)+P(XECQ‘H0)
— P(X < a) + P(X > b) = 0.0214 + 0.0214 = 0.0428 < 0.05.

Detta &ar det storsta kritiska omrade vi kan fa for att halla signifikansnivan. Observera att vi
alltsa inte kan tréiffa a = 0.05 exakt. Detta &r typiskt vid diskreta fordelningar.

Eftersom = = 10 ¢ C kan vi inte dra nagon slutsats, utan myntet kan mycket vil vara &rligt.
Vi kan saledes inte forkasta Hy (vilket inte pa nagot sétt betyder att Hy ar sann).

Styrkan vid p = 0.3 blir

h(0.3) = P(H, forkastas|p =0.3) = P(X € C'|p=10.3)

° /30 0. /30
- Z ( ) 0.3°0.7%0-% 4+ Z ( ; ) 0.3%0.730~% = (0.5888 4 7.28 - 107 = (.5888.
=0

T
r=21

Antag att vi istéllet vill testa mothypotesen H; att myntet ger firre krona &n klave. Vi har da

1

Hur ser det kritiska omradet C' ut?



C utfall har styrker inte H{

Eftersom

10 11
> p(z) =0.0494 och Y p(x) = 0.1002
=0 =0

sa ser vi att ¢ = 10 ar noédvandigt. Darmed blir
C={reZ:0<z<10}

och var observation z = 10 € C'. Alltsa kan vi forkasta H, och anse att Hj &r styrkt.
Styrkan vid p = 0.3 blir

h(0.3) = P(H, forkastas|p=10.3) = P(X € C'|p=10.3)

10
- Z ( ?f ) 0.3%0.730~% = (0.7304.

=0

Notera alltsa att styrkan beror pa mothypotesen! Ganska naturligt ndr man téanker efter, men
det &r latt att tro att styrkan for ett test bara har med nollhypotesen att gora. Det &r alltsa
helt fel. Vi kan dven lata MATLAB rikna ut styrkefunktionen for alla p € [0, 1] for att se hur
det ser ut.

Styrka h(p)

I I
1 |
0.8 [~ |
13
g 0.6 [ .
=
3
=]
E 4
0 0.4 1 N
0.2 —
0 |
| | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P



3 Hypotestest for Poissonférdelning

Ovriga diskreta fordelningar kan givetvis hanteras analogt med binomialexemplet i foregaende
avsnitt och med datorkraft dr det inte stérre problem att rdkna exakt i véldigt manga fall. Men
som vi kommer ihag fran tidigare kurser gar det dven att approximera flera diskreta férdelningar
med normalfordelning om vissa forutsittningar ar uppfyllda. Lat oss studera ett exempel med
Poissonfoérdelning pa tva sitt.

N

Exempel

Antalet datapaket till en server kan betraktas som en Poissonprocess X (¢) med en okind
intensitet A. For att kunna hantera 6verbelastning har man ett varningssystem som varnar om
antalet paket 6verstiger en grans N pa tva tidsenheter. Varningen sker alltsa om intensiteten
dr storre dn véntat. Antag att A = 50 (enhet: tusen paket). Det &r dyrt att avbryta servicen
sa man vill hogst tillata felaktig varning med 1% risk.

Hitta grédnsen N och avgoér om man bor varna om z = 120 vid en métning. Vad skulle p-virdet
| bli om z = 1307

Losning. Det forvintade antalet paket &r p = E(X(t)) = M, sa om A = 50 forvintar vi
oss = 50-2 =100 (tusen) paket. Lat

Hy:p=100 och Hy:pu > 100.

Vi soker det kritiska omradet C'. En figur kan vara bra.

il

Y

50 C

v

Rimliga utfall om Hq giller C

Lat p(k), k = 0,1,2,..., vara sannolikhetsfunktionen f6r en Po(100)-fordelad variabel. Ur tabell
(eller med hjilp av matlab och funktionerna poisspdf eller poisscdf) kan vi finna att

[e's) 123 [e's)

> pk)=1-) p(k)=00112 och Y p(k)=0.0088.

k=124 k=125

Saledes blir det kritiska omradet
C={keZ:k>125}.
Eftersom observationen z = 120 ¢ C sa kan vi inte forkasta Hy. Vi bor inte varna.
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Vi berdknar p-virdet vid observationen x = 130 genom

p=P(X >130|Hy) = Y p(k)= /tabell/ = 0.0023.

k=130
Vi summerar alltsa sannolikheterna for alla utfall som dr minst lika extrema som z = 130.
Om vi stirrar lite pa plotten ovan sa ser den tamligen normalfordelad ut, eller hur? Det &r ingen

slump. Om X ~ Po(u) med p > 15 sa dr X "~ N(u, 1) (variansen ér p). Vi kan anviinda detta
for att hitta en approximativ grins N. Lat X ~ Po(100). Da giller att

X —100 N — 100 N — 100
0.01:P(X2N):1—P(X<N):1—P( ):1—@(—>.

<
V100 V100 10

Saledes ar

N — 100 N — 100
Md=1-d —— 9= —
0.0 < 10 ) 0.99 ( 10 )
N — 100
2.3263 = ———
& 3263 0

& N =23.263 + 100 = 123.263.

Eftersom N maste vara ett heltal viljer vi N = 124. Aven med halvstegskorrigering hamnar
vi inte pa det exakta virdet, men det &r tillrdckligt nédra for de flesta dndamal. Vi kan dven
aterskapa kalkylen for p-vardet vid = = 130 enligt

130 — 100

~1—-—® = 0.0013.
P ( 10 ) 0.0013

4 Normalapproximation — Generellt

Nér vi approximerar med normalférdelningen &r tillvigagangssittet néstan alltid det samma.
Vi har en punktskattning 6 dir © "~ N (6, D?) och vi vill testa nollhypotesen Hy : 6 = 6. Som
teststorhet anvinder vi da oftast

0-10 0—10
Z:TO eller 7 = do'

Den senare teststorheten da vi inte kinner D exakt utan skattar med d. Vi forutsétter att d ar
en vettig skattning av D da Hy ér sann. Notera att i bada fallen kommer Z "~ N(0,1) om Hy
ar sann. Vi anvinder alltsa ingen t-fordelning héar (det finns inget som séger att det skulle bli
béttre i det generella fallet).

Hur det kritiska omradet ser ut beror pa hur vi stiller upp mothypotesen. Om H; : 6 # 6,
far C' utseendet | — oo, —a[U]a, oo[. Ar mothypotesen enkelsidig blir det bara ett av intervallen
(med annan parameter a). Talet a hittar vi i normalférdelningstabell.

5 Test for skillnad 1 andel

En mycket vanlig situation ar att vi vill undersoka om det foreligger nagon skillnad i andel
mellan tva grupper. Antag att vi har x; som observation av X; ~ Bin(ny,p;) och zo som
observation av Xy ~ Bin(ng, p2) (vi antar oberoende).
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Vi &r intresserade av att testa hypotesen Hy : p; = py mot till exempel Hy : p; # py. Om Hy ar
sann sa &r en lamplig skattning av p = p; = po

ZL’1—|—JI2
n1+n2

D=

Faktum &r att detta &r ML-skattningen (om Hj &r sann) och ddrmed har den bra egenskaper
sasom konsistens. Vad géller fordelningen for P blir den viirre (vad hidnder om man summe-
rar binomialférdelningar?). Men, om n; och ny dr ganska stora och p inte ar allt for néra
dndpunkterna i [0, 1], sa kanske vi kan normalapproximera? Vi har redan gjort detta (se konfi-
densintervall for p; — py), men for fullstindighetens skull 1at oss repetera. Om Hy &r sann giller
att

E(P) = Mp T nap

Ny + no

och
=y mp(1l —p) +nap(l —p)
V<P) N (n1 + 7’L2)2

da ny + ny — oo, sa skattningen av p dr véntevirdesriktig och konsistent. For att testa Hy
anvander vi P, — P5, och om Hj &r sann sa géller att

- 5~ appr. o~ ~ 1 1

ni no

— 0,

Eftersom vi inte kinner p exakt anvénder vi skattningen p ovan i uttrycket for variansen (eller
vi ersitter standardavvikelsen med medelfelet). Vi kan dven ga 6ver i standardiserad form sa
vi kiinner igen oss:
P - P appr.
Z = L2 N (0,1).

o= (% +2)

Om H : p1 # po sa ges det kritiska omradet av

C={zeR:|z| > )}

for nagot 1ampligt A = ®~1(1 — a/2) vi finner ur tabell (eller MATLAB).

Yy
& &
2 2
1 t T
- 0 A
C Rimliga utfall C

om Hj géller.



N

Q Exempel

Tva opinionsinstitut Analysera Mera AB och StickProvarna AB undersoker om befolkningen
tycker att sommaren varit for varm. AM fragar 500 personer och andelen p; = 0.7 (350 st)
haller med. SP fragar 400 personer och py = 0.8 (320 stycken) haller med. Undersok om det
finns nagon signifikant skillnad mellan resultaten pa signifikansnivan 5% (approximativt).

Losning. Lat Hy : p1 = po = p och Hy : p; # po. Om Hj ar sann viljer vi skattningen
P = (350 + 320) /(500 + 400) = 0.744.
Med beteckningarna ovan géller da (om Hy &r sann) att
 R-F _Pi-TF.
\/ﬁ(l — ) (s + &) 0.0293

N(0,1).

Det ar rimligt att approximera bade E och f’; med normalférdelning eftersom bade 500 - 0.7 -
0.3 > 10 och 400 - 0.8 - 0.2 > 10. Vi hittar det kritiska omradet

C={zeR:|z| > )}
diir A = ®71(0.975) = 1.96. Saledes ska — om H, &r sann —

P1— D2
0.0293

>196 < |p1—p2| > 1.96-0.0293 = 0.0573

for att vi ska forkasta Hy. Med p; = 0.7 och ps = 0.8 ser vi att 0.1 > 0.0573, sa vi forkastar H.
Det é&r troligen en skillnad i resultaten.

Ett alternativ &r att stéilla upp konfidensintervallet I, _,, for p; — ps och sedan testa hypotesen
genom att undersoka om 0 € I,,_,,. Skulle det vara sa att 0:an ingar kan vi inte forkasta H,.
Ligger intervallet helt pa ena sidan 0 dédremot sa forkastar vi Hy. Detta test &dr helt ekvivalent
eftersom vi nyttjar samma testvariabel.

6 Poissonapproximation

Som bekant kan man &ven approximera binomialférdelning med Poissonfoérdelning om n > 10
och p < 0.1. Detta kan vara nodvindigt da p ligger néra 0 eller 1 sa normalapproximation inte
fungerar bra. Vi betraktar ett exempel.

N

@ Exempel

En leverantor av laboratorieutrustning hévdar att deras pipetter bara behover kalibreras en
gang per ar och att risken for att en pipett faller utanfor toleransnivan innan dess ar 0.5%
(vid normal anvéndning). Laboratorieansvarig Laura (for ett stort laboratorie) tycker inte
att det stdmmer och har ett ar efter inkdpet och kontinuerligt anvindande av 1000 stycken
behovt kalibrera om 11 st. Testa hypotesen att felrisken dr 0.5% mot att den ar hogre pa
signifikansnivan 1% (approximativt).
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Losning. Den stokastiska variabeln X &r antalet av de 1000 pipetterna som behovs kalibreras i
fortid. Om vi antar att héndelserna &r oberoende (&ér det rimligt?) sa d&r X ~ Bin(1000, p) dér p

~ X
ar felrisken. Lat Hy : p = 0.005 och H; : p > 0.005. Vi kan anvinda P = 1000 men enklare ar
att direkt nyttja X. Om Hj ir sann sa géller att

X "2 Po(1000 - 0.005) = Po(5).

Det kritiska omradet viljs som

C={z€Z:2>k}

for nagot k € Z. Vi vill att
P(X € C|Hy) <0.01

och i tabell (eller med k = poissinv(0.99, 5) i MATLAB, vilket ger det minsta heltalet k sa
att P(X < k) > 0.99) finner vi att & = 11. Alltsa géller

P(X > 11| Hp) < 0.01 (exakt vérde: 0.0055),

och Lauras observation x = 11 &r alltsa inte signifikant. Vi kan inte forkasta Hy och sédga att
leverantoren har fel.

N

Q Exempel
Laura ar inte nojd och krédver att examensarbetaren Audrey ska goéra om hypotestestet och
anvinda normalapproximation som folk. Motivera vartor det inte dr bra men utfor testet.

Undersok ocksa hur hypotestestet blir om man inte approximerar for att hjélpa den stackars
‘examensarbetaren att motivera.

Losning. Vid normalapproximation kraver vi att np(1 — p) > 10 och om vi véljer att skatta p
med p = 10/1000 = 0.01 hamnar vi precis kring den griansen sa osiikerheten ar stor. Anvinder
vi leverantérens p = 0.005 blir det betydligt under. Alltsa inget att rekomendera. Men om vi
envisas sa skulle

X "= N(1000p, 1000p(1 — p)) som dalig approximation.

Om vi antar att H, ar sann skulle da
B X — 1000 - 0.005
\/1000 -0.005 - (1 — 0.005)

aterigen som en tveksam approximation. Kritiskt omrade ges av

00l=P(Z>XN)=1-®() < X=3o0.99)=2.3263

RTN(0,1),

sa

V4.975

och vi skulle darfor lata C' ges av X > 11, varvid resultatet x = 11 skulle verka signifikant.

> 23263 & X >10.1888

Vi kan stélla upp ett exakt test genom att lata H; : p > 0.005 och vilja
C={re€Z:z>k}

for nagot k € Z. Precis som med Poissonapproximationen hittar vi k£ genom att i MATLAB
anvianda k = binoinv(0.99, 1000, 0.005) vilket resulterar i k& = 11. Alltsa samma grins som vi
fick med Poissonapproximationen. Exakt virde hér blir P(X > k) = 0.0053.
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Foreldsning 6: Hypotestester (forts.)

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

24 november 2018

Vi fortsdtter nu exkursionen i hypotesernas forlovade land. Fokus kommer vara pa den vanligaste

typen av hypotestester, namligen nér datan antas vara normalfordelad. Vi kommer nu ater stifta
bekantskap med ¢- och x2-férdelningar.

Lat oss borja med ett enklare exempel.

N

Exempel

I en fabrik med mangarig erfarenhet tillverkar man material av en viss tjocklek. Man méter
med jamna mellanrum tjockleken pa 9 nytillverkade material och testar om medelvérdet
uppfyller |Z — 5.0] > 0.05. Om sa &r fallet stoppas tillverkningen och tekniker far ga igenom
maskineriet. Ansvarig for metodutvecklingen vet av erfarenhet att ¢ = 0.1. Om vi antar

normalférdelning, vad ar bésta signifikansnivan for testet om Hy : = 5 testas mot Hy : pu #
57

Losning. Vi antar att X; ~ N(p,0%) = N(i,0.1%), i = 1,2,...,9, dr oberoende. For att
testa Hy stéller vi upp teststorheten

,_X-50
0.1/1/9

Om Hyj ér sann sa dr Z ~ N(0,1). Om vi jamfor med fabrikens test sa ser vi att

0.1
‘?Z >005 < |Z]>15

ger det kritiska omradet
C={zeR:|z| > 1.5}

Yy

4 Rimliga utfall Cs
om Hj géiller.



Sa signifikansnivan « kan om férdelningen ser symmetrisk ut enligt ovan beréiknas enligt

p=P(Z<—-15)+P(Z>15)=2P(Z < —15)
= 2P(—1.5) = 2(1 — ®(1.5)) = 0.1336.

Den biésta signifikansnivan vi kan vélja ér alltsa o = 0.1336.

N

@ Exempel
Fabriken har fatt en ny bestéllare som inte har nagot problem om materialet blir tjockare.
Ansvarig ténker lite snabbt och stéller upp ett test med samma signifikansniva for att endast

testa att materialet inte blir for tunt. Hur ser testet ut nu och varfor ar detta antagligen inte
vad man vill gora?

Losning. Vi har fortfarande Hy : ¢ = 5 men mothypotesen ges nu av H; : ¢ < 5. Vi kan
anvianda samma teststorhet och om Hj ar sann sa ar

X - 5.0
7 =
0.1/v/9

Vi soker en grins a sa att X < a med sannolikheten o = 0.1336 om H, &r sann.

~ N(0,1).

Y

8

Kan inte forkasta H
och hédvda att Hy giller.

Q<

Det ar tydligt att

— X-=50 a-5.0

X 7z -
s 01/3 - 01/3°
Sé 5.0 5.0
a — 9. a — o.
0.1336 = P (7 < =22 =00 $1(0.1336) = —1.1095
( 0.1/3 ) 0.1/3 (0.1336)

< a—5.0=-0.0370.

Det sokta virdet blir alltsa a = 4.9630. Detta test blir alltsa mer kéansligt for att materialet ar
for tunnt &n det foregaende. Om den nya bestéllaren har samma tolerans for fel som de tidigare
ar det kanske mer strategiskt att istdllet sénka signifikansnivan till hélften.

Ny

@ Exempel

Foregaende hypotestest har en lite udda signifikansniva. Hur ser styrkefunktionen ut?




Losning. Styrkefunktionen definieras enligt

— — 12
h(0) = P(H, forkastas| u=460)=P (X < 4.9630 ‘X ~ N (9, %))
4.9630 — 6
= ———— | = ®(148.89 — 300).
( 01/3 ) (148.89 — 300)
Styrka h(6)
I
1 [ —
0.8 — ]
g 0.6 |- .
e
(;)‘5 0.4 — —
0.2 — —
0 [ —
| | | | |
4.8 4.9 5 5.1 5.2
0
-\@’- Exempel

En nyanstélld i fabriken (med en kurs i statistisk inferens i bagaget) patalar att det kanske &r
olampligt att anta att variansen &r kéind och att man borde skatta den fran métningen. Vid en
métning fick man stickprovsvariansen 0.0144, vad ger testet [Z—5.0] > 0.05 for signifikansniva
|i denna situation?

Losning. Vi testar saledes Hy : i = 5.0 mot Hy : u # 5.0 och som testvariabel blir

X —5.0
S/Vo

om Hj &r sann. Analogt med forsta exemplet maste da

t(8)
0.15

‘ft) > 005 o |t > 2

3 5
vilket ger det kritiska omradet

0.15
C—{teR:|t|>—}—{tGR:|t|>1.25}
s

i vart fall. Fordelningen for 7" &r symmetrisk lik normalférdelningen, sa situationen &r snarlik.
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4 Rimliga utfall s
om Hj géller.

Sa p-vardet kan om fordelningen ser symmetrisk ut enligt ovan beridknas enligt

p=P(T < —1.25)+ P(T >1.25) = 2P(T < —1.25)
— 2Fp(—1.25) = 2-0.1233 = 0.2466.

Hér anvdnde vi tedf(-1.25,8) i MATLAB (vi har inga tabeller i formelsamlingen for att sla
pa t-fordelningar i “den riktningen”).

Den bésta signifikansnivan vi kan vélja ar alltsa i princip e = 0.25. Mindre lyckat! Testet kanske
behdver dndras.

2 Viantevirde for ett stickprov

I foregaende samling exempel sag vi vad som hédnde nér vi kidnde till variansen exakt och vad
som hénde nér vi behovde uppskatta den fran méatdatan. Osékerheten dkar vid varje skattning,
men kénner vi inte exakta virden &r skattningarna nédvandiga.

Lat oss understka den generella situationen. Vi har ett stickprov Xi, Xy, ..., X,, fran en nor-
malférdelning N (p, 02). Vi kan dérfor téinka oss att

Xi=p+e, €~N00?),i=12,...n,

dér €; dr obereoende. Notera att samtliga variabler har samma varians. Som foregaende avsnitt
visade &r det skillnad pa nér vi kéinner variansen exakt och nér den behover skattas.
Vi borjar med att testa

Hy: = po mot Hy = # po.

Givetvis kan man vilja testa mot H{ : pu > po eller HY : p < po ocksa, vi kommer ta upp nagot
sadant exempel ocksa.

2.1 Kand varians
Eftersom
— 0'2
XN (u, —)
n

kan vi nir o #r kind direkt anvinda X som teststorhet. Men for att géra det hela systematiskt
och analogt med fallet da ¢ inte ar kénd skapar vi en testvariabel

o/\/n
4

Z ~ N(0,1)



under forutsittning att H, &r sann. Vad vi egentligen gor dr att vi utnyttjar att X &r en
skattning (konsistent och véntevérdesriktig) av (det okdnda) véntevirdet p. Testet gar ut pa
att se om det uppmaétta virdet pa skattningen sticker ut sa mycket fran vad som &r forvéntat
att det gor Hy orimlig.
Det kritiska omradet C' ges av

P(Z eC | Ho) =«

dér vi av symmetriskél (eftersom Z ~ N(0,1)) kan — f6r nagot ¢ > 0 — uttrycka C' enligt
C={zeR:|z|>ct={z€R:z>celler z < —c}

Vi noterar att C' bestar av tva delar C| och C5 dér talen i C ar negativa och talen i Cy &r
positiva. Aterigen, av symmetriskéil maste

P(ZeC)=P(ZeCy) = %

Grinsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = ®71(1 — «/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvinda ¢ = -norminv(alpha/2)).

Y
& &
2 2
: = L
—c 0 ¢
C Rimliga utfall Cy

om Hj giller.

2.1.1 Approximativt test via CGS

Som vi sag pa forra foreldsningen kan man anvénda approximationer for att utfora hypotestest.
Om vi i vart fall inte vet att X; dr normalfordelad kan vi &nda via centrala gransvirdessatsen

saga att
2
X~ appr. g
n

om n > 30 (lite beroende pa hur skev fordelningen for X; dr). Som teststorhet anviander vi
sedan o
X - ,LL alfa\pi/r.

s/v/n

Notera att vi ersidtter o med s utan att fordandra fordelningen (eftersom vi redan haller pa med
approximationer vet vi inte om det blir béttre med t¢-fordelningen). Faktum &r att vi kan gora
detta d&ven om variablerna &r lite beroende. Det finns flera varianter av CGS som kan hantera
lite olika situationer.

N(0,1).



2.2 Okiand varians

Om vi inte kinner till o sa kan vi inte direkt anvinda X som teststorhet och inte heller Z fran
foregaende stycka fungera bra (vad ska vi gora med den okénda storheten 7). Vad vi brukar
gora ir att ersitta o med stickprovsvariansen s2, vilket vi tidigare visat leder till t-férdelningen.
Sa, da géller att

X —up
=5/7n ~

om Hj &r sann. Helt analogt med foregaende situation erhaller vi nu

T

t(n—1)

C={teR:t>cellert < —c}

dar
a
P(T>c)=P(T < —c)= 5
Grénsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = F'(1 — a/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvénda ¢ = -tinv(alpha/2)).

Y
o o
2 2
: = z
—c 0 c
4 Rimliga utfall Cy

om Hj géller.

2.3 Varianstest

Om nagon stéller upp en hypotesen Hy : 0 = 02, kan vi utfora ett hypotestest? Givetvis kan
vi det. Vi vet att
(n—1)52

2
)

V= ~x*(n—1)

om Hy dr sann. Sa detta dr en limplig teststorhet. Alternativt kan man #ven anvinda S? som
teststorhet. Hur ska mothypotesen se ut? Det vanligaste brukar vara H; : 0% > o2 for att vi
oftast endast &r intresserade av att se till att variansen inte blir for stor. Men givetvis kan man
dven testa mot H; : 02 # o2 (eller 0% < o2 for den delen). Vi soker nu en gréins ¢ sa att

2
a:P(V>c):P<S2>CL01)

n —

och definierar det kritiska omradet som C' =|c, 00[. Vi anvénder tabell for att hitta ¢ (eller i
MATLAB funktionen chi2inv(alpha,n-1)).



~ ~
Vi kan inte forksta H C

och hivda att H; géller.

N

Exempel

Tillbaka till fabriken. Efter kritiken sa vill man testa om s = 0.12 indikerar att det tidigare
antagandet o = 0.1 dr for lagt. Utfor testet med signifikansniva 5%.

Losning. Lat nollhypotesen vara Hy : ¢ = 0.1 och mothypotesen Hy : ¢ > 0.1. Vi har n = 9
och dédrmed blir
8 52
V=—2~x*8).
0.12 (®)

Vi hittar ¢ = 15.5073 (chi2inv(0.95,8) eller ur tabell). Vi ser nu att

8-0.122

Vi kan alltsa inte forkasta Hy. Betyder det att man hade ratt nar fabriken sade att o = 0.17

3 Hypotestester och konfidensintervall

Den observante lasaren har nog redan reflekterat 6ver att det vi dgnat oss at ar ganska snarlikt de
foregaende foreldsningarna om konfidensintervall. Vi stéller upp liknande storheter (ja, identiska
for det mesta) men istéllet for att stdnga in nagot oként i ett intervall sa testar vi skattningen
mot ett kritiskt omrade.

Ett annat sétt att testa hypoteserna pa ar att stilla upp konfidensintervall och sedan testa om
intervallet tacker nollhypotesen eller ej.

N

@ Exempel

I ett husvagnsdrivet laboratorie kokar Janne ihop den suspekta kemikalen C;oH;5N. Varje

vecka startar han med samma méngd utgangsmaterial och foljer samma procedur. Janne har
fatt en ny kopare och har hdvdat att han kan producera 500 gram i veckan. For att inte riskera

problem med hélsan vill Janne testa hypotesen Hy : i = 500 mot Hy : g > 500 pa signifikans-

nivan 1%. Under 16 veckor producerar han i snitt 525 gram med stickprovsstandardavvikelsen
30 gram.




Losning. Vi antar normalfordelning och stéller upp ett enkelsidigt konfidensintervall for vén-
tevardet p. Lat

X —p
T = ———= ~t(15).
S/\/16 (15)
Da géller att
P(T <t)=0.99

om t = 2.6025 (ur tabell). Eftersom

X_
Pt o

T<t S/ T

sa erhaller vi konfidensintervallet
st
I, = (x - oo) = (505.48, o0).

Om H, &r sann sa kommer p = 500 € I, med sannolikheten 99%. Eftersom detta inte &r sant
kan vi forkasta H,. Ska Janne sitta lugnt i baten att han inte lovat for mycket? Méater Jannes
test ratt sak?

4 Generellt om hypotestester

Innan vi avslutar med en diskussion och tester vid flera stickprov tar vi och summerar lite att
tanka pa.

(i) Formulera hypoteser innan du tittar pa datan. Att du vill géra ett enkelsidigt test ska inte
bero pa hur datan ser ut. Av den anledningen ar den vanligaste typen av tester tva-sidiga.

(ii) Men vissa situationer ar alltid enkelsida pa grund av konstruktion. Vi kommer se det i
samband med regressionsanalysen dér vi till exempel vet att varians minskar med fler
forklaringsvariabler.

(iii) Kom ihag nér hypotestestet stélls upp att det ar mothypotesen vi vill styrka.
(iv) Var mycket forsiktig med tolkning av resultaten.

Att man inte forkastar Hy betyder inte att Hy géller. Ett klassiskt
exempel handlar om fyrbenta djur: lat Hy : djuret har fyra ben
och H; : djuret har inte fyra ben. Vi vill underséka om en obser-
vation ar en hést och testar Hy mot H;. Bara for att vi inte kan
forkasta Hy nér djuret ar en katt betyder det inte att det &r en
hést, eller hur? Kanske ett urartat exempel, det kan vara betydligt
mer diffust att ldsa av resultaten ratt i andra fall.

(v) Signifikansnivan kan ocksa vara missvisande. Vid stora stickprov kan man ofta se en
skillnad och forkasta Hy dven om skillnaden kanske inte spelar nagon storre roll i praktiska
fall.



5 Flera stickprov

Vi kan givetvis betrakta flera stickprov samtidigt. Ofta d&r man intresserade av att testa om de
har samma véntevirde och/eller samma varians. Men vi kan stélla upp test for linjarkombina-
tioner av vantevirdena direkt.

Lat Xy, X, ..., X,, och Y,Y5, ..., Y, vara stickprov fran N(ux,o%) respektive N(uy,0%). Vi
kan stélla upp hypotestester for linjarkombinationen ciuyx + copty. Om varianserna ar kédnda
kan vi direkt anvanda att

a1 X + Y — (cipx + copy)
VAt AT

alltsa precis samma variabel vi sag nér vi tog fram konfidensintervall for ciuyx + copty .

Z = ~ N(0,1),

5.1 ox = oy = o okiand

Helt analogt med motsvarande situation nér vi tog fram konfidensintervall anvénder vi att

a1 X + Y — (eipix + copy)
S\ /m+ci/n

dér S? dr den sammanviigda variansskattningen. Vi betraktar ett exempel.

T =

Nt(m+n_2)7

N

Q" Exempel

Janne har fatt konkurens av den fore detta larlingen Rossana som anvénder samma metod.
Under 9 veckor producerar hon i snitt 600 gram med en stickprovsstandardavvikelse pa 50
gram. Testa pa signifikansnivan 1% hypotesen Hy : p17 = ps mot Hy : g1 < po med antagandet
att variansen dr densamma, dér gy dr Jannes forvantade véarde och ps dr Rossanas. Borde
koparen byta leverantor?

Losning. Vi formulerar om enligt Hy : s — g = 0 mot Hy @ g — pp > 0. Om Hy &r sann sa
galler att

Y - X Y —

X
T: = Nt
S\/1/9+1/16 0.41673

och det kritiska omradet blir

(23)7

C={teR:t> 24999}
eftersom P(T' < 2.4999) = 0.99. Med uppméitta siffrorna blir

,_ 600525 _ 75
© 0.4167-s, 0.4167-38.16

= 4.7161,

dér , )
2 1557 + 855
P 23

ar den sammanvégda variansskattningen. Eftersom 4.7161 € C' forkastar vi Hy. Blir det samma

resultat om vi testar mot Hy : g # uo? (svar: ja, forkasta Hy. Vad dndras?)

= 38.16°

Vikan givetvis ta fram ett konfidensintervall /,,,_,, och testa nollhypotesen genom att undersoka
om 0 € ,,_,, ocksa (forkasta Hy om 0 & I,,,_,,,).

9



5.2 Test for variansskillnad

Sa med foregaende avsnitt i tankarna &r en rimlig fraga om vi kanske kan testa huruvida
varianserna ar lika eller inte. Vi gor detta med ett sa kallat F-test. Vi testar hypotesen

L2 2 2

mot
. 2 2

Om H, ér sann, sa giller att (m —1)S% /0% ~ x*(m —1) och (n —1)S% /o? ~ x*(n —1). Enligt
tidigare resultat vet vi att foljande da géller:

a2
_ =—=~Fm-1n-1).
(n —1)S% S

=D )
Vi soker nu ett kritiskt omrade C sa att
o = P(V eC | Ho)

och som vi anser styrker H; om vi far utfall dar. En figur kan vara lamplig for att se hur
fordelningen ser ut.

Y
& &
2 2
1 } T
& b
~ v v
& Rimliga utfall (&

om Hj géller.

Vi hittar grénser a och b ur tabell (eller med finv(p, n-1, m-1) i MATLAB) sa att

P(V<a):P(V>b):%.

N

Exempel

Var det rimligt att anta att Jannes och Rossanas tillvigagangssiatt hade samma varians?
Testa med signifikansnivan 5%.

10



Lésning. Med Hy : 0} = 03 = 02 och H; : 02 # 03. Med

St
=L U F(1

hittar vi det kritiska omradet
C ={vel0,00[: v <aellerv > b}
med a = 0.3126 (£inv(0.025, 15, 8)) och b = 4.1012 (£inv(0.975, 15, 8)). Eftersom

302

v

kan vi inte forkasta Hy. Varianserna kan vara lika (men &r de det?). Vad hénder pa signifikans-
nivan 1%? (samma sak, kan man séga det utan att rikna?)
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Forelasning 7: Stokastiska vektorer

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

27 september 2018

1 Repetition
Definition. Lat X och Y vara stokastiska variabler med F(X) = ux, V(X) = 0%, E(Y) =
py samt V(Y) = o%. Kovariansen C'(X,Y") definieras enligt

C(X,Y)= E((X —px) (Y — MY))

och korrelationen mellan X och Y enligt

C(X,Y)

Ox Oy '

p(X,Y) =

Bade kovarians och korrelation &r ett matt pa linjart beroende mellan X och Y dér korrelationen
ar normerad sa det gar att jimfora olika fall. Vi listar lite kiinda egenskaper.

(i) Om C(X,Y) =0 kallas X och Y for okorrelerade.
(i) C(X,Y)=FE(XY)—- EX)E(Y).
(iii) Om X och Y &r oberoende sa ér C'(X,Y) = 0.
(iv) C(X,X) =V(X).
(V) C ((ZO + Z Clin’, bg + Z b]Y;> = Z Z aibjC(Xi7 Y)
i=1 j=1 i=1 j=1

(vi) |p(X,Y)| <1 med likhet om och endast om det finns ett linjért samband mellan X och Y.

Observera att C'(X,Y) = 0 inte nédvéndigtvis innebér oberoende. Lat till exempel X ~
Re(—1,1) och Y = X?. Uppenbarligen beroende variabler, men

C(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = E(X*) —0-E(Y) = E(X?) = /1 P %dm =0,

-1

Lséi X och Y ar okorrelerade.




2 Vektorer av stokastiska variabler

Lat X = (X1, Xo,..., X,,)T vara en vektor vars komponenter ir stokastiska variabler. Vi striivar
efter att skriva vektorer som kolonnvektorer. Det faller sig naturligt att definiera vintevardet
av X genom vantevirdesvektorn

Pa samma sétt definierar vi vantevérdet av en matris av stokastiska variabler. Variansen blir lite
konstigare sa vi introducerar kovariansmatrisen mellan tva vektorer (av samma dimension).
Lat Y = (Y1,Ys, ..., Y,)T och definiera C(X,Y) enligt

Ci1 Ci2 -+ Cin C(Xla Yl) C(Xh Y2) T C<X17 Yn)
Cpl Cp2 - Cpp C(Xna }/1) C(Xn> YVQ) Tt C(Xna Yn)

dér ¢;; ar kovariansen mellan X; och Y.
En stor anledning att blanda in vektorer och matriser ar givetvis att fa tillgang till maskineriet
fran linjar algebra. Kovariansen mellan tva vektorer X och Y kan da lite mer kompakt skrivas

C(X,Y)=EXY") - EX)E(Y),

diir ()T innebér transponering. En produkt A = xy? brukar kallas fér den yttre produkten och
bestar av element (a);; = z;y;, 1,7 = 1,2,...,n. Detta &r alltsa inte skalirprodukten (X7Y).
Lat A, B € R™"™ vara matriser. Da d&r AX en linjarkombination av X, X,,..., X,, och BY
en linjarkombination av Y7, Ys, ..., Y,. Dessutom kan alla linjirkombinationer skrivas pa detta
siatt. Vidare géller nu tack varje linjariteten att

E(AX)= AE(X) och C(AX,BY)=AX(BY)' = AXY'B".

N

57 Exempel

Lat X = (X; X,)T vara en stokastisk variabel med E(X) = (1 2)T och Cx = _12 _42

Hitta en prediktor Xo = aX; + b sa att E(aX; + b) = E(Xs) och V(X5 — (aX; + b)) ar
| minimal.

Losning. Vi ser direkt att
E(aX1+b) =aE(X1)+b=a+b och E(X;) =2,
sa a + b = 2. Vidare giller att

Xo— (aX;+b)=( —a 1)(X1)—b,

sa
X1 —a
V(XQ—aXl—b)—V<(—a 1)<X2))—(—a 1)0X( 1 )
(L 1 -2 —a \ o - 9
=(—a 1)(_2 4 )( ] )—a +4a+4=(a+2)".
Minimum sker uppenbarligen nédr a = —2, vilket ger att b = 4.
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3 Skattningar for kovarians och korrelation

Om vi har ett stickprov (g, yx), & = 1,2,...,n, dar (X, Ys) ar stokastiska variabler med
samma fordelning, sa skattar vi kovariansen C' med

n

S (@ — D)~ 7)

k=1

1
n—1

=

och korrelationen med

o5 e (@ = T) (Y — )
n o 1/2 n o 1/2°
(ﬁ >kt (T — x)Z) (ﬁ > e (Y — Z/)Q)
Av tradition betecknar man ofta p = r. En naturlig fraga i detta skede dr om vi kan séga

nagot om foérdelningen for den skatta korrelationen under nagot ldmpligt antagande om det
slumpmaéssiga stickprovet. Vi aterkommer i fallet med normalfoérdelning i nésta avsnitt.

p=

3.1 Vad innebir korrelationen grafiskt?

p=0.01 p=0.51
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4 Multivariat normalférdelning

"Pain has a face. Allow me to show it to you.”

—Pinhead

Vi har stott pa den flerdimensionella normalférdelningen tidigare, men vi kan formulera det
hela lite mer kompakt pa foljande sétt.

Multivariat normalférdelning
Definition. Vi sédger att Y har en multivariat normalférdelning om det finns en konstant
vektor p € R™ och en konstant matris A € R"*™ sa att Y = p+ AX, dar X &r en vektor
med stokastiska variabler, X = (X; Xy --- X,,)T, och X; ~ N(0,1) &r oberoende.

Ar definitionen vettig? Ja, den reducerar atminstone till det forviintade resultatet om n = 1:
Y = p+ o0%X dir X ~ N(0,1). Vidare giller sa klart att

EY)=p+AEX) = p

4



och
Cy = ACXAT = AAT

eftersom Cx dr identitetsmatrisen (variablerna &r oberoende om har varians 1).

N

v

Lat X ~ N <( _11 ) , ( } ; )) Bestédm fordelningen for Y = X7 + Xo.

Exempel

Losning. Vi skriver Y = (1 1)(X; X,)7 = AX. Da blir
EY)=ABEX)=(11)(1 -1)=0

och

CyzAOXAT:(n)(} ;)(11)T:5.

&
Sats. Om Y har vintevardesvektorn g och en kovariansmatris C' som uppfyller att det C' # 0

sa géller att Y har multivariat normalférdelning om och endast om Y har den simultana
tathetsfunktionen

1 1 S )
Y2y ey Yn) = —(y-wC N y—p)), yeR"
fr(y, v, yn) TN detC(%Xp( SY—m) Cy—p)), Y

Bevis. Eftersom kovariansmatrisen C' alltid &r positivt semidefinit (varfér?) och vi antar att
determinanten |C| := det C' # 0, sa &r C' positivt semidefinit och da finns alltid en inverterbar
matris A € R sddan att ¢ = AAT. Definiera Y = AX + p, dir X = (X; Xy --- X,,)7
och Xj ~ N(0,1) ar oberoende. Téthetsfunktionen for X ges da av

1 1
fx(x1,29,...,2,) = o) exp (—éa}Ta:) , xR

Enligt transformationssatsen for flerdimensionella stokastiska variabler sa kommer

o) = o (4 (y = ) 002

eftersom X = A71(Y — p). Vi ser att jacobianen ges av

d(x1, 2o, 0) 1 -1
d(y1, Y25 Yn) = lAT=lA
(o) = Al e (< (47 - ) (47 (- )
~ G AT e (<4 - (A7 A - )
1

_ 1 _
= Gy |AAT | exp (—5 (y—p)'C ' (y— u)) :

5



dir vi utnyttjat att |A|~" = |A|7V2|AT|7Y2 = |AAT|7V2

Omvént, om Y é&r normalfordelad sa sidger definitionen att det finns en matris A € R™*™
och en vektor p € R" sd att Y = AX +p for X = (X; Xy -+ X,,)T diir X, ~ N(0,1)
ar oberoende. Faktum &r att m = n 4r nodvindigt dd C = AAT antas vara inverterbar,
eftersom n = rank(AAT) < min{rank(A),rank(AT)} (ty vid produkter av matriser vinner
alltid den med ligst rank) och rank(AT) = rank(A), sa rank(A) = n eftersom vi har n kolonner.
Samma argument som ovan visar nu att tdthetsfunktionen ges av uttrycket i satsen. U

N

Q Exempel

Lat X;, Xo ~ N(0,1) vara oberoende och definiera Y = (X; — X5, 2X; + X5). Bestdm
tathetsfunktionen for Y .

Losning. Vi skriver

Da blir

och

(Jy:ACXAT:A<1 O)AT:AAT:<2 1).

Saledes blir det C'y = 9 och

Alltsa blir
1 1
Ty, y2) = 6 OXP (__8 (597 — 2y1ys + QZJ%))

ty
1/ 5 -1 1
(y192) 5 (_1 9 ) (y1>=§(5yf—2y1yz+2y§)-

<>

e

Sats. Lat Z = d + BY, dar Y &r multivariat normalférdelad. Da ar d&ven Z multivariat
normalfordelad.

Bevis. Foljer direkt fran definitionen.

>

e

Sats. For Y ~ N(u, C) giller att komponenterna i Y &r oberoende om och endast om C' ar
en diagonalmatris (under forutsittning att A &r inverterbar).




Bevis. Kravet pa att A ska vara inverterbar foljer av att om sa icke &r fallet sa dr fordelningen
degenererad eftersom Ax = 0 har odndligt manga 16sningar. Det &r alltsa sjéalvklart i detta lage
att komponenterna i Y inte kan vara oberoende. Sa antag nu att det A # 0.

Den ena riktningen &dr mer eller mindre sjalvklar eftersom om komponenterna i Y ér oberoende
kommer C(Y;,Y;) =0 for i # j och C(Y;,Y;) = 07, sa Cy blir en diagonalmatris.

Antag nu att Cy &ar en diagonalmatris, sig

o2 0 0
0 o2 - 0
0 0 o2

Eftersom Cy = AAT kommer Cy att vara inverterbar, vilket innebir att samtliga o7 # 0.
Inversen Cy' #r #ven den en diagonalmatrisen med diagonalelementen o; . Siledes blir den
simultana tédthetsfunktionen

1 1 T 1
) = e o (50 WO - )

- (\/ﬁ)”almg o P <—% Z(yj - Mj)Uj_Z(yj - uj))

— Hai\l/%exp <——(yj2_05j) ) = Hij(yj).

Eftersom den simultana téthetsfunktionen ges av produkten av téthetsfunktionerna for Y; foljer
det att variablerna dr oberoende. 0

4.1 Bivariat normalférdelning

Specialfallet nér n = 2 fortjanar lite kommentarer eftersom den situationen frekvent dyker upp.
Lat (X,Y) vara normalfordelad med vantevéirdesvektor och kovariansmatris enligt

2 2
| Bx ox CX,Y)\ 0% poxOy
K= ( Ly ) och ( C(Y, X) 0% -\ poxoy o2 :

Téathetsfunktionen ges enligt ovan av

1 1 x—ux)2 T pix Y — py (y—MY)2
xT,y) = exp | — -2 + ,
fz.y) 2roxoyy/1 — p? ( 2(1 - p?) (( ox P ox Oy Oy

for (z,y) € R%

Vi ser direkt att om p = 0 blir det produkten av tathetsfunktionerna fér tva oberoende variabler,
precis som satsen i foregaende avsnitt pastod. Men vad hander om variablerna inte &r oberoende,
dvs om p # 0 (oberoende och okorrelerade &r ekvivalent i normalférdelningsfallet)? Lat oss
beriikna den marginella tatheten fx(z) bara for kul (fast vi har nytta av den snart..). For att
underlédtta notationen later vi

r— px Y-ty
u = och v= .

0x Oy




Vi har nu

2 2
<x MX) _gpt T IX YT HY <y 'uY> =u? —2puv +v* = (v — pu)® + (1 — p*)u?,

sa
1 1 2) /°° ( 1 2)
r) = exp | —=u exp| ————(v— pu d
fX( ) 27T0'X0'y\/1—p2 P ( 2 —00 P 2(1_p2)( P ) Y
! e < 1u2) ! /00 e ( ! (v u)2> dv
= X _— X — J—
V2nox P\ V2roy\/1 — p? J-oo P 2(1 — p?) P
1 o < 1u2>
pu— X _— s
V2rox P 2
ty

1

T L (g o

Hur ser bivariata normalférdelningar ut? Om ox = oy = 1 och p = 0 far vi féljande figur:

A \\\\‘\\
S

och med ox = oy = 1 och p = 0.9 erhaller vi



4.2 Test for p =0

Att direkt ge sig pa uttrycket for p ar komplicerat, sa vi borjar lite annorlunda. Lat (X,Y) vara
bivariat normalférdelad. Da har (X,Y") en simultan tathetsfunktion f(x,y) och den betingade
(pa X = x) tiathetsfunktionen blir

) 1 oo (L
fY|X=z(y’33)— Fx(2) _\/ﬁay\/m p< 2(1—p?)

vilket dr tatheten for en normalférdelad variabel Y | X = x med

(v — pU)2> ,

o o
E(Y|X =) = py — p——pix + p—z = By + iz
ox ox
och
VY| X = 2) = o2(1 - p?).

Det betingade (for givet X) vintevérdet ar alltsa en rit linje y = By + f12. Intressant! Ater igen
nagot som dr halvmagiskt for normalférdelningen (det finns ingen fordelning ni kan misshandla
lika mycket). Den observante ldsaren funderar nog &ven om detta har med regressionsanalysen
att gora, vilket vi kommer till nésta foreldsning. For nuvarande situation, notera specifikt att

pr=p—.
ox

Anledningen till denna manover &ér att vi hellre betraktar tester for §; &n direkt for p. Varfor?
Det har med ovanstaende att gora (linjar regression). Ténk tillbaka till anda foreldsningen. Dér
visade vi att MK-skattningen 3, av [; ges av

5 Sl —n-T)
' 22:1(%' —T)?
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och att BAO =Y — [5’\1 7. Anledning till att blanda in detta ar att vi pa nésta foreldsning kommer

att visa att
~ 0'2
61 ~ N 517 n — .
Zj:1($j —T)?

Vi introducerar lite forenklande beteckningar. Lat

L ¥ _ 1 ¢ - 1 B _

Jj=1 J=1 Jj=1

2=

T

Notera nu att vi kan skriva R (den stokastiska motsvarigheten till p) som

S,
R=-"2L
Sz Sy
och darmed blir g g
3 — P _ py
b1 = 52 RSI'

Vi introducerar det totala kvadratfelet, dvs summan av kvadraterna pa skillnaden mellan mét-
véirden Y och de skattade virdena ) + Six;:

SSe = > (¥; = Bo — Br;)”.

=1

Vi kommer (dven detta nésta foreldsning) att visa att SSg dr oberoende av 31 och att %SSE ~
x%(n — 2). Vidare har denna storhet egenskapen att

SSg = (n — 1)S3(1 — R?)
vilket kan ses genom att expandera kvadraten i summan som definierar SSg:

SSp = (n—1) (52— 28,80y + 51 52)

52
= (n—1) (Sj — 23%59@, + R2S—gS§) =(n—1)S;(1 - R?).
Det foljer da (Gossets sats) att
b5

~t(n —2).
V75 88/ (n — 1)S2

Om nu p = 0 (vilket innebér att f; = 0 enligt ovan) sa géller att identiteten

~

B rSy/Sx  rvn—2

n—1)S2 (1—r2 _ 2
\/ﬁSSE/((n - 1)5?() \/((n_g))(;£1)5v§() \/1 r

medfor att
Rv/n—2
v1—R2

Vi kan alltsa anvénda denna storhet for att testa hypotesen Hy : p = 0.

~tn—2).

10



N

@ Exempel

Astrid och Asa gralar om tva variabler ar okor- 10 |- :

relerade eller inte. Vid 50 métningar av tva X x
variabler X och Y erholl de diagrammet till 8| " o % 8
hoger som spridningsplott. Den empiriska kor- ' x . WX %
relationen berdknades till p = —0.0838. Astrid 6 | x x o x 2
havdar att det tyder pa att p = 0 medan Asa x X x X . ¥ 5
anser att det absolut &r signifikant (om &n lagt 4| N a
pga slumpen). Om vi antar att X och Y &r nor- * & x
malférdelade, testa hypotesen att Hy : p =0 2| * o o ]

mot H; : p # 0 med signifikansnivan 5%.

Losning. Med 50 métningar av (X,Y") blir

rofivn=2 £(48)

Si-®

om Hj ar sann. Kritiskt omrade erhalls darmed som
C={teR:|t| >2.0106}
ty P(T < 2.0106) = 0.975. Med det uppmétta r = —0.0838 blir

~ —0.0838V/48
V1 — (—0.0838)2

= —0.5826.

Eftersom ¢ ¢ C sa kan vi inte forkasta Hy. Variablerna kan mycket vél vara okorrelerade (men
vi vet inte det!).

5 Bonus: férdelningen for R

&

Sats. Om p = 0 ges fordelningen for R av tathetsfunktionen

DD

(1—r)n=D2 1 <r<l.

fr(r) =

ar en strangt vixande funktion for —1 < s < 1 sa géller att

FR(T):P(RST):P<R\/H_2<r\/n_2) :FT(@)7

VI—R2 ™ VJ1—12 V1—r12
11



dér Fr ar fordelningsfunktionen for en ¢(n — 2)-férdelad variabel. Denna funktion &r en integral
av en kontinuerlig tiathet, sa vi kan derivera fram

=8 (0 (52) - (552)

:F(i_)) (1 L )_(H)M (1—72)79/2

vilket dr tathetsfunktionen given i satsen. U

Vad hénder om p # 07 En fullt rimlig fraga, men férdelningen har inget trevligt utseende da
(inkluderar hypergeometriska funktioner).

12



Forelasning 8: Linjar regression — del I

Johan Thim (johan.thimeliu.se)
29 september 2018

"Your suffering will be legendary, even in hell.”
—Pinhead

Vi atergar nu till ett exempel vi stott pa redan vid ett flertal tillfallen (foregaende foreldsning
och foreldsning 2 for att inte tala om tidigare kurser som linjér algebra), ndmligen att anpassa
en rat linje y = Py + fra efter matdata (z;,y;), ¢ = 1,2, ..., n. Grafiskt illustrerat enligt nedan.

Y

Malsdttningen dr att — givet en métserie — hitta den linje som approximerar denna serie pa
lampligt sétt. Det resulterar i ett par naturliga funderingar.

(i) Hur hittar man en approximativ linje systematiskt?
(ii) Om man upprepar forsoket, far man samma linje?

(iii) I vilken mening &r linjen optimal? Pa vilket sétt méter vi avvikelserna mellan linjen och
métserien?

Vi ska forsoka svara pa dessa fragor och for att gora det behover vi stélla upp en modell.

W( Enkel linjar regression

Definition. Vi kommer betrakta f6ljande modell: givet (z;,y;), 7 = 1,2,...,n, dér vi be-
traktar x; som fixerade och y; som observationer av stokastiska variabler

}/i:ﬁo—f-ﬂll‘j—f—Ej, j:1,2,...,n,

dir €; ~ N(0,0?%) antas oberoende (och likafordelade). Den réita linjen y = Sy + 1o kallas
regressionslinjen.

Vi anvénder beteckningen p; = fy + fiz; = E(Y;).




Ar det givet att denna modell dr sann? Nej, det &r inte sjdlvklart utan hinger pa vilka forut-
sdttningar datan kommer fran. Déremot tenderar modellen att fungera bra i de flesta fall om
vi har en rimlig méngd observationer.
Med notationen fran figuren ser vi att

Ti=Yi — Hy
om vi tar hénsyn till tecknet (positivt tecken om y; ligger ovanfor regressionslinjen). Ett matt
pa hur vél linjen approximerar métserien ges av kvadratsumman

n

ZTJZ = Z(yj — 1)

Jj=1

Vi skulle kunna minimera denna summa med avseende pa (fy, 51), vilket ger MK-skattningar
for By och B;. Detta var det som hénde i exemplet fran forelasning 2. Istéllet for att upprepa
argumentet gar vi over till den generella modellen for linjéar regression.

Linjir regression
Definition. Givet (z;1,2j2,...,%jk,Y;), j = 1,2,...,n, for nagot positivt heltal &k, dar vi
betraktar x;; som fixerade och y; som observationer av stokastiska variabler

Y; = fo+ bz + Pamjo + - + Beze + €5, j=1,2,...,n,

ddr €; ~ N(0,0?) antas oberoende (och likaférdelade) och Sy, B1, . . ., B dr okénda paramete-
rar. Den réta linjen

y = Bo+ biz1 + Poma + - -+ + By
kallas regressionslinjen.
Vi later
p; = E(Y;) = Bo + Brzji + Boxjo + - - - + Brjn-

Dubbelindexeringen ér lite jobbig att arbeta med, sa lat oss ga 6ver till matrisnotation:

Y, 50 ﬁlxn te 5k$1k €1
Y, Bo Bizar - BrTok €2
) = ) ) . ) + )
Yn 50 61xn1 o ﬁkxnk €n
Iz - g Bo €1
- 1 xor -+ o 51 €2
1 Tp1 *°° Tpk Bk €n
Vi later
Y, 1z - Bo €1
Y, 1 xor -+ o 51 €2
Y = , X = ) o ] , B= ] , samt € = ,
Yn 1 Tn1 *°° Tnk ﬁk €n



vilket leder till sambandet
Y =X(B+e

Saledes géller att
E(Y)=XB och Cy =d’l,,

dér I, ar den n-dimensionella enhetsmatrisen. Vi soker MK-skattningen B for B, vilket vi kan
erhalla genom att minimera den kvadratiska formen

n

Q(Bo, - B) =Y (4 — 1y)* = (y— XB)"(y — XB),

j=1
dir y = (y1 y2 - y»)?. En variant dr att sétta igang och derivera, men lite mer elegant géller
foljande sats.

@ Normalekvationerna

Sats. Om det X7 X +# 0 sa ges MK-skattningen av 3 enligt

B=(X"X)"'X"y.

Bevis. Vi kan skriva vektorn Y av uppmétta varden som
Y = Boxo + BiT1 + - + Brxk + €,

déar x;, i = 1,2,...,k, ar kolonn 7 + 1 i matrisen X. Fran linjar algebra vet vi att avstandet
mellan observationen y och linjirkombinationer av vektorerna x;, dvs

ly — (Boxo + Brer + - - Br),

blir minimalt precis da
k
XB=) Bx;
j=1

ar projektionen av y pa det linjara holjet span{xo, 1, --- , Tk }. Saledes maste y — XE vara
vinkelrét mot x; for alla j = 0,1,..., k. Detta medfor att

X"y-XB)=0 & X'XB=X"y & B=X"X)"X"y,

vilket &r precis vad vi ville visa! O

A\

Nér det galler ,Zi'\ och dess komponenter kommer vi anvinda samma beteckningar for observa-
tioner av punktskattningen och den stokastiska variabeln. Skulle vi vara konsekventa borde
den stokastiska variabeln betecknas B, men av tradition gors inte sa. Var observant!




<>

e

Sats. Med forutsdttningarna ovan géller att

B~ Neyr (B, 0*(XTX)71).

Bevis. Det faktum att B ar normalfordelad foljer direkt fran faktumet att elementen i ﬁ ar
linjirkombinationer av normalfordelade variabler. Aterstar att visa vantevirde och kovarians:

BE(B) = (X"X)'XTE(Y) = (X"X)"'X"XB =3

Co=(XTX)'XTCy (XTX) ' XD = (XTX) ' XTo?L,(XTX) ' XT)T
_ (XTX)—IXTO_2]n(XT)T((XTX)—I)T — 0'2(XTX)_1XTX((XTX>T)_1 — 0'2<XTX)_1.

Saledes blir fordelningen precis som beskriven i satsen. O

2 Variansanalys

Vi later L R R
iy = Bo+ Brwj + Bazjo + -+ By, J=1,2,...,n.
Ibland betecknas vektorn g som 4 eftersom det i nagon mening dr en skattningen av y, men

det blir lite olyckligt for det &r inte y vi skattar. Vi ska nu studera hur bra den skattning vi
tagit fram &r.

Regressionsanalysens kvadratsummor
Definition. Vi definierar tre kvadratsummor som beskriver variationen hos y-vérdena:

n

(i) Den totala variationen definieras enligt SStor = Z(yj - 7).

j=1
n
(ii) Variationen som forklaras av xq, xo,. .., xy, definieras enligt SSg = Z(ﬂ] — 7).
j=1
n
(iii) Variationen som inte forklaras av regressionsmodellen &r SSg = Z(y] — [;)*.
j=1

Ibland anvénds beteckningarna Qror for SStor, Qrear for SSg och Qrgs for SSg.
Hur hénger dessa summor ihop? Som tur ar finns ett enkelt svar.

<>

e

Sats. Den totala variationen SStor kan delas upp enligt

SSTOT == SSR T SSE




Bevis. Vi vill uttrycka SStor 1 termer av SSg och SSg, sa

n n

SStor = Y (y; —9)* =Y (y; — i + i = 9)°

j=1 j=1

= (= m)+2) (g — m) =9 + > (4 —7)°
Jj=1 j=1
=SS +2) (y; ~ /i 292 — [I}) + SSg.
=1

Vi visar att de bada summorna i mitten summerar till noll. Eftersom g = X B géller det att

n

> (i — i) = AT (y — i) = (XB) (y — XB) = B X" (y — XB)

J=1

=BT(XTy - XTX(X"X) "' XTy) = BT (XTy - X"y) = 0.

Med andra ord dr y — @ vinkelrat mot f.
Vidare vet vi att ,3 minimerar Q(3 Z ,
0= Lo ] z —m) e Y=Y
Bo B=B j=1 j=1 j=1
vilket var precis det vi behovde. U

2.1 SSTOT

Storheten SStor miéter den totala variation av métvirden jamfort med métvirdenas medel-
varde. I fallet da vi anvénder modellen Y = 3y + € ger saledes SStot hela felet i regressionen.

Y

T1

T2 <

n

Vi ser att SStor = ZT? = Z(Z/J —7)*

Jj=1 Jj=1



2.2 SSgi och SSg

Om vi istéillet anvander modellen y = [y + 51 + € blir summorna SSg och SSg relevanta (SStot
ser fortfarande ut som ovan). Lat oss forst illustrera SSg.

y:B\o—l—L/im

<

Vi ser att
SSk=> 1= (Bo+ biz; — )’
j=1 j=1

och SSg miiter alltsa hur mycket den skattade regressionslinjen (i métpunkterna z;) skiljer sig
fran medelvirdet av y-virdena.

Nér det géller SSg &r det istéllet skillnaden mellan den skattade regressionslinjen och méatvér-
dena vi betraktar.

y=B\o+B\1w

<

Kvadratsumman av dessa avvikelser blir

n

SS5 =Y 1= (4 — (Bo+ Fiz;))*.
j=1

Jj=1
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3 Projektionsmatriser

Eftersom vi arbetar med matriser och MK-16sningen i princip ar projektionen pa ett underrum
av R" sa ar foljande resultat inte allt for forvanande.

W Hatt-matrisen

Definition. Vi definierar H = X(X7X)™'X”. Vi definierar &ven J som en matris vars
samtliga element ar 1. Vi skriver J,,,,, om vi vill markera dimensionen.

Varfor kallar vi H {or hatt-matrisen? Ganska enkelt:
Hy=XX"X)"'XTy=XB=p=4.

Avbildningen sétter alltsa hatten pal

<>

e

1
Sats. Matriserna H, I — H och H ——.J #r projektionsmatriser P som uppfyller P? = PT = P.
n

Bevis. Direkt fran definitionen av H blir
H> = (X(XTX)' X X(XTX)'XT) = X(XTX)"'XT=H
och
H = ( X(XTX) ' XN = X(XTX)TXT = X(X"TX))'XT = [.
Dérav foljer det att (I — H)?=1*>-2H+ H*=I1—Hochatt ([ —H)'=I"-H"=1—-H.

For den sista operatorn skriver vi

1

n

1\° 1 1 1
(H——J) =H?--HJ—-—-JH+ —J*=H -
n n n

n

1 1
HJ]—-—-JH+—-J
n n

ty J? dr matrisen med samtliga element lika med n. Vidare giller att J kommuterar med alla
kvadratiska matriser, sa JH = H.J. Hér kan vi se att H1 = 1 (dér 1 &r en vektor med samtliga
element lika med 1) eftersom 16sningen till regressionsproblemet om y dr konstant &r just den
konstanten (losningen &r exakt). Alltsa blir

1\ 1
(H — —J) =H——J.
n n
R, 1\ 1
Givetvis géller &ven att | H — —J | =H — —J. U
n n

En foljdsats av detta ar att vi kan skriva kvadratsummorna som kvadratiska former.

<>

e

1 1
Sats. SStor = y” (I — ﬁj) y, SSg = y* (H — EJ) y, samt SSg = y* (I — H) y.




4 Forklaringsgrad

Nér vi utfor regressionsanalys vill vi ofta ha ett matt som preciserar hur bra modellen passar
de uppmaétta virdena. Ett sadant matt dr forklaringsgraden.

7

Definition. Forklaringsgraden R? definieras som

SSr__ SStor —SSs _, _ SSe

R* = = .
SStoT SSToT SSToT

Ibland anvinder man lite andra varianter av R? och en mycket vanlig dr den sa kallade juste-
rade forkaringsgraden

SSg/(n—k—1)

SSTQT/(n — 1) '

Om inte n #r forhallandevis stor i jamforelse med k (vilket &r nodvéndigt for att regressionen
ska vara vettig) sa blir den justerade graden sdmre.

Ridj =1-

5 Regressionsanalysens huvudsats

Innan vi ger oss in pa huvudsatsen visar vi en hjélpsats fran linjar algebra.

B

Sats. Lat @ = (z1 x5 --- x,) vara sadan att
i = fo =x' Az + " Bx
j=1

for A, B € R™" positivt semi-definita och symmetriska med rank(A) = r och rank(B) = n—r
for nagot heltal r sa att 0 < r < n. Da finns en ON-matris C' sa att med x = Cy giller att

xl Ax = ny och a’Bx = Z y]2-.
j=1

j=r+1

Bevis. Eftersom A &r positivt semi-definit har A endast icke-negativa egenvéarden som vi ordnar
enligt Ay > Ay > -+ > \,,. Vi vet dven att rank(A) =r, sa A\,yq = --- =\, = 0. Vidare ar A
diagonaliserbar eftersom A &r symmetrisk, sa det finns en ON-matris C' sa att

M 0O 0 0 000
0 X 0 0 000
0O * . 1 000
ctAc=D=| 0 0 0 X\ 000
0 0 0 0 000
0 0 0 0 000



Med x = Cy giller da att
z'z = (Cy)' (Cy) =y'CTCy=y'y

och

2" Az = (Cy)"ACy = y"CTACYy = y" Dy =Y A2,
j:l
Vi har dven
x"Bx = (Cy)'BCy = y"C*BCy

och da blir

Z yi=y'y=a"z=a"Ax+ 2" Bx = Z Nyi +y CTBCy

j=1 7j=1

sa
y'CTBCy =) (1-\)yi+ > v
j=1 j=r+1
Det faktum att rank(B) = n — r visar att Ay = Ay = --- A, = 1 och vi erhaller identiteten

y'C"BCy =) "y}

j=r

Alla beteckningar dr nu ur végen och vi ar framme vid huvudresultatet.

@ Regressionsanalysens huvudsats
Sats. Med forutsdttningarna ovan géller féljande fér SSg och SSg sedda som stokastiska

variabler.

. SS Il — _
(i) U—f:;Z(Y}—M)ZNXQ(n—k—l).
j=1
o . SS P
(i) Givet att 51 = o =+ = [ =0 &r U—QR = ;Z(M —Y)? ~ X*(k).

Jj=1

(iii) Bade SSg och B = (XTX)"'XTY ir oberoende av SSg.

Bevis. Eftersom H &r en projektionsmatris har H endast egenviardena A = 0 och A = 1. Saledes
géller det finurliga att matrisens rang &r lika med summan av egenvirdena, vilka kan berdknas
genom att ta sparet! av matrisen:

rank(H) = tr(H) = tr(X(XTX) ' XT) = tr(XTX(XTX)™) = tr(Lpyy) = k + 1,

Det foljer sedan att
rank(/ — H)=n—k — 1.

Ise sista (bonus)avsnittet for lite detaljer kring spar av matriser.

9



Eftersom HX = X sa giller att
Y'(I-H)Y =€"(I - He.
Detta &r anvindbart eftersom E(€) = 0. Enligt foregaende hjdlpsats géller att sambandet
ele=€"(I - H)e+e He

medfor att det finns en ON-matris C sa att Z = Ce reducerar likheten till

n—k—1 n
> 4+ 4
j=1 j=n—~k
dar
n—k—1
(I-He=Y"(I-HY =SSpg= Y Z.
j=1

Eftersom komponenterna i € #ir oberoende och € ~ N(0,0%I) foljer det att
E(Z)=C0=0 och Cz=Cg=*CTIC =01

sa Z ~ N (0,0°I). Komponenterna i Z ér alltsd oberoende och Z; ~ N(0,0?). Detta medfér
att

n—k—1
1
SSE —2ZZ~X (n—k—1).

j=1

g

Vi erhaller dven att SS och He dr oberoende (de delar inga variabler Z;). Detta medfér att SSg
och B ar oberoende. Det faktum att SSg och SSg ar oberoende foljer av att kovariansen

C ((H - %J) Y, (I - H)Y) = <H - %J) CY,Y)I-H)"=0o" (H - %J) (I — H)

=o? (H—H2—1J+1JH) =o? (—1J+1HJ)
n n n

n
1 1

= g2 (——J + —J) =0,
n n

sa dessa vektorer ar okorrelerade och normalférdelade, sa oberoende. Det foljer direkt att SSg
och SSg dr oberoende (som funktioner av oberoende variabler).

Om vi fokuserar pa fordelningen for SSg sa kan vi pa samma sétt som ovan utnyttja att (H — %J )
ar en projektionsmatris, sa

1 1 1
rank(H——J) :tr<H——J> :tr(H)—tr<—J) =k+1-1=kF.
n n n

Matrisen J &r synnerligen rangdefekt med rank(J) = 1 (eftersom alla kolonner ér lika spénner
vi bara upp ett en-dimensionellt rum).
Nu stoter vi pa lite problem. Vi ser att

(1-24)= (1= 3w (- 1)

10



dér den forsta termen inte forsvinner savida inte f; = [y = --- = [, = 0. Men under detta
antagande har vi ater igen en situation déar vi kan "byta ut” Y mot €. Foregaende hjilpsats
visar — analogt med féregaende argument — att

k
1
T _ 2
Y (H—EJ>Y_ > 72,
j=1

1

dér Z; &r oberoende och Z; ~ N(0,07), vilket medfor att —SSg ~ x?(k), under forutsittningen
o

att fy === =0. 0

Kommentar: utan villkoret 8; = B, = - - - = f; = 0 kan man fortfarande genomféra argumentet,
men resultatet blir en icke-centrerad x?(k)-fordelning (nagot som inte ingar i kursen).

6 Hypotestester och kofidensintervall

Vi har nu samlat pa oss en ordentlig verktygslada, sa det kanske dr dags att se hur vi anvénder
de olika delarna.

6.1 Skattning av o2

Variansen o2 skattar vi med

T n—k-1
Denna skattning ar véntevardesriktig:
o? SSg n—k—1
E 2 - E = 2— = 1
(5°) n—k—1 (02) S hn—k-1

1
ty ;SSE ~x*(n—k—1).

6.2 Finns det nagot vettigt i modellen?

En rimlig fraga efter utford regression dr om modellen faktiskt sdger nagot. Vi brukar testa
denna hypotes enligt foljande. Vi testar nollhypotesen

Hy:81=0=-=0,=0

mot
H; : minst nagot f; # 0.

En naturlig testvariabel ges av
B SSr/k
© SSg/(n—k—1)

(%

Huvudsatsen medfor att V' ~ F(k,n—k—1) (om Hy &r sann) och vi férkastar Hy om v &r stor.
Hur stor avgors av signifikansnivan och lite slagning i F-tabeller.

11



v

Rimliga utfall C

om Hj géller.

<

Vi hittar gréansen b ur tabell (eller med finv(1-alpha, k, n-k-1) i MATLAB) sa att

P(V >b) =q.

6.3 Enskilda koefficienter
Eftersom B ~ N (B,0*(X"TX)™") introducerar vi beteckningen

hoo hor -+ hok
(XTX)! = hio hir -+ ha
hio  Pr -+ D

Da ér B,, ~ N(Bi,0%hi). Om vi kiinner o2 kan vi anviinda att

~

B8
oFa

for att testa hypotesen Hy : 8; = 0 eller for att stélla upp konfidensintervall Ig,.
) =

Z

~ N(0,1)

Nu ér det extremt sédllan vi kénner o exakt, men vi vet att B &r oberoende av SSg enligt
huvudsatsen, sa f3; ir oberoende av SSg. Vidare ir s*> = SSg/(n — k — 1) en skattning av ¢ vi
kanner vil, sa

(B = 5)/(0 /M) B-8
Vi —k =183 —k—1)  SVha

enligt Gossets sats.

t(n—k—1)

6.4 Hypotestest: Hy:3;, =0

Vi kan dven utfora hypotestester fér en ensklid koefficient [3; for att se om den forklaringsva-
riabeln tillfor nagot signifikant (givetvis gar det att stélla upp konfidensintervall ocksa for mer
kvantitativt innehall).

Lat Hy : 8; = 0 och Hy : B; # 0. Vi vet enligt ovan att

-~

G- s
T = s

~tln—Fk—1),

12



sa det kritiska omradet finner vi enligt
C={teR:|t|>c}

for lampligt tal ¢ > 0 beroende pa signifikansnivan och antalet frihetsgrader.

Yy
o o
2 2
t } T
—c 0 c
C Rimliga utfall Cy

om Hj giller.

Grénsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = F'(1 — a/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvénda ¢ = -tinv(alpha/2)).

7 Exempel: enkel linjar regression

Vi diskuterade enkel linjér regression tidigare i samband med MK-skattningar (foreldsning 2).
Lat oss visa att vi far samma resultat med den metod vi nu tagit fram (och férdelningar for
ingaende storheter pa ett enkelt sétt).

Vi later xq, o, ..., x, vara fixerade tal och yy, s, ..., ¥y, vara observationer fran

Y, = Bo + Bix;i + €,

diir ¢; ~ N(0,0?) dr oberoende. Alltsa precis den modell vi anviint tidigare. Syntesmatrisen X
ges av

1 T
xo| "
1 =z,

sa

7 1 " 22 _pg
XTX:X:< A > = (XTx)"! (Zml_xl ””)

T Yl a? TayL - mEE\ -nr o on

om det(X7TX) # 0. Saledes blir

Sor o a? —nT ny

—(nz)*\ —nT n > i1 Tl
NY Y i TP = T Ty

(nT)? ’

TG+ Ny Ty

13



vilket ger att

B = Do riy; —nxy iy =) Yy — Y —T)
1 — n — - n — - n —
Zj:l x? — n’ Zj:l (z; — ) Zj:l('rj —T)?

Det foljer nu att

och &):y—é}j

2 L2
o Zi:ﬁ% g

~ R 2
ﬂ°”N(ﬂ°’ nzz;l(xi—f)?) och 51”N<51’ 21-;1<xi—f>2)'

Nagonstans nu inser vi vilket kraftig syntaktiskt verktyg matriser och linjar algebra é&r..
Eftersom o ér okiind skattar vi o2 med

2 SSE o Z;L:l(yj - B\O - B\lxj)2

S = o
n—2 n—2

diir S? ~ x2(n — 2). Vi kan skriva om SSg genom att utnyttja att

Yy O D

j=1 7=1 7=1

sa
n

SSk = SSror — SSk = (1 -1 Y (4 — 7)*.

j=1

Vi kan hér se att » = 1 ger perfekt matching sa alla (z;,y;) ligger pa en rat linje.

8 Bonus: determinanter och spar

For en kvadratisk matris A med dimension n X n definierar vi som bekant det karakteristiska
polynomet enligt
p(A) = det(A — AI).

Bekant fran linjér algebra dr att p(\) kan representeras enligt

pPA) = (=1)"(A = A)(A = Ag)--- (A = A)

niyn _ yn-l n (1)
()" (A" = A"+ Ao+ A) e (D) A A,

dér \;, @ = 1,2,...,n, &r matrisens egenvéarden.
Sparet for A betecknar tr A och definieras som summan av diagonalelementen:

trA= Z Q.
i=1
Sparet &r linjar och uppfyller alltsa att
tr(cA) =ctrA och tr(A+ B)=trA+trB.

14



Dessutom géller att

n m m n

tr(AB) = > 3 “aybji = > Y bjiai; = tr(BA)

i=1 j=1 j=1 i=1
om A ar n X m och B ar m X n. Denna likhet leder direkt till att
tr(PAP™') = tr(P~Y(PA)) = tr A,

vilket innebér att sparet (likt determinanten) &r en invariant.
Vi vet dven att det A = Ay Ay - -+ \,,, dvs determinanten ges av produkten av alla egenvérden.
Finns nagot liknande for sparet? Svaret dr vad man kanske skulle kunna gissa, ndmligen att

trA:)\1+)\2+—|—)\n

Enklaste beviset &dr att uttnyttja att alla matriser A kan skrivas pa Jordans normalform, dvs
att det finns en basbytesmatris sa att J = PAP~!, dir J har A\, \a, ..., \, pa diagonalen och
ar nistan en diagonalmatris. Uttnyttjar vi att sparet ar ivariant ér vi klara. Kanske ligger detta
argument lite utanfér grundkursen i linjér algebra, sa lat oss studera det karakteristiska polyno-
met lite ndrmare som alternativ. Genom att utveckla efter exempelvis rad 1 kan determinanten
skrivas

aze — A 23 te Q2
a32 as3 — A --- A3n,
pON) = (an —A)| T e,
an2 an3 s Apn — )\

dér grad p; (\) < n—2 eftersom vi tagit bort en A-term. Om vi utfér samma operation pa denna
determinant ser vi att

asz — A 34 ce a3n,
Q43 Qgqg — A -+ Ay4n
p(A) = (a1 = N(a = A)| . . : + pa(t),
an3 An4 s App — >\

dar grad pa(A) < n — 2 med nagot (nytt) polynom ps(A).
Upprepa proceduren n ganger och vi erhallet att

p(A) = (a1 — A)(agz = A) -+ (@nn — A) + pn(A)
= (=1)"A\" 4+ (=1)" "N Har1 + asz + -+ - + app) + por1(N) (2)
= (=1)" (A" = A" tr A) + pora(N),

dér p,41(A) dr nagot polynom med grad hogst n — 2. Om vi jamfor (1) med (2) ser vi att

trA:)\1+)\2+---—|—)\n.
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"No tears, please. It’s a waste of good suffering.’
—Pinhead

Vi fixerar en vektor u” = (1 uy ug -+ wy), dir u; kommer vara virdet pa x; i den punkt vi
kommer betrakta. Vi &r alltsa intresserade av vad modellen har att séiga vid en fixerad punkt
dar vi inte gjort nagon métning. Vi betraktar Y, definierad av

Yo = Bo + Brug + Borig + - + Brug + €0 = u' B+ .

Vi antar att ¢y ~ N(0,0?) dr oberoende av €. Vi definierar
o = E(Yp) = u'B.

2 Konfidensintervall for E(Y))

En naturlig skattning av g ges av uTE, sa vi sétter
fio = u’ 8.
Eftersom B8 ~ N(8,0%(X"X)™") blir
B(fw) = u"E(B) = u"B
och
V(i) = oc*u’ (XTX) .
Da jip &r en linjirkombination av normalfordelade variabler géller att
fiop ~ N(u' B, c*u’ (XTX) ).
Saledes géller att
fio —u'B
o JuT(XTX) Tu

I vanlig ordningen brukar vi behova skatta o och gor det med

SS
82:71_—]{:}3_1, dar S2NX2(TL—I{?—1)
Da galler (enligt Gossets sats) att
fio —u'pB
Sy/ul(XTX)
Genom att nyttja denna variabel kan vi stélla upp ett tvasidigt konfidensintervall for E(Y}):

_ (UTB —topp(n — k — 1)sy/ul (XTX) w, 7B+ top(n —k —1)s uT(XTX)—1u> .

~ N(0,1).

~tn—k—1).

I
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A\

Intervallet 7,,, beskriver vart uppmétta vérden vid w hamnar i snitt, dvs vid manga upprep-
ningar med samma w sa hamnar vi i intervallet. Det sédger inget om vart en enskild métning
hamnar, for det behover vi prediktionsintervall!

3 Prediktionsintervall for Y,

Vill vi uppskatta (forutsiga) vad métvérdet yo blir i en viss punkt w stéller vi upp ett pre-
diktionsintervall. Eftersom Y, ~ N(ug,0?) och figp = u’'B ~ N(po,o?u? (XTX) lu) #r
oberoende géller det att

V(Yo —fin) =0’ (1+u"(XTX) 'u)
sa

Yo—fio~ N (0, o* (1 +u"(X"X) ")) .
Vi skattar o med s? och nyttjar Gossets sats:
Yo — fuo
Sv/1+uT(XTX) u

~tn—k—1).

Vi kan stdnga in denna variabel och 16sa ut Yj:

Iy, = (uT,@ —tap(n —k —1)sy/1+uT(XTX) lu,

u'B + taja(n —k — 1)sy/1+ uT(XTX)—1u>.

4 Konfidens- och prediktionsband

Vid grafisk representation av enkel linjir regression ser man ofta sa kallade konfidens- och
prediktionsband inritade. Dessa definieras enligt féljande.

Konfidensband

Definition. Ett konfidensband ges av en funktion g sadan att for varje x géller att

P(lpo(x) = fo(z)] < g(x)) =1 — e

Ett simultant konfidensband uppfyller att

P(lpo(z) — fro(z)] < g(x) for alla z) =1 — a.

Skillnaden mellan ett simultant band och dess icke-simultana motsvarighet kanske &r svar att se,
men det simultana bandet uppfyller alltsa instdngningen med sannolikheten 1—« for alla x pa en
gang medan den icke-simultana uppfyller denna sannolikhet for varje = en i taget! Likformighet
ar nagot det simultana bandet erbjuder. Om vi endast har ett icke-simultant konfidensband
och vill titta i tva punkter x; och x, samtidigt dr det inte sékert att dessa intervall samtidigt
uppfyller konfidensgraden 1 — a.. Det ar precis samma problem vi sett vi berdkningar av flera
konfidensintervall samtidigt tidigare.



Prediktionsband

Definition. Ett prediktionsband ges av en funktion h sadan att for varje x géller att
P(ly(x) —y(z)] < h(z)) =1 -
Ett simultant prediktionsband uppfyller att

P(ly(x) — y(x)| < h(z) for alla ) =1 — a.

Grafiskt kan det se ut enligt nedan. Man ritar ofta i bade konfidens- och prediktionsband
samtidigt. Notera att konfidensbandet ar betydligt smalare dn prediktionsbandet.

Konfidensband; o = 0.05
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— y=Bo+ Bz
Konfidensband
Prediktionsband (icke-sim)

——  Prediktionsband (sim)
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5 Residualanalys

Efter utford regression har vi skattade y-véirden i (eller 7), som anvinds for att berdkna
kvadratsumman SSg for felen som modellen inte férklarar. Antagandet vi gjort pa residu-
alerna e; = y; — ¢; 4r att dessa dr oberoende och normalférdelade med samma varians och
vantevirde 0. Detta dr nagot som bor undersokas efter regressionen for att motivera antagandet.
I matlab kan vi ta fram residualerna vid regression genom kommandot

>> r = regstats(y, x, ’linear’, ’all’);
>> res = r.r;
>> yhat = r.yhat;

5.1 Residualer vs x eller y
Vi kan plotta residualer mot z-virden eller skattade y-varden (y = j):

>> figure; scatter(x, res, ’*’);
>> figure; scatter(yhat, res, ’*’);
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Det &r svart att se nagot direkt samband. Vilket dr bra. Hade vi sett ett tydligt samband hade
vi haft problem med modellen. Men mycket mer &n sa kan vi inte séga fran dessa figurer.

5.2 Histogram

Vi kan plotta ett histogram for residualerna:

>> figure; histogram(res);
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Det ser hyfsat Gaussiskt ut och masscentrum &r runt nollan. Inte helt orimligt med normalfor-
delning.

5.3 Normalplot

Matlab kan dven enkelt generera en sa kallad normalplot:

>> figure; normplot(res);

Normal Probability Plot
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[ figuren sa skalar alltsa y-axeln mot sannolikheter som géller for normalfordelning (tdnk pa
exempelvis log-skala fungerar). Idealiskt skulle vi endast ha punkter som ligger pa en linje. Nu
finns kanske lite tillstymmelse till sa kallad S-form pa kurvan, men absolut inte pa den niva
att vi borde ifragasitta antagandet kring normalférdelning. Betydligt mer S-lika kurvor skulle
accepteras som rimligt normalfordelade.

6 Variabeltransformation
Det vi haller pa med kallas linjéar regression, men det &r inget som hindrar oss att &nda anvianda

linjéir struktur for att anpassa ett polynom eller mer generella funktioner till métdata istillet!

6.1 Polynomiell regression

Antag att vi vill bestamma ett polynom av grad k som minimerar kvadratfelet. Modellen &r
att ; ar fixerade tal och att y; &r observationer av

Y; :ﬁo+51%+ﬁﬂ?+---+ﬁkxf+ej,
dir €; ~ N(0,0?) &r oberoende. Vi léser detta problem med linjér regression genom att lata
l’jgz.%?, Tj =X

_ .2
.’L‘jl—ilfj, l’jQ —.’Ej,

och sedan betrakta modellen
Y; = Bo + Bixji + Bawjo + - - + Brajp + €,

ddr €; ~ N(0,0?) dr oberoende.

6.2 Exponentiell regression

Antag att vi har data som verkar vara f6lja en exponentialkurva. Modellen &r att z; &r fixerade
tal och att y; &r observationer av

Y; = aexp(bz;) - E; (1)

dir £ ér lognormal-férdelade och oberoende.

Lognormal-fordelning
Definition. Slumpvariabeln X kallas lognormal-férdelad med parametrarna g och o om

f(a) = — exp(—M), >0

xoN 27 202

Vi skriver X ~ Lognormal(u, 0?).

'Helt analogt med vad som gjorts i linjér algebra; téink polynombaser. Eller Fourieranalys fér den delen.



Det foljer att E(X) = exp (u + 02/2) och V(X) = (exp(c?) — 1) exp (2u + 0?) eftersom

E(h(X)) = /OOO mg(m;WeXP( (lnx_ da:_/ y—lnx/
- /OO il exp (—(y;—“)> dx
oo OV 2T o2

o0 Y — )2 -y —
E(X):/ ‘ exp —M de = ua_y s
o OV 2T 20 dy = o du

o0 ghto?/2 (u—o)? p o2
I

E(X?) = exp (2u + 20%) .

sa

och pa samma sétt blir

vilket ger
V(X)=E(X?) - E(X)* = (exp(0®) — 1) exp (2u + 07) .

<>

e

Sats. Om X ~ Lognormal(y,o?) sa ér In X ~ N(u,o?).

Bevis. Lat X vara lognormalfordelad och lat Y = In X. Eftersom exp &r stringt vixande géller
att
Fe(y) = P(Y < y) = P(n X < y) = P(X < &)

vilket medfor att

Frl®) = L F(y) = fr(en)er = —< m%lgil%

dy evo/ 2 202
_ 1 (y — 1)’
=~ P (— 5 :
Saledes dr Y =In X ~ N(u,c?). O

Vi léser nu problemet i (1) med linjar regression genom att logaritmera sambandet:
IHYj =1Ina+ bZL’j —i—lnEj = ﬁo + 61(13]‘ + €5,

dir €; ~ N(0,0?) dr oberoende. Sen anvéinder vi tekniker vi tagit fram!

7 Val av modell

Sa lat oss sédga att vi har en méngd méatdata i form av y-viarden for en méngd olika varden pa
variabler 1, xs, ..., x;. Hur ska vi véilja modell? Tillfor alla variabler nagot anvéndbart? Hur
jamfor vi tva olika modeller? Fragorna hopar sig.

Vad man alltid kan gora dr att studera skattningen fér 0. Denna skattning kommer i allménhet
fran residualerna och idealiskt skulle dessa i princip vara lika med noll (perfekt 16sning). Ett
mindre viirde pa s? innebér alltsa att modellen forklarar lite mer. Nu kan tilliggas att om man
ligger till variabler kommer alltid s? att bli mindre (varfor?), sa vi behover avgéra om skillnaden
ar signifikant.



(i) Val av variabler. Vilka har vi tillgang till? Vilka kan vi utesluta pa grunden att de inte
bor inga i modellen? Ar vissa variabler véldigt starkt korrelerade (i sa fall kan det vara
béttre att bara ta med en)?

(ii) Ar sambandet linjsrt? Kan det genom nagon limplig transformation skrivas som ett linjéirt
problem? Om det inte gar kommer linjér regression fungera daligt.

(iii) Vid flera mojliga modellval, hur testar vi om skillnaden mellan modellerna &r signifikant?
Vi vill inte ta med variabler i onddan.

Vi borjar med att diskutera begreppet inkapslade modeller (eller néstlade). Modeller dér
vi 1 nagon mening kan séga den ena &r en del av den andra.
8 Inkapslade modeller

Om vi har tva modeller att vilja mellan med syntesmatriserna X; respektive Xs. Vi later H;
och H, vara respektive hattmatriser, sa blir

Hy = X (X{ X)) 7' X] och Hy = Xo(X] X5) X7

Vi later B8 € RM™! respektive 8 € R**! for de olika modellerna. Dimensionerna for X; och X,
ar n x (k; + 1) respektive n x (ko + 1).

Inkapslade modeller
Definition. Vi kallar modell 1 fér inkapslad i modell 2 om

Vi={X18:8cR"} c{X,8:8cR""} =1,

Definitionen é&r lite abstrakt, men vad som séges dr att kolonnrummet som spanns upp av X;
ska vara ett underrum till kolonnrummet som spénns upp av X,. Exempelvis giller det att
modellen

y=0o+ b1+ -+ BT + €

ar inkapslad i modellen

y=Bo+ B+ By + Brp1Trer + 0+ BrgpThgp + €.

Detta foljer eftersom de forsta k£ + 1 kolonnerna i X; och X5 &r identiska. Detta &r i huvudsak
vad vi ska anvinda inkapslade modeller till: att underscka om det blir signifikant béttre av att
lagga till forklaringsvariabler (alternativ att det inte skadar att ta bort forklaringsvariabler).

&

Sats. Om V; C Vj; giller att

H1H2:H2H1:H1 och (I—Hl)(I—HQ):<I—H2)(I—H1) :I—HQ

Vidare géller att Hy, — H; &r en projektionsmatris med rank(H, — Hy) = rank(Hy) —rank(H;)

J




Bevis. Eftersom
HiyeViCcly

for alla y foljer det att HyHiy = Hyy. Eftersom H; och H, dr symmetriska sa medfoljer dven
att HiHy = H;.
For den andra likheten noterar vi att V; C V5 implicerar att ortogonalkomplementen uppfyl-
ler V5 C V. Saledes blir

(I-Hy)yeV; CVyp

och
(I — Hy)(I — Hy)y = (I — Hy)y.

Analogt med ovan foljer dven att (I — Hy)(I — Hy) = I — Hy. Det faktum att Hy — H; &r en
projektionsmatris féljer av att den uppenbarligen ar symmetrisk och

(HQ —H1)2 == H22 — HQHl — H1H2 +H12 == H2 — 2H1 +H1 == H2 — H1~
Saledes ar samtliga egenvirden 0 eller 1 och
rank(Hy — Hy) = tr(Hy — Hy) = tr(Hs) — tr(H;) = rank(Hs) — rank(H;).

Den sista likheten pa grund av att H; och Hs ocksa ar projektionsmatriser. O
Vi kan nu formulera (och bevisa) en variant pa regressionsanalysens 2:a huvudsats. Den gar att
formulera mer generellt, men detta ar mer &n tillrdckligt for vara dandamal.

@ Regressionsanalysens 2:a huvudsats

Sats. Lat H; och Hs ha rang k; + 1 respektive ks + 1. Om Vi C V; sa giller att:
(i) SS](EZ) och SS](EI) — SS](;) ar oberoende;

. Ss?
(ii) 0—5 ~x*(n — ky — 1);

Ssy) — Sy
(iii) samt om E(Y) = p1 = X181 sa ar % ~ x2(ky — k1).

Bevis. Vi ser att
SSP = YT(I — Hy)Y

och

SSy) =SS =Y (I — Hy — (I — Ho))Y = Y"(H, — H)Y.
Eftersom

(I — Hy)(Hy — H)) = Hy— Hy — Hy + HyH, = —H, + H, =0

sa kommer (I — Hy)Y och (Hy — H,)Y att vara okorrelerade och normalférdelade. Saledes &r
dessa variabler oberoende vilket medfér punkt (i). Punkt (ii) dr identisk med resultatet fran
regressionsanalysens forsta huvudsats (se forra foreldsningen). Den sista punkten foljer av ett
liknande argument som pa forra foreldsningen. Forst, eftersom V; C Vs, sa finns ett o € RF2H!
sa att Xoax = X13;. Detta medfor att

(Hy — H)) X161 = HoXoa — X181 = Xoa — X181 = X181 — X181 =0,

9



sa E((Hy — H,)Y) = 0. Dérav foljer det att
sst) — ss%) — e(H, — Hy)eT

Eftersom H, — H; #r en projektionsmatris med rang ky — k; och € ~ N(0,0%I) finns en ON-
matris C' sa att med e = C'Z blir
ko —k1

€(Hy— H)e' = Y 77,
j=1

dir Z; ~ N(0,0?) &r oberoende. Alltsa stimmer fordelningen i punkt (iii) eftersom kvadrat-
summan av oberoende N (0, 1)-variabler blir y*-férdelad med frihetsgraden lika med antalet
termer. 0

Anmirkning. Om vi inte skulle anta att E(Y') = p; sa skulle vi fortfarande erhalla en x*-
fordelningen, men den blir inte centrerad. Overkurs.

:@’.

Vi har tva modeller:

Exempel

y=PBo+ bix1+ -+ BpTr + €

och
y=Bo+ Bixy+ -+ BrTk + Brr1Try1 + -+ BrgpThip T €

Hur kan man testa om 11 = Bpp2 = -+ = Prtp = 0 (dvs om de tillférda variablerna hjélper
pa en signifikant niva)?

Losning. Enligt foregaende diskussion ar modell 1 inkapslad i modell 2. Lat nollhypotesen ges
av

Ho : Bry1 = Brr2 =+ = Brp = 0,
med mothypotesen
H,y :nagot 8, j =k+1,k+2,...,k+p, & inte = 0.
Om Hj ér sann sa giller att Y ~ N(X;3y,0%]), sa satsen ovan medfor direkt att
(88 =SS/
Ssg)/(n —k—p—1)

eftersom det #r en kvot av oberoende y2-férdelade variabler. Om Hj inte ér sann kommer det
att gora att W tenderar att bli stor, sa vart kritiska omrade kommer ges av C' =|c, oo| for
nagot ¢ > 0.

~ F(p,n—k—p—1) om Hy dr sann

Rimliga utfall C
om Hj giller.

<
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9 Stegvis regression

En tdnkbar 16sning pa problemet att hitta en modell som tar med precis de variabler som &r
signifikanta &dr givetvis att helt enkelt testa alla kombinationer. Med k& mojliga forklaringsva-
riabler ger det 2 olika modeller. Vi kan utféra regression for var och en och sedan undersoka
vilka variabler som forefaller vara relevanta. Otympligt? Jo, kanske det Sa en annan variant &r
att lagga till en variabel i taget till vi inte ser nagon signifikant skillnad léngre nér vi ligger till
fler variabler. Sa hur borjar vi?

Den béasta forklaringsvariabeln ar alltid den som é&r starkast korrelerade med y. Detta feno-
men foljer av exemplet fran forra foreldsningen angaende enkel linjar regression déar vi visade

att SSg = (1 —1r?) Z(yj —7)?. Diaremot kan vi inte direkt se vilken den nist bésta dr utan att
j=1
utfora en regression. Sa processen kommer att se ut enligt foljande.

(i) Jamfér korrelationen mellan y och de olika z-kolonnerna i X och vilj den dér r? &r storst
som forsta forklaringsvariabel.

(ii) Testa och ldgg till var och en av resterande variabler en i taget och berdkna SSg for varje
modell. Vilj den variabel som minimerar SSg. Detta &r den nésta basta forklaringsvaria-
beln. Lagg till den.

(iii) Testa den nya modellen genom att endera gora ett F-test for att se om den &r signifi-
kant béattre eller gor ett t-test for att se om hypotesen Hy : 5; = 0 for den tillagda g;
kan forkastas. Om variabeln inte tillfér nagot &r vi fardiga. Annars ldgg till variabeln i
modellen.

(iv) Upprepa steg 2 tills dess att vi inte far nagon signifikant skillnad nér vi lagger till en ny
variabel.

Vi kan endast hitta den bésta forklaringsvariabeln genom att studera korrelation mellan y
och de olika z;-variablerna. Eventuell 6vrig information fran exempelvis kovariansmatrisen
ger inte nodvéandigvis nagon information om vad som blir bdst ndr man vil tagit med den
bésta variabeln. Ny analys krévs efter regressionssteget!

10 Kategorier och "dummy”-variabler

Ibland har man data som &r beroende av nagon storhet som &r binér (eller atminstone har
diskreta nivaer). Till exempel skulle det kunna handla om en modell for atgang av forbruk-
ningsvaror hos ett café vid stranden. Beroende pa om det dr sommar eller vinter kanske saker
och ting ser helt annorlunda ut. Vi kan da ldgga till en variabel i modellen som har véirdet 1 vid
sommar och 0 nar det ar vinter. Pa det sdttet kan vi ta med all data i en och samma modell.

11 Problem och fallgropar

Det finns en uppsjo med problem forknippade med regression.

11



11.1 Stark korrelation

Om tva variabler &r starkt korrelerade innebér det att matrisen X néstan blir singulédr (den
blir daligt konditionerad), vilket stéller till det rent numeriskt da avrundningsfel och dylikt
nu kan férdndra svar drastiskt. Systemet blir helt enkelt véldigt storningskénsligt.

Man brukar undvika starkt korrelerade variabler.

Ett specialfall &r nir matrisen X7 X inte dr inverterbar. Da behéver nagon/nagra variabler tas
bort.

11.2 Extrapolation

Nir vi har vara uppmitta data sa far vi direkt ett riatblock i R¥ dér
vy <z <z, i=12,... k.

Talen x5 #r helt enkelt max och min vid métningen for den uppmétta variabeln ;. Mellan dessa
granser undersoker vi en linjar regressionsmodell. Denna modell bor inte okvalificerat anvéindas
for att uttala sig (prediktera) nagot utanfor ratblocket.

11.3 Residualfordelning

Se till att gora nagra undersokningar om residualerna. Om de uppvisar ett monster ar det
ett tecken pa att felen inte uppfyller de krav vi stillt. Om inte felen dr normalférdelade (med
samma varians) sa leder detta till att samtliga tester (F-test, varianstest, test for §; = 0 etc)
inte ar tillforlitliga.

12



Foreldsning 10: Pearsons y*-test

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

31 augusti 2018

"Oh, you suffer beautifully.”
—~Pinhead

Antag att vi har foljande sitaution.

(i) Vi har n stycken oberoende stokastiska variabler X; med samma fordelning, dar X; har
precis k£ mojliga utfall.

(i) Numrera utfallen enligt A;,..., Ay och lat p; = P(A;) vara respektive sannolikhet. Da
arpr +po---+pp = 1.

(iii) Lat Y;, i =1,2,...,k, vara antalet ganger hindelsen A; intréffar.

For att konkretisera en aning, tédnk att vi har £ stycken lador A; vi kastar bollar i. Experimentet
ar uppstillt sa att en kastad boll alltid hamnar i en lada. Vi later p; vara sannolikheten att en
boll hamnar i lada A;. Vi kastar n bollar (oberoende) och réknar sedan hur manga bollar Y; som
det finns i varje lada. Givetvis kommer Y; ~ Bin(n,p;), men variablerna Y; dr inte oberoende
av varandra (antalet bollar i alla ladorna summerar till n).

Vad vi kommer gor ér att betrakta uppdelningar av denna typ och stélla upp hypotestest dér
vi later nollhypotesen H, ges av

Hy: P(A1) = p1, P(A2) =p2, ..., P(Ax) = pr,
dar p1, po, ..., pr ar sannolikheter sa att p; + - -+ + pp = 1, och testar mot hypotesen
H, : det finns nagot j sa att P(A;) # p;.

Om H, ar sann, sa blir de forvintade frekvenserna E(Y;) = n-p;, 7 = 1,2,...,k. Lat oss
definiera

M;r

7j=1
dér y; ar observationen av Y;. Ett stort vérde pa ¢ borde rimligen indikera att Hj inte géller

(atminstone nagot p; maste skilja sig markant fran det forvintade vardet np,).
Storheten ¢ &r en observation av den stokastiska variabeln

k
_np appr.
Q=S Wbl ooy,
7j=1

Att detta blir approximativt y2-fordelat foljer av foljande sats.
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Sats. Med beteckningarna ovan géller att
k
y Gl 5q
7=1

dir Q ~ x*(k — 1). Konvergensen #r i meningen av distributionen (pa samma siitt som i

CGS).

Bevis. Eftersom Y; dr binomialférdelad vet vi att E(Y;) = np; och V(Y;) = np;(1 — p;), sa de
standardiserade variablerna
Y, _ . —_—
— I B N(0, 1),
np;(1 — pj)
for nagot Z enligt centrala gransvérdessatsen (CGS). Konvergensen ér i meningen att fordel-
ningsfunktionen F, ;(y) — ®(y) for alla y € R. En {6ljd av detta &r att

Y; — np;

Z ~ N(0,1—p,),
- 0.1~ p,)

eftersom om U, = U sé giller att h(U,) A h(U) for alla kontinuerliga funktioner h (brukar
kallas sannolikhetsteorins open mapping theorem). Anledningen till den sista mandvern ar att
vi ska fa det lite ldttare att analysera beroendestrukturen hos Z;, j = 1,2,..., k. Eftersom
vintevirdet dr E(Y;) = np; kommer

Yi—np; Y, —np; Y —np; Y; — np; 1
C ( ;= J) —E < ) )= (B(Y;Y;) = 2n°pip; + n’pip;)
VP /D VWP /TPj "V Pib;j
1

J— . . PR 2 . .

For att berdkna E(Y;Y;) gar vi tillbaka till variablerna X;, i = 1,2,...,n. Lat I4 beteckna
indikatorfunktionen for méngden A. Detta innebér att

L, (X) = 1 om X; € A,
A 0om X; & A;.

Vi kan da skriva Y; = ZI 4,;(X;) och eftersom X; &r Bernoullifordelade (2-punktsférdelade)

=1
foljer det att E(Ia,(X;)) = p;. Vi har nu, for i # j,

B(YY) = E ((Z I <Xl>> (Z I, <Xm>)> _E (Z S L (X0 I, <Xm>)

_E<Z[A (X) Ly, (Xl> ZZIA (X1) La, (Xom)

=1 llm#l
_O—|—ZZE IA Xl Zzplpj—nn_l)plpﬁ
=1 m=1 =1 m=1
m#l m#l



eftersom I4,(X;) I14;(X;) = 0 (samma boll kan inte hamna i tva lador) samt att I, (X;)
och I4,(Xy,) dr oberoende om [ # m. Saledes blir

Yi—np; Y;— np)
C ) ! J = _\/pip'a
< \/ NP \/ NPj !

for i # j. Foljaktligen maste saledes kovariansmatrisen for Z = (Z; Zo --+ Z;)' ha utseendet
L—pt —\/pip2 —/DiD3s -+ —+/PiPk
—VDep1  1=p5  —\/P2ps 0 —\/Dabk

Cz =\ —VP3sP1 —+/DP3p2 L—p3 - —\/Dspk

—/PKD1 —\/PkD2 —\/PkD3 -+ 11—}

vilket kan skrivas lite mer kompakt som Cy = I — pp”, diir p = (VD1 /P2 " A /pr)T. Denna
omskrivning gor att vi enkelt kan se att

(I—-pp")?=1-pp" och (I—pp")' =I-pp",

sa I — pp’ &r en projektionsmatris och har dirfoér egenvirdena A = 0 och A;. Vi har nu
att Z ~ N(0,Cz). Pa samma sétt som i beviset av regressionsanalysens huvudsats ser vi att

rank(/ — pp”) = tr(l — pp’) =k — 1,

sa A = 0 &r ett enkelt egenvérde. Matrisen dr symmetrisk och positivt semidefinit, sa det finns en
ON-matris C' sa att CTCzC = diag(1,1,...,1,0) blir en diagonalmatris. Om vi later W = CZ
ser vi att W ~ N(0,diag(1,1,...,1,0)) och att

k1
Z'Z=W'W =) W,
j=1
diar W; ~ N(0,1) &r oberoende. Denna summa dr som bekant x?(k — 1)-férdelad! O
Ve Nir duger approximationen?

Foregaende sats géller alltsa asymptotiskt (da n — oo) och séger inget direkt om vad som
géller i det enskilda fallet. En tummregel ar att vi vill ha np; > 5 for j = 1,2,...,k for att
vara ganska sidkra pa att approximationen ar bra. Har vi lador med valdigt fa "bollar” i kan
| det héinda att testet inte blir bra.

2 Test av given diskret fordelning

Lat X, Xy, ..., X, vara oberoende diskreta stokastiska variabler med X; € A for nagon diskret
méngd A. Vi dr intresserade av att testa om X; ~ F' for nagon given diskret foérdelning med
sannolikhetsfunktion p(j), 7 € A. Vi kommer anvéinda nollhypotesen

Hy: P(X =j) =p(j), j €A,
och testar den med mothypotesen

H,: P(X =j) # p(j) for nagot j € A.
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Q Exempel

Den stokastiska variabeln X antar virden i médngden {0, 1, 2}. Vid 1250 observationer fann
man att X = 0 783 ganger, X = 1 425 ganger samt X = 2 42 ganger. Testa med signifikans-
nivan 1% om X ~ Bin(2,1/5).

Losning. Vi later Hy : X ~ Bin(2,1/5). Om vi antar att Hy ar sann sa géller att

w0 () () -5
ween-(0) () -5
- ()0 (-5

Kom ihag att kontrollera att dessa summerar till 1, det &r en billig kontroll pa tentan. Utifran
detta kan vi berdkna de forvintade frekvenserna vid 1250 férok (om Hy dr sann):

800, 35 =0,
np; = § 400, j =1,
50, 7 =2.

Testvariabeln ¢ ges nu av

~ 3.2038.

.- 22: (2; —np;)* _ (783 —800)> (425 — 400)” | (42 — 50’
np; 800 400 50

=0

Eftersom k = 3 dr ¢ en observation av @ "~ x?(2) om Hj dr sann. Vi finner att
0.01=P@Q>xm(2) + xpo(2)=921

ur tabell.

2
X0.01

Eftersom ¢ = 3.2038 < 9.21 kan vi inte forkasta H,. Fordelningen kan mycket riktigt vara
binomialférdelning med p = 1/5.



3 Test for kontinuerlig férdelning

Om vi istéllet har en kontinuerlig situation dér vi vill testa om métdata foljer en given fordel-
ning F' maste vi agera lite annorlunda. Vi skulle 6nska att stélla upp Hyp : X ~ F mot H; :
X har ej fordelningen F. Men detta blir lite for komplicerat i det generella fallet.

Istéallet gor vi sa att vi diskretiserar det hela pa nagot sitt. Vi gor oftast detta genom att skapa
lador i form av intervall och sedan undersdka hur manga observationer som hamnar i varje
delintervall. Detta gor att vi inte exakt testar om nollhypotesen ovan utan vi testar en svagare
nollhypotes.

Lat X;, ¢ =1,2,...,n vara oberoende och likaférdelade variabler med téathetsfunktion f(x). Vi
véljer a;, j =1,2,...,k+1, sa att

—0<a;<ay<--<ag <apry <00

och definierar A; = [a;, a;41| f6r j = 2,3,...,k och later typiskt A; =] — 00, as|. Vi definierar
sedan
aj+1
p; = P(X; € A)) :/ (@) da.
a

Om f &r en tathetsfunktion sa blir nu p; + ps + - - - + pr = 1 och vi har téckt alla mojligheter.
Om stodet for f inte édr hela R modifierar vi naturligt definitionen (eller later f(z) = 0 utanfor
sin definition). En tumregel for valet &r att vi later £ ~ n/10. En annan tumregel &r att vélja
intervallen sa stora att alla p; &r ungefér lika stora.

Yy

ai ag az G4 As Qg a7

Hypotesen vi kommer testa &r
Hoip(XEAj):pj, j:1,2,...,k,

mot
H,: P(X € Aj) # p, for nagot j.

Skulle X ha rétt fordelning kommer H, att vara sann med stor sannolikhet, men om vi styr-
ker Hy innebér det inte nodvandigtvis att det ar just den fordelning vi utgick fran nér vi stéllde
upp A; som &r den sanna (bara nagon med motsvarande sannolikheter i uppdelningen). Vill
man ha ett starkare resultat krivs andra metoder.
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Q Exempel
Saljaren pa ELFA hévdar bestamt att livslingden pa en komponent ér exponentialfordelad
med véntevarde 2 ar. Uttrakade pensiondren Sture tror inte pa det utan koper 50 stycken
komponenter for att testa. Sture kopplar upp komponenterna och kikar till var 6:e manad for
att se hur manga som gatt sonder.

Tid (man) | <6 <12 <18 <24 <30 <36 <42 <48 <54 <60

Antal: 11 19 25 31 36 39 39 40 42 43

Undersok om antagandet ar rimligt pa approximativt 1% nivan.

Losning.

4 Skattade storheter

Normalt sitt kanske vi inte far exakt véntevirde (eller andra parametrar i fordelningen) utan
dessa maste skattas innan vi kan utfora testet. Hur paverkar det fordelningen for teststorhe-
ten Q7 Svaret ar enkelt: for varje skattning vi gor tappar vi en frihetsgrad, under férutséattningen
att skattningen &r vettig (ML-skattningar beter sig bra). Beviset..

5 Homogenitetstest
Det kan ofta vara intressant att avgora om till exempel asikter skiljer sig at mellan olika grupper.

varfor Q "~ x2((r — 1)(k — 1))
om n;p; &ér stora. En rimlig tummregel &r att n;p; > 5.

N

Q Exempel

Ifran en stor population fragar vi tva grupper om de tycker A eller B.

Grupp ‘ A B
G, 59 41
Go 145 55

Testa pa signifikansnivan 1% (approximativt) om det finns nagon skillnad mellan vad grup-
perna tycker.

Losning.

Grupp A B

G1 59 41 100
Gy 145 55 200
Gi+Go | 204 96 300
B, 0.68 032 1.0

(59— 68)2 (41 —32)2 (145 —136)> (55 — 64)2
= =~ 5.58.
1 68 32 136 | o



N

@ Exempel

Alla som lyssnar pa hardrock i nagon form har sékert funderat 6ver vilken av Slayer-latarna
Angel of Death och Raining Blood som &r bast®. Examinator funderade 6ver om resultaten ar
homogena 6ver nagra olika grupper och samlade in foljande siffror pa internet:

Angel of Death Raining Blood
Returntothepit.com 199 173
MetalStorm.net 47 43
RockBand. com 21 16
MetalRules.com 23 5

Utfor ett homogenitetstest pa nivan 5% for att se om man kan forkasta hypotesen att asikterna
ar likafordelade i de fyra olika grupperna.

aSjalvklart dr Angel of Death den bésta av dessa tva, men det &r inte podngen!

Losning. Forst kompletterar vi tabellen med all information som behovs:

Angel of Death  Raining Blood | Summa (n;)
Returntothepit.com 199 173 372
MetalStorm.net 47 43 90
RockBand . com 21 16 37
MetalRules.com 23 3 26
Summa 290 235 525
D; (skattat p;) p1 = 0.552 P2 = 0.448 1.00

Vi berdknar observationen ¢

3 2
ng nzpj
=L TG

i=1 j=1
_ (199 3725,)° | (173 = 372)° | (47— 90p) (43 — 90pn)”
372p, 372p; 90p, 90p;
(21 =37p1)* (16 —37pp)* (23 —26p1)* | (3 — 26]2)°
37, 37Ps 26p, 26p,
= 12.43

Lat H, vara utsagan att favoriten bland de tva latarna &r likadant fordelad i alla fyra serier.

Det vill séga, att P(AoD favorit) = p; och P(RB favorit) = p, géller i alla fyra serierna med
samma sannolikheter p;. Antag att H, &r sann.

Y

2
X0.05




Vi forkastar Hy om Q > x%(3), d v s om den observerade testvariabeln hamnar utanfér det
skuggade omradet i figuren ovan. Med a = 0.05 finner vi att x2 ,5(3) = 7.81 ur tabell, sa Q >
X2 (3). Vi kan alltsa forkasta hypotesen att alla grupperna tycker likadant (ganska tydligt fran

siffrorna att den fjarde raden skiljer sig markant fran de andra).
Svar: Vi kan forkasta hypotesen om homogenitet pa nivan 5%.

6 Bonus: Kolmogorov-Smirnoff

Empiriska fordelningsfunktionen..



A short glossary of terms (with Swedish translations)

Johan Thim (johan.thimeliu.se)

18 september 2018

Confidence interval (Konfidensintervall): An interval I = I,”® = (a,b) such that 6 € I
with probability 1 — a. The probability « is referred to as the level of significance, which is the
probability for the interval to not cover the unknown 6.

Consistent (Konsistent): An estimator O is called consistent if for every € > 0

lim P(|© — 6] > ¢) = 0.

n—oo
The estimator (:)n converges in probability to 6.

Distribution (Fordelning): The distribution of a random variable. Typically characterized by
either the density function (téthetsfunktion) in the continuous case or the probability function
in the discrete case.

Estimate (Skattning): The same as point estimate.

Estimator (Skattningsvariabel): The random variable © of which the estimate 6 is an
observation of; # is an observation ©.

Expectation (Vintevirde): The expectation of a random variable: E(X).

Hypothesis testing (Hypotesprévning): We test, e.g., Hy : 1 = o against some alternative
hypothesis, e.g., Hy : 1t # po.

Null hypothesis (Nollhypotes): The hypothesis Hy that we are trying to disprove.
Alternate hypothesis (Mothypotes): The hypothesis H; (for example).

Critical region (Kritiskt omrade): A region C' such that if the statistic t(zq,...,2,) € C,
we reject Hy.

Reject (Forkasta): We reject Hy if the statistic ¢ = ¢(z1,...,2,) ends up in the critical
region: t € C.

Point estimate (Punktskattning): Any estimate 0 of an unknown parameter 6.

Power (Styrka): The power at # of a hypothesis test is the probability of rejecting Hy when 6
is the real parameter value. Defined by h(0) = P(reject Hy |0 is the real value).

p-value (p-virde): For a given sample 1, ..., z,, the p-value is the lowest probability where
we can reject Hy. The lowest possible significance level is p.

1



Sample (Stickprov): A sequence of observations z1, zs, . .., ,, typically assumed to be inde-
pendent observations of random variables Xi, Xo, ..., X, of some distribution(s) that depend
on something unknown (a parameter ).

Significance (Signifikans): The significance of a hypothesis test is the probability of re-
jecting Hy when H is true.

Random sample (Slumpmaissigt stickprov): The sequence X1, Xs,..., X, of random va-
riables that corresponds to the sample z1, 2o, ..., z,.

Unbiased (Vintevirdesriktig): An estimator © is called unbiased if E(©) = 6.



Recap: distributions, point estimates and confidence

Johan Thim (johan.thim@liu.se)

September 23, 2018

So what’s the deal with all the terminology? Distributions, samples, random samples, estimators
and confidence intervals. How does it all fit together? That’s what I've been trying to show you
guys, but maybe the idea gets lost in all the details. Trees, forests and all... So let us recap a
bit and collect what we know.

The starting point is pretty much the same x1, x5, ..., x,. This is typically measured data.
What can we do with this? To do any form of reasonable analysis, we need a model. What we
usually do is assume that the sample consists of observations of random variables, so:

Assumption 1: X, X,, ..., X, are random variables and xq, o, ..., x, are observations.

Next up is independence. We almost always assume that the random sample X, Xo,..., X, is
independent. Analysis gets much harder without this assumptions, so:

Assumption 2: X, X,, ..., X, are independent.

So now we have independent random variables. What’s next? Well, how are they distributed?
Assuming a continuous distribution for simplicity, how does the probability density look?

Y Y Y

Like this? Or this? Or maybe this?

We obviously have to assume something about the distributions to obtain something useful. So:

Assumption 3: X, Xy, ..., X,, have known types of distribution, that is, we know for example
that they are normally distributed. However, the exact distribution depends on something
unknown: the parameter 6 (which might be a vector of unknown parameters). It is not necessary
that they all share the exact same distribution, but usually we will assume this. However, it is
important that if the have different distributions, they depend on the same unknown parameter.



N

204 Normal distribution

Consider the normal distribution. Its shape is well-known (the Bell curve or Gaussian), but it
might be moved around and it might be stretched (or contracted). The parameters p and o
does this. How? Well, the density function for a normal distribution looks as follows:

F@) = —— exp (—M) r€R,

210 202

where ;4 € R and o > 0 are parameters. It turns out that they happen to be the expectation
and the standard deviation, but that’s not clear from the definition above but follows when
doing the necessary calculations. Right now they are just parameters for the distribution.

0.40 +

We see the same type of shape, but different values on the parameters yield different curves. Our
aim now would be — using a sample zy, T, ..., 2, from N(u,o?) — to estimate the unknown
parameters p and/or o.

To make calculations easier, we usually make the following assumption:

Assumption 4: X, X,, ..., X, are independent.

-\@’- The Goal
If z1, 29, ..., 2, are a sample from a distribution F' that depends on an unknown parameter 6,
we wish to find a good way of using the known quantities z1, xs, ..., z, to estimate 6 by some
function _

0 =g(xy,m9,...,2,).

AN AN

What about 6, 6, ©...

What about the big ball with the H inside and the hat ontop'? There are three types of 6:s
involved here. Let’s see how this works.

!Thank you dear student, for the subtle hint about my handwriting on the board..




So the situation is as follows. We have a method of finding an estimate f for the unknown
parameter 6 by using the sample x, xs, ..., x,, namely by the so called statistic

0 =g(xy,m9,...,1,).

Question 1. If we repeat the “experiment” and thus obtain a new sample y1,ya, . .., Yn, What
can we say about the estimate 0 = g(y1, Y2, .., Yn)?

Obviously we won'’t get the same estimate (in general) since the values will likely have changed,
so what’s going on? This is where the probability comes in to play. We know (by assumption)
what type of distribution we’re working with. We know how this distribution depend on the
unknown parameter 6. So we can — in theory at least — do calculations with regards to the
estimator viewed as a random variable as long as we allow our answers to contain the unknown 6.
How do we move to something random? Considering that we view x1, x», ..., , as observations
of random variables X, X5, ..., X, we just exchange all instances of the former by the latter.
Thus we obtain the estimator

O =g(X1, Xs,..., X,)

as an n-dimensional random variable. Note that this is the same function g: R"™ — R” that was
used when defining 6 (p is the number of parameters we are estimating).

Question 2. Can we use O to obtain some type of bounds for the unknown 6 with a given
probability?

The answer is yes, at least if we can transform O to something with a known distribution. This
is the procedure used to find confidence intervals. What is a confidence interval? We’ll get
back to this down below.

What would we like to happen?

Good Property 1. We do not want the estimator to be biased. By that we mean that we
want the estimator 6 to be the unknown parameter § on average. Well, that’s rather unspecific,
so instead we mathematically define an unbiased estimator as an estimator such that F(©) = 6.

Good Property 2. We would like for our estimator to have the property that as the sample
grows larger, the probability of © being off from 6 is tending to zero. This is consistency. In
mathematical terms, we want the following to hold. Let ©,, be the estimator for a sample of
size n. Then for every € > 0,

lim P(|©, — 6] > ¢) = 0.

n—oo
Phrased differently, this means that the sequence (:) of random variables converges to 6 in
probability. It is difficult to work with this directly, so we normally use a result that follows
from Chebyshev’s inequality. Namely that if V(@ ) — 0 as n — oo and O, is unbiased (note
that this is needed for the theorem to hold, not for the estimator to be consistent), then the
estimator is consistent.



Expectation and variance

We've used (implicitly or explicitly) some results concerning the expectation and the variance
above. Let us recapture what’s allowed. Suppose that X, X5,..., X, are independent and
identically distributed with E(X;) = p and V(Xy) = 0 for k= 1,2,...,n. Then

E <a0 + Zaka> = qag + Z%E(Xk) = qg + ,uZak,

k=1 k=1 k=1

since the expectation is a linear operator (remember that it is either a sum or an integral, both
of which are linear). For the variance, it is true that

Vv (ao + Z aka) = / X} are independent / = Zan(Xk) — 52 Z a2,
k=1 k=1

k=1 =

The assumption about independence is crucial here. Without it, the sum above will get very
messy with covariances all over the place. Note though that for the expectation, independence
is not required.

Something neat with the normal distribution is that linear combinations of normally distributed
variables are still normally distributed (the mean and variance might change, but we’ve seen
above how that works). So assuming for a minute that X ~ N(u,0?) for k =1,2,...,n, we
have

n e 1 n
X = ZXk ~ N(np, no?) and X = - ZXk- ~ N(u,0%/n).
k=1

k=1
This is clear from the formulas above. Note in particular that
2

— 1 & 1 - 1 & no? o
VX)=V |- X, | ==V X, | == VIiX.) = — = —

where we used the independence of the variables. This equality shows that as n grows larger,
the variance of X tends to zero. Larger sample size means less variance for X.

A Random or not?

Be careful with explicitly showing the difference between what is random and what is not. We
have three quantities:

(i) € — real value. Unknown but not random.
(ii) 0 — estimate for . Known value calculated from the sample x1,x9,...,T,.

(i) © — The estimator. This is a random variable!

If you want to calculate probabilities (so expectations and variances and such), you have to
use 6.




Note the following:
(i) 0 is calculated from observations, so it might end up anywhere basically.

(i) We do not now if the expectation F (@) coincides with the unknown 6, there might be a
bias.

(iii) The random variable O is n-dimensional (since it depends on Xi, Xy, ..., X,, hence the
bold font for x in the graph above) and might also be vector-valued in the case that § € R?
with p > 1. In the case when p > 1, the density gets difficult to render on paper though...

A non-biased estimator © of 6 will — on average — hit the unknown #. This is a direct
consequence of the law of large numbers. What this means more exactly is that if we were
to form the average of estimates (repeating the experiment yielding z1, xo, ..., z, and find an

estimate é\k for each k =1,2,3,...), this average will converge to 6 with probability one (that’s
the strong law of large numbers) with reasonable assumptions on the distributions.

Certainty

So we have found and estimator O of some unknown 6. Can we use the information contained in
the distribution of © to say something about which values for estimates of ¢ that are reasonable?
I mean, if we look at the graph of the density function (or probability function). we can see
where it is likely that observations end up (around points where large amounts of probability
mass is accumulated). In other words, can we find a set I such that 6 € I with some given
probability? That was basically question 2 above.

Let’s assume that 6§ € R (so we only have one dimension). A confidence interval I with
confidence degree 1—a (0 < a < 1) is any interval such that  belongs to it with probability 1—
«. The end points of such an interval typically need to be observations of random variables
(transformations of ©). So the systematic question now is how to go from the estimator © —
which depends on the unknown parameter unless something unusual occurs — to something
with a completely known distribution. Let’s look at a couple of examples.

Assume that z1, xs, ..., x, is a sample of observations of X1, X», ..., X, of independent identically
distributed random variables. The type of distribution is known but not some unknown
parameter.



Estimator for the variance. Since we introduced the sample variance, that seems to be a
reasonable place to start. Indeed, we have seen that E(S?) = 02, so it is an unbiased estimator
of 2. Tt is also a consistent estimator. To say something more specific, we need to now the type
of distribution we're dealing with. Let’s assume that we have samples from N(u,o?). Then

n—1
V= %Szﬁ/xz(n—l)

according to Cochran’s theorem. This is nice, since we now have a distribution that is completely
known. To find a confidence interval, we find numbers a and b such that

Pla<V <b)=1-a.
Note that a and b depend on both o and n and that we need to use a table or computer software.
We then solve a < V < b for 02, obtaining that
-1 2 -1 2
(DS _ ,_(n-1)s
b a

To obtain a confidence interval (the above expression is not a fixed interval since the limits are
stochastic), we need to estimate all involved random variables. The natural thing to do is to use
the sample variance s? to estimate S?. Thus we get the confidence interval

. <(n —61)32’ (n —a1)52) |

Estimator for the expectation. The expectation is where X} ends up “on average,”

a reasonable starting point would be to consider the mean value X = ZX k- We know
"

that E(X) =y and V(X) = 0?/n if E(X}) = p and V(X}) = 0. To transform our estimator

into something with a known distribution, we standardize the variable by removing the mean

and dividing by the standard deviation. If we again assume that we have samples from N (u, 0?),

we see that

X -
a/vn

So if o is known, this works great. If ¢ is unknown, we estimate it by s. This means that we use
X _
S/ \/_

instead, a result that follows from Gosset’s theorem. Proceeding as above, we find a number ¢
(both distributions are symmetric with respect to the y-axis) such that

P-t<T<t)=1—-«

Z = NN(O,l).

T :=

~t(n—1)

in the case when o is unknown. We find the number ¢ in a table or by using computer software.
Note that it depends on both a and n. If ¢ is known, we use Z and the normal distribution
instead. Solving for y in the inequality, we see that

_ S — S
—t<T<t & X—-—t—m=<pu<X+t—.
Jn SHhSATIE

Estimating S by s and X by Z, we obtain the confidence interval

L= (7t 74+t>
=T \/ﬁ,x i)

To be continued...!



Linear Regression: a couple of worked examples in
MATLAB
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1 Introduction

The idea of this document is just to — briefly — show how we can use MATLAB to carry out linear
regression and get quantities necessary to perform the usual tests.

2 Example 1: simple linear regression

N

57 Exempel
Suppse that we have the following data:

z 1.0000 1.1000 2.0000 2.5000 3.5000 4.0000 4.2000 7.7000 9.0000 10.0000 13.0000 13.5000 15.5000 17.0000
y 0.3002 9.2698 6.4508 5.8739 9.4295 8.5901 9.1517 19.3794 21.8181 23.8344 28.3430 25.5850 33.4345 38.2605

Find the empirical correlation between x and y. Is a linear relationship reasonable? Using the
model

Y; = Bo + bz + ¢,
where €; ~ N(0,0?) are independent, find estimates for 8, and $; and perform the hypothesis

test Hy : 1 = 0 against H; : 31 # 0 at the significance level 1%. What’s the R2-value? Also
find a prediction interval for a future observation yy at x = 5 with confidence level 95%.

Solution. We start by looking at a scatter plot (a good practice). The command 1sline draws
in a regression line matching the data.

a0

*
35+
30
>> scatter(x Thx?) 2l * :
’Y’ b *
>> hold on 20! *
>> 1sline 15}
00 g
sp T
0 * I
0 5 10 15 20

Using corr we can find the empirical correlation:



>> corr(x,y)
ans =
0.9798

so yes, a linear relationship is reasonable. To find ,2'3\, we perform the regression:

>> rs = regstats(y,x,’linear’,’all’);
>> betahat = rs.tstat.beta
betahat =

1.9659

2.0404

So our point estimates are Eo = 1.9659 and //8\1 = 2.0404. Let’s assume that Hj is true. Then

B0
T = ~t(n —2),
Svhi
SS
where s? = E2 is used to estimate o? and h;; is the second element on the diagonal

of (XTX)~!. We can find s? from the regression stats:

>> 82 = rs.mse
s2 =
5.8841

and we can find (X7 X)™! by using the covariance matrix for 3 since Cs= A(XTX)™

>> Cbetahat = rs.covb;
>> XtXinv = Cbetahat/s2
XtXinv =
0.2072 -0.0183
-0.0183 0.0025

so it is clear that our test statistic is

_2.0404-0
v/5.8841 - 0.0025

= 16.8231.

From table (or using tinv(0.995,12)) we find #g005(12) = 3.0545 so we reject Hy since ¢ >
3.0545. Note that we can find the ¢-statistics by (where we see that we have introduced rounding
errors)

>> t_betahat = rs.tstat.t

t_betahat =
1.7806
16.9604
2 . . 2 SSE . .
The R*-value is easily found by R* =1 — but MATLABhas handidly done the calculation
TOT

for us



>> R2 = 1 - rs.fstat.sse/rs.fstat.ssr
R2 =
0.9583
>> R2 = rs.rsquare
R2 =
0.9600

Note also that we have the p-values for testing if 5; = 0 already calculated:

>> format long

>> P_betahat = rs.tstat.pval

P_betahat =
0.100280455850894
0.000000000946812

To find a prediction interval, we’ll employ that if w = (1 4.5) and Y} is a future measurment

at x = 4.5, then R
Yo — 1o

N SV1+uT(XTX) u
where [ = uTﬁ. Letting tg.025(12) = 2.1788 we find that

~ 1(12),

P(|T) < t0.025(12)) = 0.95.

Solving the inequality in the probability measure and using the proper point estimates, we
obtain that

[yo = (’U/TB — ta/g(n — k’ — 1)3\/1 + ’U/T(XTX)iLU’?

u'B + taja(n —k —1)sy/1 + uT(XTX)1u>.
With numbers:

> u = [14.5]";
>> k = tinv(0.975,12) * sqrt(s2 * (1 + u’ * XtXinv * u));
>> CI = [ u’ * betahat - k  u’*betahat + k]
CI =
5.6233 16.6718



3 Example 2: multiple linear regression

o

@ Exempel

The following data has been measured.

T T2 3 Y
1.0000  4.0000 1.0000 | 10.3331
1.1000  5.0000  2.0000 7.6873
2.0000 4.5000  5.0000 | -0.0825
2.5000 6.0000 8.0000 | -11.4330
3.5000  6.1000 10.0000 | -12.9390
4.0000 6.2000 11.0000 | -15.7947
4.2000  6.5000 12.0000 | -16.1596
7.7000  9.0000 15.0000 | -12.3880
9.0000 10.0000 16.0000 | -8.8999
10.0000 10.5000 16.5000 | -6.5445
13.0000 11.0000 17.0000 | 7.3035
13.5000 14.0000 17.5000 | 6.8997
15.5000 16.0000 18.0000 | 15.9900
17.0000 18.0000 18.2000 | 22.9394

Assuming the model Y = By + 121 + Boxs + B33 + €, where € ~ N(0, 0?), and that y are
independent observations, perform the regression. With significance level 5%, can we claim
that 3; # 0?7 Remove those variables where 3; = 0 is reasonable and perform a new regression.
Is this model significantly worse (at 5%) than the full model?

Solution. Let’s start by looking at the correlations:

>> corr([x1 x2 x3 yl)
ans
.0000 0.9793 0.8977 0.5341
.9793 1.0000 0.8507 0.5765
.8977 0.8507 1.0000 0.1078
.5341 0.5765 0.1078 1.0000

O O O+~

We see that x; and x5 are correlated with y but that x3 has a lower value. It wouldn’t be
unreasonable to expect that 3 might be removed. We also see that the variables are strongly
correlated, so we might need to be careful. A few scatterplots of z; versus y.

The full regression is performed by

>> rs = regstats(y, [x1 x2 x3],’linear’,’all’);
>> betahat = rs.tstat.beta



betahat =
9.9060
5.2090
-0.0735
-4.0920
>> Stdev_betahat = rs.tstat.se
Stdev_betahat =
1.1914
0.2589
0.2741
0.0930
>> t_betahat
t_betahat =
8.3148
20.1186
-0.2683
-43.9810
>> P_betahat
P_betahat =
0.0000
0.0000
0.7939
0.0000

rs.tstat.t

rs.tstat.pval

We can proceed by testing Hy : §; = 0 against H; : 3; # 0 with a = 5% using the information
above. The easiest way is the p-value method. We see that only the p-value for 5 is higher than
the significante level 0.05. Hence only in the case of 5 can we not reject Hy. Let’s try the model

Y = Bo + ﬁ1$1 + 535133 + e
Note that these are not the same ; as before.

>> rs2 = regstats(y, [x1 x3],’linear’,’all’);
>> betahat2 = rs2.tstat.beta
betahat2 =

9.6253

5.1443

-4.0840
>> P_betahat2 = rs2.tstat.pval
P_betahat2 =

1.0e-08 =*

0.2046

0.0000

0.0000

All the p-values are below the significance level, so we reject Hy : ; = 0 in all cases. Is this
model significantly worse than the previous full model? We can perform an f-test using the fact
that this reduced model is nested inside the full model, so (using the full model),

fﬂ):BQ::O,



with the alternative hypothesis
H1 : 52 7£ 0.

If Hy is true, then

(2) (1)

- 1
W= (55 (DSSE SN F(1,10) if Hy is true,

SSE’/10

where SSSE1 ) is for the full model and SS](E2 ) is for the reduced model. If Hy is not true, when W

will tend to be big, so our critical domain is given by C' =|¢, 0o for some ¢ > 0. At 5%, we
obtain that ¢ = 4.9646.

Y

v

Rimliga utfall C
om Hj giller.

<

From our numbers we obtain that
>> (rs2.fstat.sse - rs.fstat.sse)/(rs.fstat.sse/rs.fstat.dfe)
ans =
0.0720
which is not in the critical domain, so we can’t reject Hy. The reduced model might be as

powerful as the full model.

4 Example 3: stepwise linear regression



