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1 Repetition
Definition. Lat X och Y vara stokastiska variabler med F(X) = ux, V(X) = o%, E(Y)
py samt V(Y) = o%. Kovariansen C'(X,Y") definieras enligt

O(X,Y) = B((X — px)(¥ — )

och korrelationen mellan X och Y enligt

C(X,Y)

p(X,)Y) = :
Ox Oy

Bade kovarians och korrelation &r ett matt pa linjart beroende mellan X och Y dér korrelationen
ar normerad sa det gar att jimfora olika fall. Vi listar lite kéinda egenskaper

(i) Om C(X,Y) = 0 kallas X och Y for okorrelerade.

(i) C(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y).

(iii) Om X och Y éir oberoende si ér C(X,Y) = 0.
) C(X, X) =V(X).

(iv

n

(V) C (CLQ + Zm:aiXi, bo + i%%) Zm:zalb C iy J
i=1 Jj=1 Jj=1

=1

(vi) |p(X,Y)| <1 med likhet om och endast om det finns ett linjart samband mellan X och Y

Observera att C(X,Y) = 0 inte nédvandigtvis innebér oberoende. Lat till exempel X va-

ra rektangelfordelad enligt X ~ Re(—1,1) och definiera Y = X2. Uppenbarligen beroende
variabler, men

C(X,Y)=EXY)-EX)EY)=EX*-0-E(Y)=EX? = /1 z? - —dx =0,

Lsé X och Y ar okorrelerade.




2 Vektorer av stokastiska variabler

Lat X = (X; Xy -+ X,,)T vara en vektor vars komponenter r stokastiska variabler. Vi striivar
efter att skriva vektorer som kolonnvektorer. Det faller sig naturligt att definiera vintevardet
av X genom vantevirdesvektorn

BE(X) = (E(X1) BE(X2) -+ E(X))".

Pa samma satt definierar vi vantevardet av en matris av stokastiska variabler. Variansen blir lite
konstigare sa vi introducerar kovariansmatrisen mellan tva vektorer (av samma dimension).
Lat Y = (Y1,Ys, ..., Y,)T och definiera C(X,Y) enligt

Ci1 Ci2 - Cin C<X17 Yl) C(Xb Yz) T C(Xh Yn)
Chl Cp2 " Cpp C<Xnv )/1) C(Xn7 YVQ) Tt C(Xna Yn)

dér ¢;; ér kovariansen mellan X; och Y;.

En stor anledning att blanda in vektorer och matriser ar givetvis att fa tillgang till maskineriet

fran linjar algebra. Kovariansen mellan tva vektorer X och Y kan da lite mer kompakt skrivas
C(X,Y)=E(X - BE(X))(Y - E(Y))") = E(XY") - E(X)E(Y)",

diéir ()T innebér transponering. En produkt A = xy” brukar kallas fér den yttre produkten och
bestar av element (a);; = z;y;, 4,7 = 1,2,...,n. Detta &r alltsa inte skaldrprodukten (X7Y").
Lat A, B € R™"™ vara matriser. Da d&r AX en linjarkombination av X, X,..., X,, och BY
en linjarkombination av Y7,Y5,...,Y,. Dessutom kan alla linjirkombinationer skrivas pa detta
sitt. Vidare géller nu tack varje linjériteten att E(AX) = AE(X) och

C(AX,BY)=FE(AX(BY)") - E(AX)E(BY)" = AE(XY")B" - AE(X)E(Y)"'B”
= AC(X,Y)B".
Notationen cov(X,Y’) ar ocksa vanligt forekommande, och i fallet da Y = X skriver vi ofta
Cx =cov(X) =C(X, X).

L

@ Exempel

-2 4
Hitta en prediktor X5 = aX; + b sé att E(X;) = E(X3) och V(X; — X,) 4r minimal.

Lat X = (X; X5)T vara en stokastisk variabel med F(X) = (12)T och Cx = ( L =2 )

Losning. Vi ser direkt att
E(aX,+b)=aE(X;)+b=a+b och E(X,) =2,
sa a + b = 2. Vidare giller att

Xo— (aX;+b)=( —a 1)<§;)—b,

sa
X1 —a
V(Xg—aXl—b)—V<(—a 1)<X2))—(—a 1)CX( ) )
L 1 -2 —a \ o _ 9
=(—a 1)(_2 4 )( ] )—a +4a+4=(a+2)".
Minimum sker uppenbarligen nédr a = —2, vilket ger att b = 4.
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3 Skattningar for kovarians och korrelation

Om vi har ett stickprov (g, yx), & = 1,2,...,n, dar (X, Ys) ar stokastiska variabler med
samma fordelning, sa skattar vi kovariansen C' med

n

- 1 _ _
c= n_lz(:vk—w)(yk—y)
k=1
och korrelationen med
¢ (@ —T) gk — )

ﬁ: B .
e (i i~ 1) (o S~ )

Av tradition betecknar man ofta p = r. En naturlig fraga i detta skede dr om vi kan séga

nagot om foérdelningen for den skatta korrelationen under nagot ldmpligt antagande om det
slumpmaéssiga stickprovet. Vi aterkommer i fallet med normalfordelning i nésta avsnitt.

3.1 Vad innebir korrelationen grafiskt?
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4 Multivariat normalférdelning

"Pain has a face. Allow me to show it to you.”

—Pinhead

Vi har stott pa den flerdimensionella normalférdelningen tidigare, men vi kan formulera det
hela lite mer kompakt pa foljande sétt.

Multivariat normalférdelning
Definition. Vi sédger att Y har en multivariat normalférdelning om det finns en konstant
vektor p € R™ och en konstant matris A € R"*™ sa att Y = p+ AX, dar X &r en vektor
med stokastiska variabler, X = (X; X --- X,,)7, och X; ~ N(0,1) &r oberoende.

Ar definitionen vettig? Ja, den reducerar atminstone till det forviintade resultatet om n = 1:
Y = p+ o0%X dir X ~ N(0,1). Vidare giller sa klart att

EY)=p+AEX) = p
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och
Cy = ACXAT = AAT

eftersom Cx dr identitetsmatrisen (variablerna &r oberoende om har varians 1).

N

v

Lat X ~ N <( _11 ) , ( } ; )) Bestédm fordelningen for Y = X7 + Xo.

Exempel

Losning. Vi skriver Y = (1 1)(X; X,)7 = AX. Da blir
EY)=AEX)=(1101 -1)T"=0

och

CyzAOXAT:(n)(} ;)(11)T:5.

&
Sats. Om Y har vintevardesvektorn g och en kovariansmatris C' som uppfyller att det C' # 0

sa géller att Y har multivariat normalférdelning om och endast om Y har den simultana
tathetsfunktionen

1 1 S )
Y2y ey Yn) = —(y-wC N y—p)), yeR"
fr(y, v, yn) TN detC(%Xp( SY—m) Cy—p)), Y

Bevis. Eftersom kovariansmatrisen C' alltid &r positivt semidefinit (varfér?) och vi antar att
determinanten |C| := det C' # 0, sa &r C' positivt semidefinit och da finns alltid en inverterbar
matris A € R sddan att ¢ = AAT. Definiera Y = AX + p, dir X = (X; Xy --- X,,)7
och Xj ~ N(0,1) ar oberoende. Téthetsfunktionen for X ges da av

1 1
fx(x1,29,...,2,) = o) exp (—éa}Ta:) , xR

Enligt transformationssatsen for flerdimensionella stokastiska variabler sa kommer

o) = o (4 (y = ) 002

eftersom X = A71(Y — p). Vi ser att jacobianen ges av

d(x1, 2o, 0) 1 -1
d(y1, Y25 Yn) = lAT=lA
(o) = Al e (< (47 - ) (47 (- )
~ G AT e (<4 - (A7 A - )
1

_ 1 _
= Gy |AAT | exp (—5 (y—p)'C ' (y— u)) :
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dir vi utnyttjat att |A|~" = |A|7V2|AT|7Y2 = |AAT|7V2

Omvént, om Y é&r normalfordelad sa sidger definitionen att det finns en matris A € R™*™
och en vektor p € R" sd att Y = AX +p for X = (X; Xy -+ X,,)T diir X, ~ N(0,1)
ar oberoende. Faktum &r att m = n 4r nodvindigt dd C = AAT antas vara inverterbar,
eftersom n = rank(AAT) < min{rank(A),rank(AT)} (ty vid produkter av matriser vinner
alltid den med ligst rank) och rank(AT) = rank(A), sa rank(A) = n eftersom vi har n kolonner.
Samma argument som ovan visar nu att tdthetsfunktionen ges av uttrycket i satsen. U

N

Q Exempel

Lat X;, Xo ~ N(0,1) vara oberoende och definiera Y = (X; — X5, 2X; + X5). Bestdm
tathetsfunktionen for Y .

Losning. Vi skriver

Da blir

och

(Jy:ACXAT:A<1 O)AT:AAT:<2 1).

Saledes blir det C'y = 9 och

Alltsa blir
1 1
Ty, y2) = 6 OXP (__8 (597 — 2y1ys + QZJ%))

ty
1/ 5 -1 1
(y192) 5 (_1 9 ) (y1>=§(5yf—2y1yz+2y§)-

<>

e

Sats. Lat Z = d + BY, dar Y &r multivariat normalférdelad. Da ar d&ven Z multivariat
normalfordelad.

Bevis. Foljer direkt fran definitionen.

>

e

Sats. For Y ~ N(u, C) giller att komponenterna i Y &r oberoende om och endast om C' ar
en diagonalmatris (under forutsittning att A &r inverterbar).




Bevis. Kravet pa att A ska vara inverterbar foljer av att om sa icke &r fallet sa dr fordelningen
degenererad eftersom Ax = 0 har odndligt manga 16sningar. Det &r alltsa sjéalvklart i detta lage
att komponenterna i Y inte kan vara oberoende. Sa antag nu att det A # 0.

Den ena riktningen &dr mer eller mindre sjalvklar eftersom om komponenterna i Y ér oberoende
kommer C(Y;,Y;) =0 for i # j och C(Y;,Y;) = 07, sa Cy blir en diagonalmatris.

Antag nu att Cy &ar en diagonalmatris, sig

o2 0 0
0 o2 - 0
0 0 o2

Eftersom Cy = AAT kommer Cy att vara inverterbar, vilket innebir att samtliga o7 # 0.
Inversen Cy' #r #ven den en diagonalmatrisen med diagonalelementen o; . Siledes blir den
simultana tédthetsfunktionen

1 1 T 1
) = e o (50 WO - )

- (\/ﬁ)”almg o P <—% Z(yj - Mj)Uj_Z(yj - uj))

— Hai\l/%exp <——(yj2_05j) ) = Hij(yj).

Eftersom den simultana téthetsfunktionen ges av produkten av téthetsfunktionerna for Y; foljer
det att variablerna dr oberoende. 0

4.1 Bivariat normalférdelning

Specialfallet nér n = 2 fortjanar lite kommentarer eftersom den situationen frekvent dyker upp.
Lat (X,Y) vara normalfordelad med vantevéirdesvektor och kovariansmatris enligt

2 2
| Bx ox CX,Y)\ 0% poxOy
K= ( Ly ) och ( C(Y, X) 0% -\ poxoy o2 :

Téathetsfunktionen ges enligt ovan av

1 1 x—ux)2 T pix Y — py (y—MY)2
xT,y) = exp | — -2 + ,
fz.y) 2roxoyy/1 — p? ( 2(1 - p?) (( ox P ox Oy Oy

for (z,y) € R%

Vi ser direkt att om p = 0 blir det produkten av tathetsfunktionerna fér tva oberoende variabler,
precis som satsen i foregaende avsnitt pastod. Men vad hander om variablerna inte &r oberoende,
dvs om p # 0 (oberoende och okorrelerade &r ekvivalent i normalférdelningsfallet)? Lat oss
beriikna den marginella tatheten fx(z) bara for kul (fast vi har nytta av den snart..). For att
underlédtta notationen later vi

r— px Y-ty
u = och v= .

0x Oy




Vi har nu

2 2
<x MX) _gpt T IX YT HY <y 'uY> =u? —2puv +v* = (v — pu)® + (1 — p*)u?,

sa
1 1 2) /°° ( 1 2)
r) = exp | —=u exp| ————(v— pu d
fX( ) 27T0'X0'y\/1—p2 P ( 2 —00 P 2(1_p2)( P ) Y
! e < 1u2) ! /00 e ( ! (v u)2> dv
= X _— X — J—
V2nox P\ V2roy\/1 — p? J-oo P 2(1 — p?) P
1 o < 1u2>
pu— X _— s
V2rox P 2
ty

1

T L (g o

Hur ser bivariata normalférdelningar ut? Om ox = oy = 1 och p = 0 far vi féljande figur:

A \\\\‘\\
S

och med ox = oy = 1 och p = 0.9 erhaller vi



4.2 Test for p =0

Att direkt ge sig pa uttrycket for p ar komplicerat, sa vi borjar lite annorlunda. Lat (X,Y) vara
bivariat normalférdelad. Da har (X,Y") en simultan tathetsfunktion f(x,y) och den betingade
(pa X = x) tiathetsfunktionen blir

) 1 oo (L
fY|X=z(y’33)— Fx(2) _\/ﬁay\/m p< 2(1—p?)

vilket dr tatheten for en normalférdelad variabel Y | X = x med

(v — pU)2> ,

o o
E(Y|X =) = py — p——pix + p—z = By + iz
ox ox
och
VY| X = 2) = o2(1 - p?).

Det betingade (for givet X) vintevérdet ar alltsa en rit linje y = By + f12. Intressant! Ater igen
nagot som dr halvmagiskt for normalférdelningen (det finns ingen fordelning ni kan misshandla
lika mycket). Den observante ldsaren funderar nog &ven om detta har med regressionsanalysen
att gora, vilket vi kommer till nésta foreldsning. For nuvarande situation, notera specifikt att

pr=p—.
ox

Anledningen till denna manover &ér att vi hellre betraktar tester for §; &n direkt for p. Varfor?
Det har med ovanstaende att gora (linjar regression). Ténk tillbaka till anda foreldsningen. Dér
visade vi att MK-skattningen 3, av [; ges av

5 Sl —n-T)
' 22:1(%' —T)?
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och att BAO =Y — [5’\1 7. Anledning till att blanda in detta ar att vi pa nésta foreldsning kommer

att visa att
~ 0'2
61 ~ N 517 n — .
Zj:1($j —T)?

Vi introducerar lite forenklande beteckningar. Lat

L ¥ _ 1 ¢ - 1 B _

Jj=1 J=1 Jj=1

2=

T

Notera nu att vi kan skriva R (den stokastiska motsvarigheten till p) som

S,
R=-"2L
Sz Sy
och darmed blir g g
3 — P _ py
b1 = 52 RSI'

Vi introducerar det totala kvadratfelet, dvs summan av kvadraterna pa skillnaden mellan mét-
véirden Y och de skattade virdena ) + Six;:

SSe = > (¥; = Bo — Br;)”.

=1

Vi kommer (dven detta nésta foreldsning) att visa att SSg dr oberoende av 31 och att %SSE ~
x%(n — 2). Vidare har denna storhet egenskapen att

SSg = (n — 1)S3(1 — R?)
vilket kan ses genom att expandera kvadraten i summan som definierar SSg:

SSp = (n—1) (52— 28,80y + 51 52)

52
= (n—1) (Sj — 23%59@, + R2S—gS§) =(n—1)S;(1 - R?).
Det foljer da (Gossets sats) att
b5

~t(n —2).
V75 88/ (n — 1)S2

Om nu p = 0 (vilket innebér att f; = 0 enligt ovan) sa géller att identiteten

~

B rSy/Sx  rvn—2

n—1)S2 (1—r2 _ 2
\/ﬁSSE/((n - 1)5?() \/((n_g))(;£1)5v§() \/1 r

medfor att
Rv/n—2
v1—R2

Vi kan alltsa anvénda denna storhet for att testa hypotesen Hy : p = 0.

~tn—2).
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N

@ Exempel

Astrid och Asa gralar om tva variabler ar okor- 10 |- :

relerade eller inte. Vid 50 métningar av tva X x
variabler X och Y erholl de diagrammet till 8| " o % 8
hoger som spridningsplott. Den empiriska kor- ' x . WX %
relationen berdknades till p = —0.0838. Astrid 6 | x x o x 2
havdar att det tyder pa att p = 0 medan Asa x X x X . ¥ 5
anser att det absolut &r signifikant (om &n lagt 4| N a
pga slumpen). Om vi antar att X och Y &r nor- * & x
malférdelade, testa hypotesen att Hy : p =0 2| * o o ]

mot H; : p # 0 med signifikansnivan 5%.

Losning. Med 50 métningar av (X,Y") blir

rofivn=2 £(48)

Si-®

om Hj ar sann. Kritiskt omrade erhalls darmed som
C={teR:|t| >2.0106}
ty P(T < 2.0106) = 0.975. Med det uppmétta r = —0.0838 blir

~ —0.0838V/48
V1 — (—0.0838)2

= —0.5826.

Eftersom ¢ ¢ C sa kan vi inte forkasta Hy. Variablerna kan mycket vél vara okorrelerade (men
vi vet inte det!).

5 Bonus: férdelningen for R

&

Sats. Om p = 0 ges fordelningen for R av tathetsfunktionen

DD

(1—r)n=D2 1 <r<l.

fr(r) =

ar en strangt vixande funktion for —1 < s < 1 sa géller att

FR(T):P(RST):P<R\/H_2<r\/n_2) :FT(@)7

VI—R2 ™ VJ1—12 V1—r12
11



dér Fr ar fordelningsfunktionen for en ¢(n — 2)-férdelad variabel. Denna funktion &r en integral
av en kontinuerlig tiathet, sa vi kan derivera fram

=8 (0 (52) - (552)

:F(i_)) (1 L )_(H)M (1—72)79/2

vilket dr tathetsfunktionen given i satsen. U

Vad hénder om p # 07 En fullt rimlig fraga, men férdelningen har inget trevligt utseende da
(inkluderar hypergeometriska funktioner).
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