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"No tears, please. It’s a waste of good suffering.’
—Pinhead

Vi fixerar en vektor u” = (1 uy ug -+ wy), dir u; kommer vara virdet pa x; i den punkt vi
kommer betrakta. Vi &r alltsa intresserade av vad modellen har att séiga vid en fixerad punkt
dar vi inte gjort nagon métning. Vi betraktar Y, definierad av

Yo = Bo + Brug + Borig + - + Brug + €0 = u' B+ .

Vi antar att ¢y ~ N(0,0?) dr oberoende av €. Vi definierar
o = E(Yp) = u'B.

2 Konfidensintervall for E(Y))

En naturlig skattning av g ges av uTE, sa vi sétter
fio = u’ 8.
Eftersom B8 ~ N(8,0%(X"X)™") blir
B(fw) = u"E(B) = u"B
och
V(i) = oc*u’ (XTX) .
Da jip &r en linjirkombination av normalfordelade variabler géller att
fiop ~ N(u' B, c*u’ (XTX) ).
Saledes géller att
fio —u'B
o JuT(XTX) Tu

I vanlig ordningen brukar vi behova skatta o och gor det med

SS
82:71_—]{:}3_1, dar S2NX2(TL—I{?—1)
Da galler (enligt Gossets sats) att
fio —u'pB
Sy/ul(XTX)
Genom att nyttja denna variabel kan vi stélla upp ett tvasidigt konfidensintervall for E(Y}):

_ (UTB —topp(n — k — 1)sy/ul (XTX) w, 7B+ top(n —k —1)s uT(XTX)—1u> .

~ N(0,1).

~tn—k—1).
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Intervallet 7,,, beskriver vart uppmétta vérden vid w hamnar i snitt, dvs vid manga upprep-
ningar med samma w sa hamnar vi i intervallet. Det sédger inget om vart en enskild métning
hamnar, for det behover vi prediktionsintervall!

3 Prediktionsintervall for Y,

Vill vi uppskatta (forutsiga) vad métvérdet yo blir i en viss punkt w stéller vi upp ett pre-
diktionsintervall. Eftersom Y, ~ N(ug,0?) och figp = u’'B ~ N(po,o?u? (XTX) lu) #r
oberoende géller det att

V(Yo —fin) =0’ (1+u"(XTX) 'u)
sa

Yo—fio~ N (0, o* (1 +u"(X"X) ")) .
Vi skattar o med s? och nyttjar Gossets sats:
Yo — fuo
Sv/1+uT(XTX) u

~tn—k—1).

Vi kan stdnga in denna variabel och 16sa ut Yj:

Iy, = (uT,@ —tap(n —k —1)sy/1+uT(XTX) lu,

u'B + taja(n —k — 1)sy/1+ uT(XTX)—1u>.

4 Konfidens- och prediktionsband

Vid grafisk representation av enkel linjir regression ser man ofta sa kallade konfidens- och
prediktionsband inritade. Dessa definieras enligt féljande.

Konfidensband

Definition. Ett konfidensband ges av en funktion g sadan att for varje x géller att

P(lpo(x) = fo(z)] < g(x)) =1 — e

Ett simultant konfidensband uppfyller att

P(lpo(z) — fro(z)] < g(x) for alla z) =1 — a.

Skillnaden mellan ett simultant band och dess icke-simultana motsvarighet kanske &r svar att se,
men det simultana bandet uppfyller alltsa instdngningen med sannolikheten 1—« for alla x pa en
gang medan den icke-simultana uppfyller denna sannolikhet for varje = en i taget! Likformighet
ar nagot det simultana bandet erbjuder. Om vi endast har ett icke-simultant konfidensband
och vill titta i tva punkter x; och x, samtidigt dr det inte sékert att dessa intervall samtidigt
uppfyller konfidensgraden 1 — a.. Det ar precis samma problem vi sett vi berdkningar av flera
konfidensintervall samtidigt tidigare.



Prediktionsband

Definition. Ett prediktionsband ges av en funktion h sadan att for varje x géller att
P(ly(x) —y(z)] < h(z)) =1 -
Ett simultant prediktionsband uppfyller att

P(ly(x) — y(x)| < h(z) for alla ) =1 — a.

Grafiskt kan det se ut enligt nedan. Man ritar ofta i bade konfidens- och prediktionsband
samtidigt. Notera att konfidensbandet ar betydligt smalare dn prediktionsbandet.

Konfidensband; o = 0.05
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— y=Bo+ Bz
Konfidensband
Prediktionsband (icke-sim)

——  Prediktionsband (sim)
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5 Residualanalys

Efter utford regression har vi skattade y-véirden i (eller 7), som anvinds for att berdkna
kvadratsumman SSg for felen som modellen inte férklarar. Antagandet vi gjort pa residu-
alerna e; = y; — ¢; 4r att dessa dr oberoende och normalférdelade med samma varians och
vantevirde 0. Detta dr nagot som bor undersokas efter regressionen for att motivera antagandet.
I matlab kan vi ta fram residualerna vid regression genom kommandot

>> r = regstats(y, x, ’linear’, ’all’);
>> res = r.r;
>> yhat = r.yhat;

5.1 Residualer vs x eller y
Vi kan plotta residualer mot z-virden eller skattade y-varden (y = j):

>> figure; scatter(x, res, ’*’);
>> figure; scatter(yhat, res, ’*’);
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Det &r svart att se nagot direkt samband. Vilket dr bra. Hade vi sett ett tydligt samband hade
vi haft problem med modellen. Men mycket mer &n sa kan vi inte séga fran dessa figurer.

5.2 Histogram

Vi kan plotta ett histogram for residualerna:

>> figure; histogram(res);
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Det ser hyfsat Gaussiskt ut och masscentrum &r runt nollan. Inte helt orimligt med normalfor-
delning.

5.3 Normalplot

Matlab kan dven enkelt generera en sa kallad normalplot:

>> figure; normplot(res);
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[ figuren sa skalar alltsa y-axeln mot sannolikheter som géller for normalfordelning (tdnk pa
exempelvis log-skala fungerar). Idealiskt skulle vi endast ha punkter som ligger pa en linje. Nu
finns kanske lite tillstymmelse till sa kallad S-form pa kurvan, men absolut inte pa den niva
att vi borde ifragasitta antagandet kring normalférdelning. Betydligt mer S-lika kurvor skulle
accepteras som rimligt normalfordelade.

6 Variabeltransformation
Det vi haller pa med kallas linjéar regression, men det &r inget som hindrar oss att &nda anvianda

linjéir struktur for att anpassa ett polynom eller mer generella funktioner till métdata istillet!

6.1 Polynomiell regression

Antag att vi vill bestamma ett polynom av grad k som minimerar kvadratfelet. Modellen &r
att ; ar fixerade tal och att y; &r observationer av

Y; :ﬁo+51%+ﬁﬂ?+---+ﬁkxf+ej,
dir €; ~ N(0,0?) &r oberoende. Vi léser detta problem med linjér regression genom att lata
l’jgz.%?, Tj =X

_ .2
.’L‘jl—ilfj, l’jQ —.’Ej,

och sedan betrakta modellen
Y; = Bo + Bixji + Bawjo + - - + Brajp + €,

ddr €; ~ N(0,0?) dr oberoende.

6.2 Exponentiell regression

Antag att vi har data som verkar vara f6lja en exponentialkurva. Modellen &r att z; &r fixerade
tal och att y; &r observationer av

Y; = aexp(bz;) - E; (1)

dir £ ér lognormal-férdelade och oberoende.

Lognormal-fordelning
Definition. Slumpvariabeln X kallas lognormal-férdelad med parametrarna g och o om

f(a) = — exp(—M), >0

xoN 27 202

Vi skriver X ~ Lognormal(u, 0?).

'Helt analogt med vad som gjorts i linjér algebra; téink polynombaser. Eller Fourieranalys fér den delen.



Det foljer att E(X) = exp (u + 02/2) och V(X) = (exp(c?) — 1) exp (2u + 0?) eftersom

E(h(X)) = /OOO mg(m;WeXP( (lnx_ da:_/ y—lnx/
- /OO il exp (—(y;—“)> dx
oo OV 2T o2

o0 Y — )2 -y —
E(X):/ ‘ exp —M de = ua_y s
o OV 2T 20 dy = o du

o0 ghto?/2 (u—o)? p o2
I

E(X?) = exp (2u + 20%) .

sa

och pa samma sétt blir

vilket ger
V(X)=E(X?) - E(X)* = (exp(0®) — 1) exp (2u + 07) .

<>

e

Sats. Om X ~ Lognormal(y,o?) sa ér In X ~ N(u,o?).

Bevis. Lat X vara lognormalfordelad och lat Y = In X. Eftersom exp &r stringt vixande géller
att
Fe(y) = P(Y < y) = P(n X < y) = P(X < &)

vilket medfor att

Frl®) = L F(y) = fr(en)er = —< m%lgil%

dy evo/ 2 202
_ 1 (y — 1)’
=~ P (— 5 :
Saledes dr Y =In X ~ N(u,c?). O

Vi léser nu problemet i (1) med linjar regression genom att logaritmera sambandet:
IHYj =1Ina+ bZL’j —i—lnEj = ﬁo + 61(13]‘ + €5,

dir €; ~ N(0,0?) dr oberoende. Sen anvéinder vi tekniker vi tagit fram!

7 Val av modell

Sa lat oss sédga att vi har en méngd méatdata i form av y-viarden for en méngd olika varden pa
variabler 1, xs, ..., x;. Hur ska vi véilja modell? Tillfor alla variabler nagot anvéndbart? Hur
jamfor vi tva olika modeller? Fragorna hopar sig.

Vad man alltid kan gora dr att studera skattningen fér 0. Denna skattning kommer i allménhet
fran residualerna och idealiskt skulle dessa i princip vara lika med noll (perfekt 16sning). Ett
mindre viirde pa s? innebér alltsa att modellen forklarar lite mer. Nu kan tilliggas att om man
ligger till variabler kommer alltid s? att bli mindre (varfor?), sa vi behover avgéra om skillnaden
ar signifikant.



(i) Val av variabler. Vilka har vi tillgang till? Vilka kan vi utesluta pa grunden att de inte
bor inga i modellen? Ar vissa variabler véldigt starkt korrelerade (i sa fall kan det vara
béttre att bara ta med en)?

(ii) Ar sambandet linjsrt? Kan det genom nagon limplig transformation skrivas som ett linjéirt
problem? Om det inte gar kommer linjér regression fungera daligt.

(iii) Vid flera mojliga modellval, hur testar vi om skillnaden mellan modellerna &r signifikant?
Vi vill inte ta med variabler i onddan.

Vi borjar med att diskutera begreppet inkapslade modeller (eller néstlade). Modeller dér
vi 1 nagon mening kan séga den ena &r en del av den andra.
8 Inkapslade modeller

Om vi har tva modeller att vilja mellan med syntesmatriserna X; respektive Xs. Vi later H;
och H, vara respektive hattmatriser, sa blir

Hy = X (X{ X)) 7' X] och Hy = Xo(X] X5) X7

Vi later B8 € RM™! respektive 8 € R**! for de olika modellerna. Dimensionerna for X; och X,
ar n x (k; + 1) respektive n x (ko + 1).

Inkapslade modeller
Definition. Vi kallar modell 1 fér inkapslad i modell 2 om

Vi={X18:8cR"} c{X,8:8cR""} =1,

Definitionen é&r lite abstrakt, men vad som séges dr att kolonnrummet som spanns upp av X;
ska vara ett underrum till kolonnrummet som spénns upp av X,. Exempelvis giller det att
modellen

y=0o+ b1+ -+ BT + €

ar inkapslad i modellen

y=Bo+ B+ By + Brp1Trer + 0+ BrgpThgp + €.

Detta foljer eftersom de forsta k£ + 1 kolonnerna i X; och X5 &r identiska. Detta &r i huvudsak
vad vi ska anvinda inkapslade modeller till: att underscka om det blir signifikant béttre av att
lagga till forklaringsvariabler (alternativ att det inte skadar att ta bort forklaringsvariabler).

B

Sats. Om V; C Vj; giller att

H1H2:H2H1:H1 och (I—Hl)(I—HQ):<I—H2)(I—H1) :I—HQ

Vidare géller att Hy, — H; &r en projektionsmatris med rank(H, — Hy) = rank(Hy) —rank(H;)

J




Bevis. Eftersom
HiyeViCcly

for alla y foljer det att HyHiy = Hyy. Eftersom H; och H, dr symmetriska sa medfoljer dven
att HiHy = H;.
For den andra likheten noterar vi att V; C V5 implicerar att ortogonalkomplementen uppfyl-
ler V5 C V. Saledes blir

(I-Hy)yeV; CVyp

och
(I — Hy)(I — Hy)y = (I — Hy)y.

Analogt med ovan foljer dven att (I — Hy)(I — Hy) = I — Hy. Det faktum att Hy — H; &r en
projektionsmatris féljer av att den uppenbarligen ar symmetrisk och

(HQ —H1)2 == H22 — HQHl — H1H2 +H12 == H2 — 2H1 +H1 == H2 — H1~
Saledes ar samtliga egenvirden 0 eller 1 och
rank(Hy — Hy) = tr(Hy — Hy) = tr(Hs) — tr(H;) = rank(Hs) — rank(H;).

Den sista likheten pa grund av att H; och Hs ocksa ar projektionsmatriser. O
Vi kan nu formulera (och bevisa) en variant pa regressionsanalysens 2:a huvudsats. Den gar att
formulera mer generellt, men detta ar mer &n tillrdckligt for vara dandamal.

@ Regressionsanalysens 2:a huvudsats

Sats. Lat H; och Hs ha rang k; + 1 respektive ks + 1. Om Vi C V; sa giller att:
(i) SS](EZ) och SS](EI) — SS](;) ar oberoende;

. Ss?
(ii) 0—5 ~x*(n — ky — 1);

Ssy) — Sy
(iii) samt om E(Y) = p1 = X181 sa ar % ~ x2(ky — k1).

Bevis. Vi ser att
SSP = YT(I — Hy)Y

och

SSy) =SS =Y (I — Hy — (I — Ho))Y = Y"(H, — H)Y.
Eftersom

(I — Hy)(Hy — H)) = Hy— Hy — Hy + HyH, = —H, + H, =0

sa kommer (I — Hy)Y och (Hy — H,)Y att vara okorrelerade och normalférdelade. Saledes &r
dessa variabler oberoende vilket medfér punkt (i). Punkt (ii) dr identisk med resultatet fran
regressionsanalysens forsta huvudsats (se forra foreldsningen). Den sista punkten foljer av ett
liknande argument som pa forra foreldsningen. Forst, eftersom V; C Vs, sa finns ett o € RF2H!
sa att Xoax = X13;. Detta medfor att

(Hy — H)) X161 = HoXoa — X181 = Xoa — X181 = X181 — X181 =0,
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sa E((Hy — H,)Y) = 0. Dérav foljer det att
sst) — ss%) — e(H, — Hy)eT

Eftersom H, — H; #r en projektionsmatris med rang ky — k; och € ~ N(0,0%I) finns en ON-
matris C' sa att med e = C'Z blir
ko —k1

€(Hy— H)e' = Y 77,
j=1

dir Z; ~ N(0,0?) &r oberoende. Alltsa stimmer fordelningen i punkt (iii) eftersom kvadrat-
summan av oberoende N (0, 1)-variabler blir y*-férdelad med frihetsgraden lika med antalet
termer. 0

Anmirkning. Om vi inte skulle anta att E(Y') = p; sa skulle vi fortfarande erhalla en x*-
fordelningen, men den blir inte centrerad. Overkurs.

:@’.

Vi har tva modeller:

Exempel

y=PBo+ bix1+ -+ BpTr + €

och
y=Bo+ Bixy+ -+ BrTk + Brr1Try1 + -+ BrgpThip T €

Hur kan man testa om 11 = Bpp2 = -+ = Prtp = 0 (dvs om de tillférda variablerna hjélper
pa en signifikant niva)?

Losning. Enligt foregaende diskussion ar modell 1 inkapslad i modell 2. Lat nollhypotesen ges
av

Ho : Bry1 = Brr2 =+ = Brp = 0,
med mothypotesen
H,y :nagot 8, j =k+1,k+2,...,k+p, & inte = 0.
Om Hj ér sann sa giller att Y ~ N(X;3y,0%]), sa satsen ovan medfor direkt att
(88 =SS/
Ssg)/(n —k—p—1)

eftersom det #r en kvot av oberoende y2-férdelade variabler. Om Hj inte ér sann kommer det
att gora att W tenderar att bli stor, sa vart kritiska omrade kommer ges av C' =|c, oo| for
nagot ¢ > 0.

~ F(p,n—k—p—1) om Hy dr sann

Rimliga utfall C
om Hj giller.

<
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9 Stegvis regression

En tdnkbar 16sning pa problemet att hitta en modell som tar med precis de variabler som &r
signifikanta &dr givetvis att helt enkelt testa alla kombinationer. Med k& mojliga forklaringsva-
riabler ger det 2 olika modeller. Vi kan utféra regression for var och en och sedan undersoka
vilka variabler som forefaller vara relevanta. Otympligt? Jo, kanske det Sa en annan variant &r
att lagga till en variabel i taget till vi inte ser nagon signifikant skillnad léngre nér vi ligger till
fler variabler. Sa hur borjar vi?

Den béasta forklaringsvariabeln ar alltid den som é&r starkast korrelerade med y. Detta feno-
men foljer av exemplet fran forra foreldsningen angaende enkel linjar regression déar vi visade

att SSg = (1 —1r?) Z(yj —7)?. Diaremot kan vi inte direkt se vilken den nist bésta dr utan att
j=1
utfora en regression. Sa processen kommer att se ut enligt foljande.

(i) Jamfér korrelationen mellan y och de olika z-kolonnerna i X och vilj den dér r? &r storst
som forsta forklaringsvariabel.

(ii) Testa och ldgg till var och en av resterande variabler en i taget och berdkna SSg for varje
modell. Vilj den variabel som minimerar SSg. Detta &r den nésta basta forklaringsvaria-
beln. Lagg till den.

(iii) Testa den nya modellen genom att endera gora ett F-test for att se om den &r signifi-
kant béattre eller gor ett t-test for att se om hypotesen Hy : 5; = 0 for den tillagda g;
kan forkastas. Om variabeln inte tillfér nagot &r vi fardiga. Annars ldgg till variabeln i
modellen.

(iv) Upprepa steg 2 tills dess att vi inte far nagon signifikant skillnad nér vi lagger till en ny
variabel.

Vi kan endast hitta den bésta forklaringsvariabeln genom att studera korrelation mellan y
och de olika z;-variablerna. Eventuell 6vrig information fran exempelvis kovariansmatrisen
ger inte nodvéandigvis nagon information om vad som blir bdst ndr man vil tagit med den
bésta variabeln. Ny analys krévs efter regressionssteget!

10 Kategorier och "dummy”-variabler

Ibland har man data som &r beroende av nagon storhet som &r binér (eller atminstone har
diskreta nivaer). Till exempel skulle det kunna handla om en modell for atgang av forbruk-
ningsvaror hos ett café vid stranden. Beroende pa om det dr sommar eller vinter kanske saker
och ting ser helt annorlunda ut. Vi kan da ldgga till en variabel i modellen som har véirdet 1 vid
sommar och 0 nar det ar vinter. Pa det sdttet kan vi ta med all data i en och samma modell.

11 Problem och fallgropar

Det finns en uppsjo med problem forknippade med regression.
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11.1 Stark korrelation

Om tva variabler &r starkt korrelerade innebér det att matrisen X néstan blir singulédr (den
blir daligt konditionerad), vilket stéller till det rent numeriskt da avrundningsfel och dylikt
nu kan férdndra svar drastiskt. Systemet blir helt enkelt véldigt storningskénsligt.

Man brukar undvika starkt korrelerade variabler.

Ett specialfall &r nir matrisen X7 X inte dr inverterbar. Da behéver nagon/nagra variabler tas
bort.

11.2 Extrapolation

Nir vi har vara uppmitta data sa far vi direkt ett riatblock i R¥ dér
vy <z <z, i=12,... k.

Talen x5 #r helt enkelt max och min vid métningen for den uppmétta variabeln ;. Mellan dessa
granser undersoker vi en linjar regressionsmodell. Denna modell bor inte okvalificerat anvéindas
for att uttala sig (prediktera) nagot utanfor ratblocket.

11.3 Residualfordelning

Se till att gora nagra undersokningar om residualerna. Om de uppvisar ett monster ar det
ett tecken pa att felen inte uppfyller de krav vi stillt. Om inte felen dr normalférdelade (med
samma varians) sa leder detta till att samtliga tester (F-test, varianstest, test for §; = 0 etc)
inte ar tillforlitliga.
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