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1 Rymdfarjan

Den 20 januari 1986 startade rymdférjan Challenger sin 25:e flygning i Natio-
nal Aeronautics and Space Administration (NASA:s) rymdprogram. Mind-
re 4n tva minuter efter start exploderade rymdfarkosten, och alla ombord
dodades. President Reagan tillsatte en kommission ledd av f.d. utrikesmi-
nister William Rogers (kallad Rogerskommissionen), dér flera framstaende
forskare och dven nagra astronauter ingick. Den nu avlidne fysikern Richard
Feynman spelade en viktig roll i arbetet. Kommissionen studerade olyckan
och de héndelser som ledde fram till den 6desdigra starten, faststéillde orsa-
ken till olyckan och skrev en tva volymer lang “Report of the Presidential
Commission on the Space Shuttle Challenger Accident” (1986).

Forst litet bakgrundsinformation: en rymdfirja anvinder tva“booster”-
raketer, som hjilper till att lyfta den till sin omloppsbana. Varje “booster”-
raket bestar av flera delar, vars skarvar &r tdtade med o-ringar av gummi,
vilka &r utformade for att forhindra utslapp av heta gaser som produceras
genom forbranning. Varje “booster” innehaller tre priméra o-ringar (totalt
sex per farkost). I de tidigare 23 flygningar for vilka det fanns uppgifter
(data for en flygning forlorades till sjoss) hade man undersokt o-ringarna
for skador.

Temperaturprognosen pa dagen for Challengers 25:e flygning var 31 F.
Den kallaste tidigare flygningen skedde vid 53 F. O-ringarnas kénslighet for
temperaturen var vialkind. En varm o-ring aterfar snabbt sin form efter att
en kompression upphor, men inte en kall. Oférmagan hos en o-ring att aterfa
sin form kunde leda till att skarvarna inte var téta, vilket kunde resultera i
en gasldcka. Det var forbrianningen av denna ldckande gas som gav upphov
till Challengerexplosionen.

Richard Feynman demonstrerade pa ett dramatiskt sétt o-ringarnas svag-
het vid Rogerskommissionens hearing. Under en lunchrast gick Feynman ut



i Washington DC och kdpte nagra o-ringar. Efter lunch tog han ett glas
isvatten som han doppade o-ringarna i. Nar han tog upp dem hade de syn-
barligen mycket litet elasticitet kvar. Explosionen hade intriffat pa grund
av de daliga materialegenskaperna hos o-ringar vid lag temperatur. Kunde
detta ha forutsetts?

Det diskuterades en hel del bland ingenjorerna strax fore start om flyg-
ningen skulle genomftras som planerat eller inte. Inga statistiker var nérva-
rande vid diskussionerna. Foljande argument framférdes (nagot forenklat):
vid sju tidigare flygningar hade atminstone en o-ring skadats. Tabellen ne-
dan ger, for dessa flygningar, temperaturen vid start och antalet o-ringar
som skadats under flygningen. p dr en skattning av sannolikheten, kallad p,
att en o-ring ska skadas under en flygning. Néarmare bestdmt ar p andelen
av o-ringarna som skadats under flygningen:

Temperatur | Antal skadade o-ringar | p
53 F 2 .333
57 F 1 167
58 F 1 167
63 F 1 167
0F 1 167
70 F 1 167
B F 2 .333

Resultaten i tabellen visar inte pa nagon uppenbar relation mellan tempe-
raturen och sannolikheten for skador. Fler skador intriffade vid bade lagre
och hogre temperaturer. Det ser ut som om det faktum att det var en kall
dag inte innebar att flygningen borde ha instéllts.

Tyvérr omfattade diskussionen inte alla flygningar: sadana dér inga ska-
dor hade intriffat inkluderades inte. Hela dataméngden fran alla 23 tidigare
flygningar, ordnade efter temperatur, var foljande.
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Plotta antalet skadade ringar mot temperaturen och tdnk 6ver resultatet.
Verkar det rimligt att rekommendera att flyga med rymdskytteln vid en
temperatur pa 31 F?

Det verkar finnas flera problem. For det forsta, &ven om skattningarna
av p ar korrekta for de olika temperaturerna, ser man nar man inkluderar



alla flygningar att fler ringar skadats vid laga temperaturer. For det andra:
har man verkligen tillriickligt ménga observationer fér att kunna skatta p
for varje enskild temperatur, med tillrackligt god precision?

Som ett resultat av undersokningarna var en av rekommendationerna i
Rogerskommissionens rapport att statistiker ska inga i markkontrollteamet
vid alla flygningar.

2 Tva problem med betingade sannolikheter

2.1 Téavlingsprogrammet

Programledaren visar dig tre stingda dorrar. Bakom en dorr finns ett virde-
fullt pris; bakom de andra tva finns det ingenting. Du ombeds att vilja en
doérr (UTAN att 6ppna den). Nir du har gjort ditt val, 6ppnar program-
ledaren en av de andra tva dorrarna (som INTE innehaller priset). Sedan
fragar han dig om du vill byta den dorr du forst valde mot den aterstaende
dorren som inte har 6ppnats. Det som finns bakom den dorr du till slut har
valt vinner du. Vilken &r den bésta strategin for att vinna priset?

2.2  Familjen

Du gar forbi ett hus som tillhér en familj dir du vet att det finns tva
barn. Pa verandan ser du en liten flicka. Givet denna observation, vad &r
sannolikheten att det andra barnet i familjen &r en pojke? Blir svaret ett
annat om du istéllet for att fa se ett av barnen med egna 6gon, far hora av
en helt sanningsenlig vin att minst ett av familjens barn ar en flicka?

3 Alohaprotokollet

Protokollet kallas sa, eftersom det forst anvindes vid University of Ha-
waii. En server hanterar en ko av meddelanden som vintar pa att skic-
kas. Nya meddelanden anlénder till servern i borjan av varje tidsenhet. Vid
slutet av tidsenheten forsoker servern att sdnda vart och ett av de nyligen
anlinda meddelandena, och samtidigt forsoker den att séinda vart och ett
av meddelandena i kon med sannolikhet p, oberoende av varandra. Om ser-
vern forsoker skicka ezakt ett meddelande, sa lyckas séindningen. Om servern
forsoker att skicka tva eller flera meddelanden samtidigt, anses en kollision
intriaffa och ingen av sédndningarna &r framgangsrik. Meddelanden for vilka
sindningsforsoket misslyckas placeras i kon.



Antag att antingen 0, 1 eller 2 meddelanden anlédnder vid bérjan av en
tidsenhet, med sannolikheterna ag, a; eller as respektive, dar ag+ai1+ao = 1.
Man kan visa att om ag > 0, kommer med sannolikhet 1 endast ett d&ndligt
antal meddelanden nagonsin att ldmna servern. D.v.s, med sannolikhet 1
kommer en o#ndlig ko att uppsta.

Uppgiften &r att simulera detta protokoll med hjélp av MATLAB och vi-
sa hur kon utvecklas. Kan du foresla en &ndring av protokollet som forhindrar
att en odndlig ko byggs upp?

4 Arméers slagstyrka

Lanchesters kvadratlag siger att den effektiva slagstyrkan hos en armé &r
proportionell mot kvadraten pa antalet individuella stridsenheter. Lagen
publicerades av F. W. Lanchester i artikeln “The Concentration Principle” i
tidskriften Engineering ar 1914. Ett sétt att forsta lagen dr genom foljande
deterministiska modell av en strid mellan en GRON armé och en VIT armé:

Vid varje tidpunkt ¢ under slaget betecknas antalet 6verlevande GRONA
stridsenheter med g¢(¢) och antalet 6verlevande VITA stridsenheter med
w(t); g(0) och w(0) dr begynnelsevirdena. Antag att, vid tidpunkten ¢, de
GRONA enheterna utraderas med intensiteten pw(t) per tidsenhet, medan
de VITA enheterna utraderas med intensiteten vyg(t). Detta innebér att

Do) = —pult)y, Tw(t) = (1)

Multiplicering a bada sidor av den forsta ekvationen med vg(t) och bada
sidor av den andra med pw(t) ger:

19(0) 59(6) = ~ypa(tu(t) = pu(t) (@)
sa att p p
- (" (1) = = (pw*(#)),

vilket innebir att storheten vg?(t) — pw?(t) &r konstant under hela stri-
den. Speciellt, om v = p, kommer striden att avslutas med |g%(0) — w?(0)|
overlevande stridsenheter, alla tillhorande den armé som ursprungligen var
starkast.

I en verklig drabbning kommer naturligtvis héndelseférloppet att i hog
grad bero av slumpmaéssiga faktorer, som inte beaktats i den deterministiska
modellen. For att studera hur slumpméssiga faktorer paverkar utgangen, ska
vi simulera foljande probabilistiska modell av ett slag:



Lat den GRONA armén ha initialt N enheter, och den VITA armén M
enheter. Simulera foljande algoritm och se vem som vinner och hur manga
stridsenheter som blir kvar.

1. Antag att den GRONA armén har n enheter och den VITA armén har
m enheter. Lat X ~ Bin(n,1—(1-2)") och Y ~ Bin(m, 1—(1-22)").
Har ar p; sannolikheten att en VIT stridsenhet kommer att tréiffa (och
utradera) den stridsenhet pa den andra sidan som den siktar pa under
en viss omgang av slaget, och ps dr motsvarande traffsannolikhet for
en GRON stridsenhet.

2. Lat n:=n — X och m :=m — Y och ga tillbaka till 1.

Hur méanga omgangar kriavs for att avsluta slaget? Ser det ut som om Lan-
chesters kvadratlag géller? Vilken &dr logiken bakom den foreslagna modellen?
Kan du konstruera och simulera en mer realistisk modell?

5 En populationsmodell

En enkel populationsmodell dr den sa kallade Galton-Watson-processen. An-
tag att varje individ i en population har k£ barn (dar £ = 0,1,2,...) med
sannolikhet py, oberoende av alla andra. Lat dessutom Y ;< kpr = p (med
andra ord, det forvintade antalet barn for varje individ &r w). Lat Z,, be-
teckna antalet individer i generation n. Antag att Zy = 1, d.v.s., hela popu-
lationen harstammar fran en enda “anfader”. Kan du foresla nagra verkliga
fenomen for vilka detta skulle vara en realistisk modell?

Det verkar rimligt att om p < 1, sa géller att Z,, — 0 da n — oo, med
sannolikhet 1 (med andra ord, populationen dor sa smaningom ut). Det &r
mindre klart vad som kommer att hiinda om p > 1. Anvind MATLAB (eller
nagot annat programmeringsverktyg) for att undersoka dessa fragor.

Kan du kanske bevisa att P(Z, >¢) — 0 da n — oo for varje € > 0, om
p < 17 (Det &r inte alldeles l4tt. Visa forst att foljande samband giller, for

varjen =1,2,3,...
Zn—l

Zp = Z gi)
=1

dér &; dr antalet barn till den i:te individen i generation n — 1. Visa sedan
med hjilp av detta samband och betingning att E(Z,) = u". Anvind till
slut Markovs olikhet for att hitta en 6vre begrénsning till P(Z, > ¢).)



