TANA23 Forelédsning 4 Interpolation

' Antag att vi har en tabell
Interpolation

‘ X ‘xl X2 ... Xn+1‘
|

fO A A 0 furr ]

Interpolationsproblemet. Introduktion.

® Polynominterpolation. Felanalys. Runges fenomen.

Hur skall vi katt fo <x< ?
® [agrange’s Interpolations metod. Generalisering till 2D. ur skall vi uppskatta f(x) for xi < x < i

Tillimpning - Effektiv 16sning av icke-linjdra ekvationer. Kommentar Detta kallas interpolationsproblemet och kan

generaliseras till bade 2D och 3D.
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Néarmstagranne interpolation

Losning Ndarmstagranne interpolation innebér att man approximerar
Exempel Vid gjutning av stal dr det vildigt viktigt att smiltan héller f(x) = f(x;), dér x; dr det vérde i tabellen som ligger nirmast x.
ritt temperatur. For att kunna ta hand om produktionsstérningar later
vi smiltan vara 50 °C varmare &n nddvéndigt och later skidnken svalna

lite innan gjutning. Svalningstiden viljs ut med hjélp av en tabell. Lemma Trunkeringsfelet vid nirmaste granne

interpolation satisfierar

f(x) = f(xi)| < Ch,

Antag att vi har en tabellen

| t[min] | 1 2 3 ... 29 30 |
| AT[C]| -25 —43 —62 ... —573 —589]

ddr C idr en konstant och h = max(x;1 — x;) dr
stegldngden.

Hur ldnge skall vi lata skidnken svalna om stalsmiltan ligger 34.3°C
over onskad temperatur? Kommentar Bevisa med hjilp av medelvirdessatsen eller
felfortplantningsfomeln. Antar att f(x) dr deriverbar.

Den absolut vanligaste interpolationsmetoden. Enkel och oftast
tillrdckligt noggrann om tabellen ir bra nog.
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Polynominterpolation

Definition Ett polynom p(x) interpolerar en funktion f (x)
i punkterna xj, xp,. .., X4, OM

p(xi) =f(x;), i=1,2,....n+1.

Fragor Polynomets gradtal? Hur skall polynomet beriknas?
Feluppskattning?
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Lemma Lat funktionsvirden f; och f; ha fel |Af;| < e.
Vid linjdir interpolation fas da ett fel

|RXF‘ S €s

Bevis Eftersom vi har en explicit formel for fallet med linjér
interpolation kan vi anvinda felfortplantningsformeln.
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h

X1 X2

Sats Det forstagrads polynom p; (x) som interpolerar tvd
punkter (x1,f1) och (x1,f2) ges av

X — X
pi(x) =f + ; !

(2 = fi)-

X2 — X1
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Lemma (Rolle) Lat f(x) vara deriverbar pa [a, b] och
antag f(a) = f(b). Da finns ett { € (a, b) dir f/(§) = 0.

Sats Lat p; (x) vara det linjdra polynom som interpolerar
f(x) i punkterna x; och x,. Da giller

/!
Rr =f(x) —p1(x)= #(x—xl)(x—xz), dér x; <& <x;.
Elice IRy| < CR2, diir h=x3 — x1.

Bygger pa att funktionen f(x) har tva kontinuerliga derivator. Maste
kunna uppskatta " (x).
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Polynom Interpolation Newton’s Interpolationspolynom

Sats Givet n-+ 1 punkter (x;, ;) finns ett unikf polynom Hitta ett polynom p, (x) som interpolerar vérdena i tabellen

pn(x), av grad n, som interpolerar de givna punkterna, dvs
pn(xi) =fi, i=1,2,...,n+1. ‘ X ‘xl X2 ... Xppd ‘
SO A A o fan ]

Sats Lét p,,(x) vara det polynom av grad n som Definition Ansatsen

interpolerar f(x) i punkterna x1,x;, . . ., X,11. Da giller
P i) e =2 il & pn(x) = cotcer(x—x1)+ealx—x)(x—x)+...

:f(nH)(f(x)) +en(x —x1) .o (x — xp),

f(x) = pa(x) n+1)! (r=2x1) -+ (= Xng1)-

kallas Newton’s interpolationspolynom.

Funktionen f(x) maste ha tillrickligt manga kontinuerliga derivator.
Hur skall rikningarna organiseras?

Kommentar Syftet med ansatsen &r att den leder till enkla rakningar.
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Exempel Lat
I praktiken kinner vi inte f("+1) (¢). Istillet viljer vi en extra punkt

(Xn+2,/n+2) och berdknar ett nytt interpolerande polynom p,, 41 (x). fx) = e ™% cos(x/7) + (x — 0.1)%/2,

och antag att vi har foljande tabell med korrekt avrundade

. : _ _ funkti drden:
Trunkeringsfelet vid polynominterpolation uppskattas Hitionsvarcen

RT(X) ~ ,,+1(x) — P,,(x).

[ x [ 00 05 0.7 |
[ f(x) [ 1.005 0.857 0.881 |

Kommentar Betyder att Ry (x;) =0, fori =1,2,...,n+ 1.
Antagande att felet minskar da n okar. Anvinds Newtons
interpolationsformel ir det létt att genomféra ridkningarna.

Anvind dessa tabellvirden for att uppskatta f(x) for x = 0.35 genom
linjdr interpolation. Gor dven en feluppskattning.

Vad hinder om vi vill anvinda kvadratisk interpolation?
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Hitta polynom p; (x) och p,(x) med hjélp av numpy/polyfit.

Vinster p; (x), p2(x) och f(x). Hoger Felet |[f(x) — p1(x)| och
Ry =~ |pa(x) — p1(x)|. Hér 4r |R7| < 0.038.

For kvadratisk interpolation behdvs 3 punkter for p;(x) och en
ytterligare punkt for att uppskatta Ry.

Vinster: p,(x), p3(x) ochf(x). Hoger: Felet |f(x) — p2(x)| och
Ry ~ |p3(x) — pa(x)|. Har ér |[Ry| < 1.2- 1074,

Vad hénder om vi okar polynomets gradtal ytterligare?
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Runge’s fenomen

Polynom av gradtal n = 4, 6, och 10 som interpolerar

) = 1/(1+22).

Felet vixer da polynomets gradtal okar. Anvind endast interpolerande
polynom av ldgt gradtal!
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Lagrange’s interpolationspolynom

Definition Lat x;, j = 1, ..., n vara distinkta punkter.

Polynomen X — X
bi(x) = Typei— .
L

J

Egenskaper Det giller att £;(x;) = 1 och £;(x;) = 0 om i #j.
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Lemma Det unika polynom av grad n — 1 som
interpolerar f(x) i punkterna x;, i = 1,2, ..., n kan skrivas

p(x) = > flx)b(x).
i=1

Exempel Hitta det unika polynom som interpolerar tabellen

x| 030 045 053 0.67
fi]123 131 135 142
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Lemma Lat p(x) vara ett interpolerande polynom, av grad
n — 1. Om approximativa funktionsvirden f; anvants
géller att

Ap@) < S 1@IAf,
i=1

dir ¢;(x) dr Lagrange bas polynom.

Exempel Lit p(x) vara det polynom som interpolerar tabellen

x [ 030 045 053 0.67
fi|123 131 135 142

Uppskatta det maximala fel som orsakas av att f; dr korrekt avrundade.
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Resultat Lagrange bas polynom av grad n = 3. Trunkeringsfelet dr
O(h*).

Fraga Kan vi generalisera till 2D? Fel i funktionsvirden?
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0.08

ot
al; 0.4 0.5 0.6 0.7

Felet |Ryr| som orsakas av att |Af;| < 0.5 - 1072, Felet ir exakt |Afj|
vid interpolationspunkterna.
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Exempel Antag att vi har m = 6 punkter (x;,y;) och vill hitta ett
interpolerande polynom u;(x, y).

Introducera basfunktioner ¢; sadana att ¢;(x;,y;) = 1 om i = j och noll
annars. Det interpolerande polynomet blir

ur(x) = Z u(x;, x;)4i(x).

i=1

Tva basfunktioner ¢, (x,y) och ¢3(x,y). Viharm = 6
interpolationspunkter och termer 1, x, y, xy, x*, y°.
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Tillampning - Ekvationslosning

Problem Hitta en rot x* till ekvationen f(x) = 0. Vi vill ha kvadratisk
konvergens men inte beriikna f’. Vi beriknar x,, | genom att hitta ett
kvadratiskt polynom som interpolerar

IENEEEEEE

f(x) | fn—2 fn—l fn |

Det interpolerande polynomet u;(x,y) och felet |u; — u|, ddr

u =3+ x,/y + cos(2x)y*, och m = 6 punkter anvénts.

berikna de tva rotterna, x7, i = 1,2, till p(x). Vilj x,,4; som den rot
med minst funktionsvirde f(x}).

Kommentar Enkel och flexibel metod. Ett andragradspolynom i 2D
dr unikt bestdmt av m = 6 punkter? Vad géller for ett
tredjegradspolynom?

Kommentar funktionen polyint, polyval och roots fran
numpy kan anvéndas.

21 februari 2024 Sida 23/27 21 februari 2024 Sida 24/27




Exempel Los f(x) = cos(x/2) + e /> — x/2 — 4x* = 0 med hjilp av

kvadratisk interpolation.

Kommentar Ser ut som kvadratisk konvergens. Hur skall vi undvika

tva funktionsberdkningar?

Metod Lét y; = f(x;) och x; = f~!(y;). Hitta ett kvadratiskt polynom
som interpolerar

| k | Xk f(xk) | | Y | Jo2  Ja—1 Jn |
00 2.00- 100 (FT0) 2 %1 x|
1)1 —2.80 - 10°
2102 —1.58 - 10! B
3 | 0.61749871787530 | 2.57 - 1073 Valj xui1 = p(0)
. 10-6
g ggi;gjggg?ggg?i _2129(; 11%_12 Kommentar En funktionsberédkning i varje steg. Interpolationssteget
6 0.61794377127579 4 44 1016 fungerar ej alltid. Kallas Inverse Quadratic Interpolation och &r en av
. : standard metoderna for att 16sa ekvationer.

Kombineras ofta med nagon typ av metod for att halla reda pa ett
intervall dir roten sdkert finns for att garantera konvergens.
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Exempel Lés f(x) = cos(x/2) +e™/> — x/2 — 4x> = 0 med Inverse
quadratic interpolation

e | Sl |
0/0 2.00 - 10°
11 —2.80 - 10°
212 —1.58- 10!
3 | 0.45769147717309 | 8.20-107!
4 | 0.59042717372728 | 1.56-10~!
5 0.62070311273328 | —1.60- 1072
6 | 0.61795896942350 | —8.77 - 107
7 | 0.61794377007804 | 6.91-10°
8 | 0.61794377127579 | 2.37-10"16

Mycket snabb konvergens!

21 februari 2024 Sida 27/27



