Forelasning 6 Numerisk Integration

Exempel Vissa funktioner som f(x) = e har ingen primitiv

Integration funktion. Vi vill trots det berdkna

® Trapetsmetoden. Feluppskattning. = / ! =% dx

e Simpsonsformel, Gausskvadratur. -1

Finns det en primitiv funktion kan den ofta vara olamplig att anvinda.
Extrapolation Vi vet att
1000
e Uppskattning av trunkeringsfel. 1= / T 5dx = arctan(1000) — arctan(999),
999 X

® Adaptiva metoder.
men fér dilig noggranhet pa grund av kancellation.
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Numerisk metod Approximera f(x) med en styckvis linjir funktion

Exempel Vi vill beriikna en integral

f(x2)
1
1= x)dx,
/x:Of( ) / f(x3)

) o flx)

dér en tabell med funktionsvérden ér tillginglig

x 10.00 020 040 0.60 1.00
fx) [ 1.31 193 1.82 1.56 0.87 X1 x X3
Vi far
Hur skall vi gora?
IzT=h<@+f(X2)+@>, h=x; —xi.

Detta kallas trapetsmetoden. Vilka felkillor finns?
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Resultatet blir

1.31 0.87

I~T=02 (T +1.93+1.82+1.56 + T) =1.28 ~ 1.3.

Foljande felkillor kan indentifieras

¢ Funktionen f(x) approximeras med rita linjer. Detta ger ett
trunkeringsfel,
[Rr(h)| = |I = T(h)|.
Felet beror pa bade f(x) och steglidngden h.
® Fel i anvinda funktionsvirden{f (x;)} ger ett fel Ryp.

® Slutavrundning av svaret ger Rp.

Hur skall alla dessa fel uppskattas?
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Exempel Antag att vi han berikna en funktion med ett absolut fel
|Af| < e. Hur stort fel orsakar detta da integralen beriknas med
trapetsmetoden?
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Trapetsmetoden

Definition Lata = xg < x; < --- < x, = b vara
ekvidistanta punkter. Med Trapetsmetoden approximerar
vi

b
/ f)dx = T(#),

dir h = x; — x¢ dr stegldngden och

T(h)=h (@ +f )+ (1) -l-f(;n)) :

Kommentar Kriver att funktionen dr integrerbar och dessutom
begrinsad. Mindre h bor ge noggrannare approximation.
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Sats Antag att f(x) dr kontinuerlig pd intervallet [a, b] och
att approximationen f(x) ~ f(x) har ett absolut fel hogst
. Da giller att

|Rxr| <

/a ‘ F(x)dx — / bf(x)dx‘ < (b - a)e.

Kommentar Integralens viérde dr inte sirskilt kénsligt med avseende
pa fel i funktionen f(x). Vad hénder om vi istéllet kiinner f(x) med ett
litet relativt fel?
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Vi kommer att behova medelviirdessatsen for integraler.

Sats Antag att f(x) och g(x) dr kontinuerliga pa intervallet
[a, b] samt att g(x) > 0. Da finns ett a < £ < b sadant att

b b
[ foswas=sie) [ gtrjax.
a a
Vi behover dven satsen om mellanliggande virde.

Sats Om f (x) dr kontinuerlig pa intervallet [a, b] och
c € [f(a),f(b)] da finns det ett x € [a, b] sadant att

flx)=c.
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Exempel Berikna

L
I:/ 5 dx,
0 l—l-x

med hjilp av Trapetsmetoden.

L n | T [IT(h) —F]]
1.000 | 0.750000 | 3.5- 102
0.500 | 0.775000 | 1.0- 1072
0.250 | 0.782794 | 2.6- 1073
0.125 | 0.784747 | 6.5-10~*

Vi ser tydligt att felet beter sig som Ry ~ Ch?.

Hur skall trunkeringsfelet uppskattas?

Sats Trapetsmetoden beriknar en approximation 7'(h)
sadan att

b
1= [ 1) =7 + R,

b—
Rr(h) = ===1’f"(n),

for nagot a < n < b.

Det giller alltsa att trunkeringsfelet da en integral approximeras med
Trapetsmetoden uppfyller

R = |T(h) — 1| = CK,

dir h dr steglangden.
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Simpsonsformel

Definition Lat x;, x, och x3 vara tre ekvidistanta
gridpunkter. Simpsons formel approximerar

1= [ £09) = 3r0) +47) +2) + R
dar h = xp — x1, och
Rr(h) = CI.

Hirleds genom interpolation med andragradspolynom. Trunkeringsfel
O(h’) pa varje delintervall [x;, x4 2] ger globalt trunkeringsfel O(h).

Kriver att f*) (x) ir kontinuerlig.
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Extrapolation

Definition En numerisk metod beriknar ett virde F(h),
dér h &r en diskretiseringsparameter.

Definition Den numeriska metoden dr konvergent om
F(h) — Fy,da h — 0, dér F dr det exakta vérdet.

Alltsa, en metod &r konvergent om trunkeringsfelet Rr — 0da h — 0.

Lemma Om f(x) dr kontinuerlig pa [a, b] sé ér
Trapetsmetoden konvergent.
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Sats Antag att
F(h) = Fo + chP + O,
Trunkeringsfelet i approximationen F (k) kan uppskattas,

[Fgh) — F(B)]

|Rr(hy)| = |F(hy) — Fo| = ci P = ——

dir g > 1 &r ett heltal.
Kommentar Vi kan alltsa uppskatta ett trunkeringsfel genom att

berdkna tva olika approximationer med olika stegldngd 4 och
dessutom kiinna till metodens noggrannhetsordning p.

Sats Om f (x) har fyra kontinuerliga derivator pa [a, b] s&
giller att Trapetsmetoden har ett trunkeringsfel som kan
skrivas som

Ry = |T(h) —I| = Ch* + O(h*),

dar C dr en konstant som ar oberoende av h.

Kommentar Detta ir lite klurigt att visa men gar at utnyttja!
Liknande resultat finns for méanga olika numeriska metoder.
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Exempel Vi anvinder trapetsmetoden och berdknas approximationer
av en integral med olika steglédngder.

h 0.2 0.1 0.05 0.025
T(h) || 1.589339 | 1.577520 | 1.574243 | 1.573402

Anviind tabellen ovan for att uppskatta felet 1 approximationen for
h =0.1ochh=0.05.
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Sats Antag att Exempel Berikna integralen

0.1
F(h) = Fo+ ci/’ + O(h'*). 1= Ve ¥dx,
0
D galller att med Trapetsmetodenusing. Vi far
1
Fi(h) = F(h) — —— (F(gh) — F(k)) h 0.05 0.025 | 00125 | 0.00625
¢ T(h) || 0.017788 | 0.019101 | 0.019586 | 0.019762
— +1
=Fo+O(™). Uppskattar vi trunkeringsfelet med Ry (h) ~ (T'(h) — T(h/2))/3 fas

h 0.025 0.0125 0.00625
Rr(h) || -0.000438 | -0.000162 | -0.0000587

Kommentar Vi har eliminerat den dominerande feltermen och har
fatt en approximation med hogre noggranhetsordning. Att kombinera Felet kan inte skrivs som ch?. Extrapolation fungerar inte.
en numerisk metod med extratolation ger en ny, oftast bittre, metod.
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Exempel Beriikna en derivata f/(1) med hjilp av
Sats Antag att en funktionen f(x) har tillrickligt manga centraldifferensformeln

kontinuerliga derivator. Da giller att

1
f(x) = Do(h) + Rr(x), Do(h) = E(f(xﬁ-h) —f(x —h).

diir Vi anvinder tva stegldngder och far
x+h)—f(x—nh
Dy(h) = L )2hf( ) , Do(0.3) = 1.25657,  Dg(0.1) = 1.28420

och Uppskatta nu felet i approximationen Dy(0.1). Forbittra dven

2 4
Rr(x) = eih” + O(I"). noggranheten med extrapolation.
Observation Det ér oftast enklare att kombinera en existerande metod
med extrapolation dn att utveckla nya metoder med hogre

Kommentar Detta kallas for centraldifferensapproximation av .
noggranhetsordning.

derivatan. Aven hir #r trunkeringsfelets utseende kint.
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Adaptiva metoder

Exempel Vi vill beriikna integralen av en funktion f(x) med ett givet

maximalt fel . Forst plottar vi funktionen _ h . h (f(a) f(b)
P b= 6@ +r0) ocntyp =5 (1) 4500 +12)).

Metod Léit 4 = b — a, och ¢ = (a + b) /2. Beriikna

Da ér
b
I = / f(x)dx = Ih/2 + Ry och Ry = (Ih — Ih/Z)/?"
a

Om |Rr| < € ér vi klara annars tillimpar vi metoden rekursivt och
berdknar

c b
Ilz/f(x)dx och Izz/f(x)dx,

Observation Andra derivatan #r av olika storleksordning pa olika med fel hogst /2. Da blir I = I} + I, med ett fel hogst e.
delar av intervallet. Vi bor anpassa steglingden efter detta.
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I Python skriver vi en funktion . .
Y For att underlitta anrop skriver vi dessutom

def AdaptInt(f,a,b,tol, fa, fb):

c=(atb) /2 def adaptivIntegral (f,a,b,tol):
fe=£f(c) return AdaptInt (f,a,b,tol,f(a), f (b))
Il=(b-a)* (fa+fc)/2
I2=(b-a)~* (fa/2+fc+fb/2) /2 def f(x):
Rt=np.abs ((I2-I1)/3) return np.sqrt (1+x)
if Rt<tol:
return (IZ,Rt) adaptivIntegral (£,0,1,1e-3)
else:
(I1l,Rtl)=AdaptInt(f,a,c,tol/2, fa, fc)
(I2,Rt2)=AdaptInt (f,c,b,tol/2, fc, £b) Ger resultatet / = 1.2189506716330833 och |RT| <8.1- 1074,

return (I1+I2,Rtl1+Rt2)
Krivs 159 funktionsberikningar. Med tolerans 107 krivs istillet
1569 funktionsberidkningar.
En funktionsberikning vid varje rekurssionssteg.
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Sammanfattning

()

Stepsize: h
[}

Extrapolation &r en vildigt kraftfull teknik for att uppskatta fel
) och forbittra resultat.

® Det dr viktigt att kinna till trunkeringsfelets beroende pa
diskretiseringsparametern 4 for numeriska metoder.

® Ger mojlighet att kontrollera om ett datorprogram
Funktionen f(x) och den steglingd & som anvinds for fallet implementerats korrekt.
tol=1073. ® Adaptiva metoder anpassar sig till det aktuella problemet.

Stegldngden viljs automatiskt s att en given tolerans uppfylls.
I scipy.integrate finns funktionen quad som beriknar
integraler med liknande adaptivt stegldngdsval.
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