Forelédsning 7 Begynnelsevirdesproblem

Manga problem fran teknik och naturvetenskap kan formuleras som
begynnelsevirdesproblem. Dvs

Derivator och Begynnelsevirdesproblem % =f(t,(1)), 1>0,

® Begynnelsevirdesproblem. och y(0) = yo.
e Differensapproximation av derivator.
e Eulers metod. Lokalt och Globalt trunkeringsfel. Exempel Lit y(7) vara osningen till problemet:
® Heun’s explicita metod. dy

. . — = —ay, och y(0)=1.
o Stabilitet och Euler’s bakatmetod. dt

Eftersom d, . o
5 (€)= —ae™" = —ay(0),

sa far vi att —at

i) =e
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Losbarhet och Entydighet

Exempel Visa att funktionen f(z,y) = |1 — 2¢|y* uppfyller ett
Lipschitz villkor i intervallet 0 < 7 < 1 och da |y| < C.

Sats Antag att f(z,y) 4r kontinuerlig och satisfierar ett
Lipschitz villkor, dvs Exempel Antar att f(¢,y) dr kontinuerligt deriverbar pa for 0 < < a

och —00 < x < 00, om
If (2, 31) — f(£,32)| < Lly1 — 2,

of
: L=max | max |=(t,y)|] < oo,
for ett intervall 0 < ¢t < a och —0co < yq,y, < oo, dér L ér 0<1<a \ —oo<y<oo | Oy

en konstant. Da har begynnelsevdiirdesproblemet, . . L
sa uppfyller f(¢,y) ett Lipschitzvillkor, for 0 < ¢ < a, med L som

dy konstant.
o =f(t,y(t)), t>0, ochy(0) =y,
Kommentar Lipschitz kontinuitet dr starkare dn vanlig kontinuitet

en entydig 16sning i intervallet 0 < ¢ < a. . . .
yaig & men lite svagare dn deriverbathet.

22 april 2024 Sida 3/26 22 april 2024 Sida 4/26



2/3

Exempel Funktionen f(¢,y) = 3y~/~, dr inte Lipschitz kontinuerlig.

Kommentar Finns gott om olika mer precisa resultat. Alltid bra att
veta om ett problem har en 16sning eller inte.

Definition Begynnelsevirdesproblemet innebir att hitta
en funktion y(7) sadan att

dy
_— = 0
— fe,y()), <t<a,

och y(0) = yy, dir f(¢,x) &r en given funktion.

Problemet 16ses genom Diskretisering. Infor ett grid
0=1<t <th <---<t, =aoch hitta approximationer av
yi = y(t;). Detta betyder att vi approximerar

Y0y =y = (o), y(tn), -, y(m))"

Vi siker alltsa en vektor y med funktionsvirden istillet for en
funktion y(z).
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Approximation av Derivator

Lemma Lat y(¢) ha minst tva kontinuerliga derivator. Da
giller
y(t+h) —y(@)
h
dér & > 0 ar steglangden.

= ¥/(t) + O(h),

Detta kallas framadt differens. Finns dven en Bakdt differens

y(1) —y(t—h)

p =y (t)+ O(h).

I biagge fallen &r trunkeringsfelet Ry ~ Ch dér h 4r en konstant.
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Euler’s metod

Algoritm Antag y' = f(1,y), y(t9) = yo. Euler’s metod
beriiknar yy = y(#) enligt

Vik+1 =yk+hf(tk;)’k), k=07172)"'7

dir h = 41 — t dr steglangden.

Exempel Lat y'(r) = 3y — 1.8y%, y(0) = 1. Beriikna en approximation
av y(1) med stehlingden & = 0.5. Vi far

yo=1
y1=Yo+h(3yo—1.8y3)=1+0.5-(3-1-1.8:12)=1.6
y2=y1 +h3y;—1.8y7)=1+0.5-(3-1.6—1.8-1.6*) = 1.696 ~y(1)
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Lokalt och Globalt trunkeringsfel

Betrakta ett begynnelsevirdesproblem y' (1) = f(¢,), y(fo) = yo. En
numerisk metod beridknar approximationer y; = y(f).

3

w IS o >

Euler Solution: y(t,h)

N

Definition Lat y(f;_1 ) =yi—1. Det lokala felet vid steg k dr

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 RZT‘(tk) :y(tk) _yk'

Exempel Ekvationen y'(r) = 3y — 1.8y?, y(0) = 1 har 16sts med
Euler’s metod och £=0.05.

Definition Det globala felet dr Ry (t;) = y(tx) — yx-
Hur stort &r felet?
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Exempel Lét y' (1) =3y — 1.8y?, y(0) = 1. Losningen &r

ogs .. 41\ o8 on
Definition Om det lokala felet ar O(h”™") sa sigs y(1) = 1.6132. Los problemet med Euler’s metod och olika

metoden vara av ordning p.

steglidngder h.
h 1/5 1/10 1/20
Lemma Om en metod #r av ordning p sa giller att det y(1,h) | 1.6455 1.6292 1.6292
globala felet ir O(hP). Ry 0.0323  0.0160 0.0079

Kommentar Detta passar bra med antagandet att det globala felet dr
Exempel Euler’s metod har ett lokalt fel ch? och dirmed ordninng O(h)!

p=1
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Stabilitet

Exempel Los y' (1) = —5y, y(0) =1, med Euler’s metod och 7=0.5.

R, Definition Test problemet dir y' = Ny, y(0) = 1.

Definition En numerisk metod kallas stabil for A\ om
metoden ger en begrinsad talfoljd {y, } da den tillimpas
pa test problemet.

Euler Solution: y(t,h)

e I Kommentar Ett stort negativt A gor att 1osningen y(¢) = e avtar
snabbt! Rimligt att atminstone kridva begrinsad numerisk 19sning.

Vad hénder? For icke-linjédra funktioner f(¢,y) kan stabiliteten testas lokalt genom

linearisering.
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Exempel En /injdr approximation av differential ekvationen
¥ = f(1.y). genom punkten y(to) = yo, ges av

V@) = flty0)
~ Flio30) + Lto,y0)t — 10) + L t0,70)0(6) — y0)

ot Oy
h(t) + Ay(1) + ¢,

Lemma Euler’s metod ér stabil om |1 + 2\ < 1.

Euler Solution: y(t,h)

dér ¢ dr en konstant och

2
Time: t

0
A= 6—§(f0,y0)~

Exampel Los y = —5y, y(0) = 1, med Euler’s metod och & = 0.35.

) Stabilitet avgors av konstanten !
Stabilda | —5-0.3 4+ 1] = 0.5 < 1. Kravet dr h < 0.4!
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Heun’s method

Exempel Los problemet y'(f) = 3y — 1.8y, y(0) = 1 med Heun’s

Algoritm Antag att y'(r) = £(z, ), y(fo) = yo. Heun’s metod. Hitta noggranhetsordningen p.

metod beriiknar y; ~ y(#;) genom

kl — hf([kayk)a
ky = hf (tx + h,yi + k1), def f(t,y):

_ 1 ' ’
Vil = Yk + 5 (k1 + k).

Hogerledsfunktionen skapas med Python genom

return 3xy-1.8*xyx%*2

Maste bero pa bade ¢ och y.

Kommentar Eftersom f(z, y) berdknas tva ganger dr detta en tva stegs
metod.
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I Python skriver vi Vi anvinder nagra ytterligare steglidngder £ och far

n=11 ho| 110 1/20 1/40
t=np.linspace (0,1,n) y(1,h) | 1.61131297 1.61271766 1.61302807
y=np.zeros (n)
h=t[2]-t[1]
Antag att y(1; h) = y(1) + ch” + O(h"*1) och berikna
y[0]=1 # Startvirde y(0)=1
for k in range (n-1): y(1.0;1/10) — y(1.0;1/20) ~ 4.52 ~ 22
kl=h+f (t [k],y[k]) y(1.0;1/20) — y(1.0;1/40) — ~ ’
kZ=hxf£(tlk]+h,ylk]+kl) och vi har noggranhetsordning p = 2.
y[k+1]=y[k]+ (kl+k2)/2
Detta loser problemet med 4 = 0.1. Vektorn y innehéller 13sningen, Lemma Heun’s metod har noggranhetsordning p = 2.

dvs y [k]1=y(t [k]),fork=0,1,2,...,n— 1.
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Lemma Heun’s metod ér stabil om |1 + A\ + %[ <l Exempel Los problemet y = —21y(z) + e/, y(0) = 0, med hjilp av
Heun’s metod. Anviand 7 = 0.05 och & = 0.2.

0035
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0020
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0.000

Med A = —21 gar grinsen for stabilitet vid 2 < 0.096 ungefr.
Metoder som tillater storre steg?

-3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Exempel Stabilitetsomrade for Heun’s metod. Lite storre dn for
Euler’s metod.
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Implicita metoder Euler’s bakatmetod

Algoritm Antag y' = f(1,y), y(t9) = yo. Euler’s
bakdtmetod berdknar y; = y(t;) enligt

Exempel Los y' = f(z,y) genom att approximera derivatan y’ med en

bakqt differens. Ve = Yi—1 + W (te, ), k=1,2,3,...,

dir h = t; — t;_ ar steglingden.

Kommentar Metoden &r implicit och en ekvation
8(2) = yk—1 + hf (tx,z) — z maste 16sas i varje steg.
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Sammantattning

Lemma Euler’s bakatmetod &r stabil om |1 — A > 1.

Losning av ordinira differentialekvationer
Exempel Vad blir stabilitetskravet om y’ = —21y(¢) + e, y(0) = 0,

5 ’ 3 ? - .
16ses med Euler’s bakdtmetod? e Explicita metoder som Euler’s eller Heun’s metod kriver endast

att hogerledsfunktionen f (¢, y) kan evalueras.

® Metodernas noggranhetsordning p ir oftast kiind eller kan hittas

Lemma Euler’s bakat metod ordning p = 1. experimentellt.

e Stabilitet &r ibland problematisk for explicita metoder. Da

. . . anvéinds implicita metoder.
Det globala trunkeringsfelet kan alltsa skrivas Ry =~ Ch. Det ar dalig

noggranhet.
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