
Föreläsning 8

Standard metoder för Begynnelsevärdesproblem.

• Runge-Kutta metoder. Adaptivt steglängdsval.

• Trapetsmetoden.

Modeller baserade på differentialekvationer.

• Högreordningens problem och omskrivning till system.

• Tillståndsmodeller.
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Runge–Kutta methoder

Definition En s–stegs metod använder s

funktionsberäkningar i varje steg.

Exempel Heun’s metod är en 2-stegs metod.
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Klassiska Runge-Kutta metoden

Algoritm Antag att y′(t) = f (t, y), y(t0) = y0. Den
klassiska Runge-Kutta metoden beräknar yk ≈ y(tk)
genom

k1 = hf (tk, yk),
k2 = hf (tk + h/2, yk + k1/2),
k3 = hf (tk + h/2, yk + k2/2),
k4 = hf (tk + h, yk + k3),

yk+1 = yk +
1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4).

Kommentar Detta är en 4-stegs metod.
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Exempel Lös y′ = xy, y(0) = 1, med den klassiska Runge-Kutta
metoden.

h 1/4 1/8 1/16
|y(1, h) − y(1)| 1.2 · 10−5 6.6 · 10−7 3.9 · 10−8

Felet minskar med en faktor 16 ungefär då steget h halveras.

Kan ta betydligt större steg än med Eulers eller Heun’s metoder.
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Exempel Den klassiska Runge-Kutta metoden ges av matrisen
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Detta är en 4-stegs explicit metod som har ett globalt fel O(h4).
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Kommentar En explicit 7-stegs metod. Primär metod är av ordning 4
och inbäddad metod av ordning 5.

Referens Dormand and Prince, 1980.
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Trapetsmetoden

Definition Låt y′(t) = f (t, y), y(t0) = y0. Trapetsmetoden

ges av

yk+1 = yk +
h

2
(f (tk, yk) + f (tk+1, yk+1)).

Kommentar Metoden är implicit. En icke-linjär ekvation måste lösas
i varje steg.
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Lemma Trapetsmetoden har ett lokalt fel O(h3) och är
alltså av ordning p = 2. Stabilitetsområdet är hela
Re(hλ) < 0.

Kommentar Om en lösningskomponent borde avta så kommer den
numeriska lösningen att vara avtagande. Steglängdsvalet påverkas
endast av kravet på noggranhet.
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Högre ordningens problem

Observation Euler’s metod löser begynnelsevärdesproblem av typen

y′ = f (t, y), y(0) = y0.

Vad gör vi om problemet innehåller derivator av högre ordning?

Exempel Lös problemet

{

y′′ + y′ = ty, x > 0,
y(0) = 1, y′(0) = 1,

med Euler’s metod och steglängden h = 0.5.
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Lösning Inför en ny obekant v(t) = y′(t) och skriv som ett system av

första ordningen. Vi får

(

y(t)
v(t)

)

′

=

(

v(t)
ty(t)− v(t)

)

= f (t,

(

y(t)
v(t)

)

),

(

y(0)
v(0)

)

=

(

1
1

)

Euler’s metod blir
yk+1 = yk + hf (tk, yk),

där yk = (yk, vk)
T är en vektor, eller explicit utskrivet

(

yk+1

vk+1

)

=

(

yk

vk

)

+ h

(

vk

tkyk − vk

)

.
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I exemplet fås
(

y0

v0

)

=

(

1
1

)

Med h = 0.5 är t1 = 0.5 och

(

y1

v1

)

=

(

y0

v0

)

+ h

(

v0

t0y0 − v0

)

=

(

1.5
0.5

)

.

Vi får sedan t2 = 1.0 och

(

y2

v2

)

=

(

y1

v1

)

+ h

(

v1

t1y1 − v1

)

=

(

1.75
0.625

)

.

Alltså är y(1) = y(t2) ≈ y2 = 1.75.
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Exempel Skriv om ekvationen

y′′(t) + (1 − y(t))y′(t) + ty2(t) =

∫ t

0
y(τ)dτ,

med y(0) = 1 och y′(0) = 0, som ett system av första ordningen.

Observation Vi behöver endast skriva mjukvara för att
lösa problem av första ordningen, y′ = f (t, y).
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Var stannar vagnen?

Exempel En järnvägsvagn med massa 1376 kg rör sig med
v = 2.1 m/s mot en bromskloss bestående av en ideal fjäder med
fjäderkonstant 1.91 kN/m.

v0=2.1 m/s

P0=0 m PF =5 m

Frågor Hur långt trycks fjädern in? Hur lång tid tar det innan vagnen
vänt och passerat P0 = 0 igen? Är lösningen realistisk?
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Målet med simuleringen är att beräkna vagnens position p(t) för
t > 0. Vi behöver även beräkna vagnens hastighet v(t).

Rörelseekvationerna är
dp

dt
= v(t),

och
dv

dt
= a(t) = F(t)/m,

där F(t) är den kraft som verkar på vagnen vid tiden t och m är
vagnens massa.

Vilka krafter verkar på vagnen?
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Antag att bromsklossen kan beskrivas som en ideal fjäder med
fjäderkonstant K. Då gäller

F(t) =

{

K(p(t)− PF), p > PF,
0, p ≤ PF.

Vi får ett begynnelsevärdes problem:

d

dt

(

p(t)
v(t)

)

=

(

v(t)
F(t)/m

)

,

(

p(0)
v(0)

)

=

(

0
2.1

)

.

Analytisk lösning finns förmodligen? Problemet kan lösas numeriskt
med exempelvis Euler’s metod.
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Inför en tillståndsvariabel,

S(t) =

(

p(t)
v(t)

)

,

och skriv problemet som ett system,

d

dt
S(t) =

(

p′(t)
v′(t)

)

=

(

v(t)
F(t)/m

)

= f (t, S(t)),

där kraften F(t) beror på positionen p(t).

Detta är ett begynnelsevärdesproblem som kan lösas numeriskt. Vi
behöver en funktion Vagn som beräknar S′(t) givet t och S(t).
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För att beräkna derivatan av tillstånds variabeln använder vi:

function [dS]=Vagn(t,S)

m=1376;K=1910;Pf=5.0; % fysik

p=S(1);v=S(2); % S(t)=( p(t) v(t) )^T.

if p>Pf then

F=-K*(p-Pf);

else

F=0;

end;

dS=[ v ; F/m];

end

Kommentar Detta är en funktion dS = f (t, S(t)). Skriven i Matlab.
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Vi kan nu lösa begynnelsevärdes problemet med ode45 i Matlab.

% Tillståndet är S(t)=(p(t) v(t))^T.

t=0:0.1:8;

S0=[ 0 ; 2.1 ];

% Lös problemet och plotta

S=ode45(Vagn,t,S0);

p=S(1,:);v=S(2,:);

plot(t,v,’b-’);plot(t,p,’r--’);

xlabel(’Tid t [s]’);

ylabel(’p(t) (blå) v(t) (röd)’);
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Den numeriska lösningen för 0 < t < 8. Vi ser att vagnen vänder
ungefär vid p(t = 3.7) = 6.782 m. Då är hastigheten v(3.7) = 0.0351.

Eftersom inga förluster finns i systemet så måste vagnen röra sig med
−2.1 m/s för stora tider t. Vi får v(t = 8.0) = −2.0999971 m/s.
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Vad måste vi tänka på?

- Antagandet om ideal fjäder är bra om fjädern trycks ihop högst
10 − 15%. Här trycks fjädern ihop 1.8 m.

- Inga förluster finns. Hur skall vi lägga in friktion i modellen?

Hur kan vi använda den numeriska modellen?

- Antag att fjäderkonstanten K är okänd och svår att mäta direkt.
Vi kan då först göra ett experiment och sedan välja K i modellen
så att simuleringen överensstämmer med experimentet.

Detta kallas en indirekt mätning!
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Fysikmodellering

Vi skapar en matematisk modell av att tidsberoende fenomen genom
att studera de fysikaliska principer som beskriver fenomenet.

Definition En tillståndsvektor S(t) innehåller allt vi
behöver veta om ett dynamiskt system för att kunna
förutsäga hur systemet utvecklas.

Exempel En vattenkokare kan koka upp till en liter vatten. Värmaren
är antigen på eller av. Ett lämpligt tillstånd skulle kunna vara

S(t) = (V(t),T(t) )T

där V(t) är den volym vatten som finns i kokaren och T(t) vattnets
temperatur. Fyller man på eller tömmer ur vatten beskrivs av en
insignal f (t). Detsamma gäller uppvärmningen E(t).
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Definition Låt S(t) vara en tillståndsvektor. En
tillståndsmodell av ett system kan uttryckas som

S′(t) = f (t,S(t)).

Detta blir ett begynnelsevärdesproblem om S(0) = S0 är känd.

Exempel Låt S(t) vara tillståndsvektorn som beskriver vattenkokaren.
Hur skall S′(t) beräknas?

Fysikmodellering kräver främst intresse för systemet som skall

studeras
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Hur rör sig en fotboll?

Variabler En bolls rörelse kan beskrivas genom att man anger dess
position p(t) och dess hastighet v(t). Tillståndsvektorn är

S(t) = ( p(t) v(t) )T .

Vi skall beskriva fotbollen som ett begynnelsevärdesproblem

S′(t) = f (t,S(t)), S0.

Fråga Hur ser högerledsfunktionen f (t,S(t)) ut?
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Vilka krafter verkar på fotbollen?

Fm = m~gFD

FL

~v

Gravitationen ger upphov till en nedåtriktad kraft

Fm = m( 0 , 0 , −g )T , där g = 9.81 m/s2.

Vi skall även ta hänsyn till luftmotstånd FD och Magnus kraft FL.
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Luftmotståndet

Den kraft som uppstår på grund av luftmotståndet ges av uttrycket

FD(t) = −
1

2
ρACD|~v(t)|~v(t),

där ρ = 1.2 kg/m3 är luftens densitet, A = 0.0375 m2 är bollens
tvärsnittsarea, och CD är en konstant.

Kommentar Hur koefficienten CD egentligen ser ut är inte helt
klarlagt. Denna måste mätas genom experiment. Den beror även på
bollens form, luftens viskositet, samt hur luftströmnmarna nära bollen
ser ut.

Antagandet att CD är konstant betyder att de faktorer som påverkar
luftmotståndet inte förändras så mycket under den tid bollen färdas
genom luften.
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Magnus kraften

Den kraft som uppstår på grund av bollens rotation ges av uttrycket

FL(t) = ρACL(~ω ×~v(t)),

där ρ = 1.2 kg/m3 är luftens densitet, A = 0.0375 m2 är bollens
tvärsnittsarea, vektorn ~ω beskriver bollens rotation, och CL är en
konstant.

Kommentar Magnus kraften uppstår på grund av tryckskillnader
orsakade av bollens rotation. Konstanten CL beror på hur ytan ser ut.
Denna kraft är dessutom anledningen till att kanonpipor är räfflade.
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Exempel Simulering av fotboll

Simuleringar med olika rotationsmomentvektorer ω. Till vänster rent
bakåtspin, ~ω = (0 − 6.9 0)T . Till höger har sidospin lags till så att
bollen går in i mål.

Hur bra är resultatet? Möjliga förbättringar i modellen. Vad kan vi dra
för slutsatser?
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Sammanfattning

• Många fysikaliska system beskrivs som
begynnelsevärdesproblem.

• Relevanta variabler samlas i en Tillståndsvektor S(t).

• En Tillståndsmodell beskriver ett system som en
differentialekvation S′(t) = f (t, S(t)), S(t0) = S0.

• Numerisk lösning, med exempelvis Python, ger möjlighet att
simulera ett system.

• Simuleringar erbjuder ibland ett sätt att indirekt mäta fysikaliska
storheter. Exempel är luftmotståndskoefficienten.

• Det är viktigt att man försöker uppskatta hur noggran
simuleringen är. Rimlighetsbedömning måste göras!

Finns alltid mycket att lära sig om de system man studerar men
Tillståndsmodeller ger en viss systamatik i arbetet.
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