Forelasning 8 Runge-Kutta methoder

Standard metoder for Begynnelsevirdesproblem.

® Runge-Kutta metoder. Adaptivt steglangdsval. Definition En s—stegs metod anvinder s

® Trapetsmetoden. funktionsberdkningar i varje steg.

Modeller baserade pa differentialekvationer.

Exempel Heun’s metod ir en 2-stegs metod.
® Hogreordningens problem och omskrivning till system.

o Tillstandsmodeller.
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Klassiska Runge-Kutta metoden

Exempel Los y' = xy, y(0) = 1, med den klassiska Runge-Kutta

. / _ _
Algoritm Antag att y'(z) = f(t,), y(fo) = yo. Den metoden.

klassiska Runge-Kutta metoden berdknar y; =~ y(#)

genom
h | 14 1/8 1/16
ki = hf (te, y), y(L,h) —y(D)] [ 12-1075 6.6-1077 39-10°°
ky = hf (tx + h/2,yc + k1/2),
k3 = hf (tc +h/2,yc + k2/2), . .
ks = hf (tx + h, y + k3), Felet minskar med en faktor 16 ungefir da steget 4 halveras.

Yir1 = Yk + s(ki + 2Ky + 2k3 + ky).

Kan ta betydligt storre steg dn med Eulers eller Heun’s metoder.

Kommentar Detta dr en 4-stegs metod.
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Kommentar En explicit 7-stegs metod. Primédr metod &r av ordning 4

Detta ir en 4-stegs explicit metod som har ett globalt fel O(h*). b inbiddad metod dnine 5
och inbiddad metod av ordning 5.

Referens Dormand and Prince, 1980.
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Trapetsmetoden

. . Lemma Trapetsmetoden har ett lokalt fel O(h3) och &r
Definition Lit y'(1) = f(1,y), y(to) = yo. Trapetsmetoden alltsa av ordning p = 2. Stabilitetsomradet ar hela

ges av , Re(h)) < 0.
Vit1 =Yk + E(f(tbyk) + f(te1, Yir1))-

Kommentar Om en 16sningskomponent borde avta sa kommer den
numeriska 16sningen att vara avtagande. Stegliangdsvalet paverkas

Kommentar Metoden dr implicit. En icke-linjar ekvation maste 19sas endast av kravet pa noggranhet.

i varje steg.
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Hogre ordningens problem

Observation Euler’s metod 16ser begynnelsevirdesproblem av typen

y =f(ty), y(0)=y.

Vad gor vi om problemet innehaller derivator av hogre ordning?

Exempel Los problemet

{y”+y’=ly7 x>0,
y(O) = 15 yl(O) = 17

med Euler’s metod och stegldngden 4 = 0.5.

25 april 2024 Sida 9/28

I exemplet fas

(%)= (

Med h = 0.5 drt; = 0.5 och

() =)o )= (03):

Vi far sedan t, = 1.0 och

iy _(wn 121 . 1.75
<V2>_(V1 )+h<t1y1—\/1>_<0.625>'

Alltsé dr y(1) = y(r2) = y2 = 1.75.
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Losning Infor en ny obekant v(¢) = y'(¢) och skriv som ett system av
forsta ordningen. Vi far

() = (o020 ) G0 ) (1)~

Euler’s metod blir
Yit1 = Yk + hf (te, Yi),

dir y; = (v, vi)? dr en vektor, eller explicit utskrivet

<Yk+1>:<yk>+h< Vi >
Vit1 Vi Yk — Vk
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1
1

)

Exempel Skriv om ekvationen

t

Y0+ (1= 3O (1) + 02 (1) = /O ¥(r)dr,

med y(0) = 1 och y'(0) = 0, som ett system av forsta ordningen.

Observation Vi behover endast skriva mjukvara for att
16sa problem av forsta ordningen, y' = f(z,y).
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Var stannar vagnen?

Malet med simuleringen ér att beriikna vagnens position p(t) for

Exempel En jirnvigsvagn med massa 1376 kg ror sig med ¢t > 0. Vi behover dven berikna vagnens hastighet v(z).
v = 2.1 m/s mot en bromskloss bestdende av en ideal fjader med
fjaderkonstant 1.91kN /m. Rorelseekvationerna &r

dp

E = V([),

och
dv

N < = alt) = Flo)/m,

Py=0m Pr=5m ddr F(r) dr den kraft som verkar pa vagnen vid tiden 7 och m ér
vagnens massa.

Fragor Hur langt trycks fjidern in? Hur lang tid tar det innan vagnen

’ . ) - Vilka krafter verkar pa vagnen?
vént och passerat Py = 0 igen? Ar 16sningen realistisk?
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Antag att bromsklossen kan beskrivas som en ideal fjdder med
fjdderkonstant K. Da giller

_ _( r@®)
R I s s = (10 ).

Infor en tillstdindsvariabel,

Vi fér ett begynnelseviirdes problem: d S(t) = P\ _ v(t)
dt F(r)/

% ( igg > - < sz()t}m ) ’ (iég; ) - < 2(,)1 > : ddr kraften F(¢) beror pa positionen p(t).

Detta dr ett begynnelsevirdesproblem som kan 16sas numeriskt. Vi
Analytisk 16sning finns formodligen? Problemet kan 16sas numeriskt behover en funktion Vagn som beréknar S'(r) givet ¢ och S(z).
med exempelvis Euler’s metod.
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For att beriikna derivatan av tillstands variabeln anvinder vi:
Vi kan nu 16sa begynnelsevérdes problemet med ode 45 i Matlab.

function [dS]=Vagn (t,S)

% Tillstandet dr S(t)=(p(t) v(t))"T.
m=1376;K=1910;Pf=5.0; % fysik t=0:0.1:8;
SO0=[ 0 ; 2.1 1;
p=S(1);v=S(2); % S(t)=( p(t) v(t) ) T.
if p>Pf then % LOs problemet och plotta
F=-K* (p-Pf); S=ode45 (Vagn, t, S0) ;
else
F=0; p=S (1, :);v=S(2,:);
end; plot (t,v,’b-");plot (t,p, t-~');
ds=[ v ; F/m]; xlabel ('Tid t [s]’);
end yvlabel (p(t) (bla) v(t) (rdd)’);

Kommentar Detta ér en funktion dS = f(z, S(¢)). Skriven i Matlab.
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Vad maste vi tdnka pa?

- Antagandet om ideal fjidder dr bra om fjddern trycks ihop hogst
10 — 15%. Hir trycks fjiddern ihop 1.8 m.

- Inga forluster finns. Hur skall vi ldgga in friktion i modellen?

(0 (BI3) V(D) (ro)

Hur kan vi anvianda den numeriska modellen?

- Antag att fjaderkonstanten K ir okénd och svar att méta direkt.

) o 5 ) . Vi kan da forst gora ett experiment och sedan vilja K i modellen
Den numénska 16sningen for 0 <7 < 8. Vi ser att vagnen vinder sa att simuleringen Overensstimmer med experimentet.
ungefir vid p(t = 3.7) = 6.782 m. Da dr hastigheten v(3.7) = 0.0351.

Detta kallas en indirekt mdtning!
Eftersom inga forluster finns i systemet s maste vagnen rora sig med
—2.1m/s for stora tider . Vi far v(r = 8.0) = —2.0999971 m/s.
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Fysikmodellering

Vi skapar en matematisk modell av att tidsberoende fenomen genom

e o } Definition Lat S(z) vara en fillstandsvektor. En
att studera de fysikaliska principer som beskriver fenomenet.

tillstandsmodell av ett system kan uttryckas som
/ —

Definition En tillstandsvektor S(7) innehaller allt vi $(#) =£(1,8(r)).

behover veta om ett dynamiskt system for att kunna

forutsdga hur systemet utvecklas.

Detta blir ett begynnelseviirdesproblem om S(0) = Sy ér kénd.
Exempel En vattenkokare kan koka upp till en liter vatten. Virmaren
r antigen pa eller av. Ett ldmpligt tillstand skulle kunna vara Exempel Lat S(7) vara tillstandsvektorn som beskriver vattenkokaren.

ur skall S’(#) beriknas?
S(t) = (V(1),T(t))" H (1)

dir V(z) dr den volym vatten som finns i kokaren och 7'(¢) vattnets Fysikmodellering kréver frimst intresse for systemet som skall
temperatur. Fyller man pa eller tommer ur vatten beskrivs av en studeras
insignal f(t). Detsamma géller uppvirmningen E(t).
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Hur ror sig en fotboll? Vilka krafter verkar pa fotbollen?

Fr
Variabler En bolls rorelse kan beskrivas genom att man anger dess 7
position p(t) och dess hastighet v(¢). Tillstandsvektorn &r
S(1) = (p() v())"
Vi skall beskriva fotbollen som ett begynnelsevirdesproblem
Fp F,, = mg

S'(1) =f(1,8(),  So.

Gravitationen ger upphov till en nedatriktad kraft
Fraga Hur ser hogerledsfunktionen f(z,S(z)) ut?
Fn,=m(0,0, )T, dir g = 9.81m/s>.

Vi skall dven ta hdnsyn till luftmotstand Fp och Magnus kraft F; .
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Luftmotstandet Magnus kraften

Den kraft som uppstar pa grund av luftmotstandet ges av uttrycket

Fp(t) = — % pACp V(1) |¥(2), Den kraft som uppstar pa grund av bollens rotation ges av uttrycket
dir p = 1.2 kg/m?> ir luftens densitet, A = 0.0375 m? ir bollens Fiu(t) = pACL(& x 7(1)),

tvdrsnittsarea, och Cp &r en konstant. dir p = 1.2 kg/m> ir luftens densitet, A = 0.0375 m? ir bollens

tvirsnittsarea, vektorn J beskriver bollens rotation, och C;, dr en
Kommentar Hur koefficienten Cp egentligen ser ut dr inte helt konstant.
klarlagt. Denna maste mitas genom experiment. Den beror dven pa
bollens form, luftens viskositet, samt hur luftstromnmarna nira bollen

. Kommentar Magnus kraften uppstar pa grund av tryckskillnader
ser ut.

orsakade av bollens rotation. Konstanten Cy beror pa hur ytan ser ut.
Denna kraft dr dessutom anledningen till att kanonpipor &r réfflade.
Antagandet att Cp, dr konstant betyder att de faktorer som paverkar

luftmotstandet inte fordndras s mycket under den tid bollen férdas

genom luften.
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Sammanfattning

® Manga fysikaliska system beskrivs som
begynnelsevirdesproblem.

Exempel Simulering av fotboll

® Relevanta variabler samlas i en Tillstandsvektor S(t).

® En Tillstandsmodell beskriver ett system som en
differentialekvation S'(¢t) = f(z,8(1)), S(to) = So.

® Numerisk 16sning, med exempelvis Python, ger mojlighet att
simulera ett system.

o Simuleringar erbjuder ibland ett sitt att indirekt méta fysikaliska

Simuleringar med olika rotationsmomentvektorer w. Till vénster rent storheter. Exempel dr luftmotstdndskoefficienten.
bakatspin, & = (0 — 6.90)". Till hoger har sidospin lags till si att ® Det dr viktigt att man forsoker uppskatta hur noggran
bollen gar in i mal. simuleringen dr. Rimlighetsbedomning maste goras!

Hur bra #r resultatet? Mojliga forbittringar i modellen. Vad kan vi dra Finns alltid mycket att lira sig om de system man studerar men

for slutsatser? Tillstandsmodeller ger en viss systamatik i arbetet.
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