
Föreläsning 9

Beräkningar med heltal

• Multiplikation of Division. Datatyper.

• Euklides algoritm.

• Slumptalsgenerering.
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Addition och Multiplikation

Exempel Beräkna 77821 + 8293. Vi får

1 1 1
7 7 8 2 1

+ 8 2 9 3
8 6 1 1 4

Varför fungerar detta? Hur blir det med binära tal?
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Exempel Vi beräknar 193 × 3 genom uppställningen

2
1 9 3

* 3
5 7 9

Exempel Beräkna 193 × 213. Här fungerar inte samma uppställning
riktigt lika enkelt.
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Exempel Vi kan förenkla räkningarna med

193 · 213 = 193 · (2 · 102 + 1 · 101 + 3 · 100)

= (193 · 2) · 102 + (193 · 1) · 101 + (193 · 3) · 100.

Vi kan alltså utföra enklare multiplikationer och addera resultaten. Vi
får

193 · 213 = 193 · (2 · 102 + 1 · 101 + 3 · 100)

= 386 · 102 + 193 · 101 + 579 · 100

= 38600 + 1930 + 579 = 41109

Detta är enkla steg som går att implementera i både hårdvara och
mjukvara. Binär aritmetik fungerar på samma sätt.
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Tillämpning Multiplikaion mellan flyttal implementeras på samma
sätt. Skrivs talen på normaliserad form fås

a × b = ma · 2ea × mb · 2eb = (ma × mb) · 2ea+eb .

Observation 1 ≤ ma × mb < 4 så eventuellt blir den nya exponenten
ea + eb + 1.
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Datatyper

Finns många olika typer av heltal. Exempelvis

• Positiva heltal med fix längd.

• Heltala med tecken och fix längd.

Exempel Talen 0 ≤ a ≤ 255 kan representeras med 8 bitar. Med 32
bitar går det att lagra 0 ≤ a ≤ 232 − 1 = 4294967295.

Exempel Med 8 bitar kan vi även representera −127 ≤ a ≤ 128. Blir
alltid osymmetriskt intervall.

Observation Det är inte säkert att a · b eller a + b går att representera
som heltal med samma datatyp. Detta ignoreras normalt.
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Modulo operationen

Exempel Vi vet att 753 = 12 · 62 + 9. Här kallas 9 resten vid division
av 753 med 62. I Python np.mod(753,62) ger 9.

Hur beräknas \mod() operationen?
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Division

Exempel Divisionen 753/62 beräknas genom omskrivning

753 = 12 · 62 + 9 och alltså 753/62 = 12 + 9/62.

Upprepa detta ger

753 = 12 + (90/62) · 10−1 = 12 + (1 + 28/62) · 10−1

och alltså

753/62 = 12+ 1 · 10−1 + (280/62) · 10−2 = 12.14 +(28/62) · 10−3.

Vi slutar när tillräcklig noggranhet uppnåtts. Detta kallas Long

division. Huvudsakligt arbete är beräkning av mod() och addition.
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Exponentberäkning

Problem Vi vill beräkna mod(am, n) där både a och n är stora. Med
exempelvis 64 bitars heltal kanske am är för stort för att lagras.

Lemma Det gäller att am mod n = (a mod n)(am−1

mod n).

Vi kan alltså beräkna modulo efter varje operation.

Exempel Beräkna 1713 mod 100 i 8 bitars aritmetik.
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Aritmetik

De vanliga operationerna

• +,−, /, ∗ implementeras på samma sätt som
handräkningsmetoden.

• mod() och heltalsdivision implementeras genom upprepad
addition och jämförelse.

• Flyttalsaritmetik återförs på heltalsvarianterna.

• Finns gott om tillämpningar inom kryptering.
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Slumptalsgenerering

Problem Vi till skapa ett likformigt fördelat slumptal på intervallet
0 ≤ x ≤ 1. Hur skall vi göra det?

Definition En talföljd {xk}
n
k=1 består av pseudo-slumptal

om de ”liknar” en verkligt följd av likformigt fördelade
slumpmässiga tal.

Observera Vi vill oftast inte ha “verkliga” slumptal eftersom
simuleringar eller datorexperiment helst skall vara reproducerbara.

2 maj 2024 Sida 11 / 17

Algoritm Låt a och b vara positiva tal och m vara ett
heltal. En linjär slumptalsgenerator beräknar en talföljden
{xk} enligt

xk+1 = (axk + b) mod m,

där x0 kallas för slumptalsfrö.

Lemma Den talföljd {xk} som skapas av en linjär
talföljdsgenerator har längd m om (i) största gemensamma
delare för a och m är 1 (ii) varje primtalsfaktor till m är
också en primtalsfaktor till (a − 1). (iii) om 4 är en delare
till m så är den även en delare till (a − 1).
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Exempel En populär slumptalsgenerator är

xk+1 = (1429xk + 0) mod (231 − 1), pk = xk/(2
31 − 1).

Observation Talet 231 − 1 är ett primtal.
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I Python skriver vi

import numpy as np

a=14**29

m=2**31-1

x=1

X=np.zeros(10)

for k in range(n):

x=np.mod( ( a * x ) , m )

X[k]=x/m

Ger talen

0.2935, 0.7213, 0.1232, 0.2466, 0.8832,

0.9856, 0.8956, 0.7796, 0.0503, 0.4001

Är dessa hyfsat likformigt fördelade?
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En mer generell klass av linjära slumptalsgeneratorer ges av

Algoritm Låt {ai} och b vara positiva tal och m vara ett
heltal. En linjär flerstegs slumptalsgenerator beräknar en
talföljden {xk} enligt

xk+1 = (a0xk + a1xk−1 + · · ·+ anxk−n + b) mod m,

där (x0, x1, . . . , xn) är slumptalsfröet.

Kommentar Kan få betydligt längre period och bättre approximation
av den verkliga slumptals fördelningen.

I Python finns exempelvis np.random_sample() som skapar ett
slumptal på intervallet [0, 1].
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Exempel Vi vill slå en tärning upprepade gånger ända tills vi får
samma resultat två gånger i följd. Hur många kast krävs i genomsnitt?
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from random import seed

from random import randint

seed(23723) # Alltid samma följd

roll = randint(1,6)

prev_roll = -1

k=1

while roll != prev_roll:

prev_roll = roll

print( "Tärning "+str(k)+" gav "+str(roll) )

roll = randint(1,6)

k=k+1

print( "Slut då tärning "+str(k)+" också blev "+str(roll) )

Ger att k = 8 tärningskast krävs och vi får två sexor i följd.
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