TANA23 Matematiska algoritmer och modeller

Laboration 2. Ekvationer och Interpolation

1 Introduktion

Om vi vill anvénda en dator for att utfora matematiska berdkningar sd maéaste vi acceptera berék-
ningsfel eftersom datorn arbetar med begrinsad noggranhet. Syftet med denna laboration ar att bli
bekant med problem som uppstar pa grund av att datorn inte kan rdkna helt exakt.

Redovisning sker genom att en kort rapport skrivs déar svaret pa alla fragor finns med. Program
skrivna i Python skall bifogas. Tank péa att programmen skall skickas pa ett format som gor att jag
kan testkora dem. Enklast ar att bara lagga in all kod i en textfil med lite kommentarer angaende
vilken uppgift som ett visst kodstycke l6ser. Bifoga &ven grafer. Den fardiga rapporten skall skickas
med epost till fredrik.berntsson@liu.se. Var noga med att skriva TANA2S Lab2 i rubriken.

2 Ekvationslosning

I denna uppgift skall vi berdkna l6sningen till ekvationen
f(x) = V1+ ze®? — 2sin(2z)(z + %) = 0.

med hjélp av funktionen fsolve som finns i paketet scipy.optimize. Vi skall &ven understka dess
konvergenshastighet. Vi ar intresserade av roten z* ~ 1.35.

Uppgift 2.1 Rita en graf 6ver funktionen f(z) pa intervallet [0,3]. Bekréftar grafen att det finns
en rot z* ~ 1.35.

Redovisa Grafen.

Tips Vi kan skapa en vektor med jamt utspridda z-virden pa intervallet med hjilp av funktionen
linspace fran paketet numpy. Beréknar vi sedan en vektor £ med motsvarande funktionsvérden sa
kan vi plotta genom att skriva

>>> import matplotlib.pyplot as pp
>>> pp.plot(x,f)
>>> pp.show()

Vi skall nu skapa en Python funktion som implemneterar uttrycket ovan. For att kunna folja vilka
funktionsanrop som gors av fsolve s lagger vi till en rad dér aktuellt z-véirde och dessutom f(x)
skrivs ut. Lamplig Python kod kan exempelvis vara



def funk( x ):
import numpy as np
f=np.sqrt(1+x)*np.exp(x/2) -2*np.sin (2*x) * (x+x**2)
print(’°x=’,x,’ f(x)=’,f)
return f

Uppgift 2.2 Los ekvationen f(z) = 0 med hjalp av fsolve. Anvénd start gissningen xp = 1.35.
Hur méanga funktionsberikningar behovs? Ange approximationen  ~ z* och funktionsvérdet f(z).

Uppgift 2.3 Kopiera de z-virden dér funktionen f(z) berdknats da ekvationen lostes av fsolve
till en vektor x. Antag att det sista x-virdet &r exakt och beridkna felet for Gvriga iterationer xg.
Ser detta ut som kvadratisk konvergens? Forklara din slutsats.

Redovisa Graf, eller Tabell, 6ver felen och forklaringen.

3 Berakning av Division

Da en ny processor skall byggas méste man forst bestdmma vilka operationer som skall implemen-
teras i hardvara och vilka som kan implementeras med mjukvara. Farre instruktioner betyder att
processorn blir enklare till sin konstruktion. En grundldggande instruktion som ibland ldmnas utan
hardvarustod ar division, alltsd berdkningen z := x/y. I denna 6vning skall vi visa hur en effektiv
mjukvaruimplementation av division kan tdnkas se ut. Problemet &ar véldigt enkelt men samtidigt
ar det viktigt att fa en sa snabb, och palitlig, kod som mdojligt. Vi méaste ocksd forvissa oss om att
resultatet &r noggrannt.

Uppgift 3.1 Problemet att berdkna z = 1/y kan formuleras som en icke-linjar ekvation,

f(Z):y—;:()-

Tillampa Newton-Raphsons metod pa ekvationen f(z) = 0 och hérled motsvarande iterationsformel
Zk+1 = ¢(zx). Du maste forenkla funktionen ¢(z) pa ett saddant sitt att ingen division ingar i
uttrycket.

Redovisa Béade dina berdkningar och det fardiga uttrycket for ¢(z).
Kommentar En tanke vore att forsoka berikna z = z/y direkt men da gar det inte att undvika

divisioner i den iterationsformel man far efter att ha tillimpat Newton-Raphsons metod. Prova
garnal

Uppgift 3.2 Eftersom datorn anvinder ett talsystem déar reella tal representeras som
y = £(1.1)22°,

och (2¢)~1 = 27¢ behdver vi endast beriikna divisionen 1/y for 1 < y < 2. Detta betyder att roten
z* till ekvationen f(z) = 0 alltid satisfierar % < z*¥ < 1. Vi viljer att anvinda start gissningen
zo = 3. Uppskatta det initiala felet |2* — z|.



Uppgift 3.3 Konvergensanalysen for Newton-Raphsons metod visar att
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dar n ligger i intervallet (zx, z). Utnyttja detta for att bestimma det minsta antal iterationer som
kréavs for att |2* — 2| < p, dér p dr maskinkonstanten, skall gélla.

Redovisa Berdkningarna och det antal iterationer kravs. Har behover du det initiala felet |2* — z

fran forra uppgiften sa dessa kan med fordel redovisas tillsammans.

Tips Hitta maximum av |¢”(n)| pa intervallet 3 < n < 1.

Uppgift 3.4 Utnyttja dina resultat ovan for att skriva en funktion
>>> z = Division( x , y )

Funktionen skall 16sa problemet i tva steg. Forst berdknas 1/y och sedan multipliceras z = z- (1/y).
Du far férenkla problemet genom att forutsitta att 1 <y < 2.

Uppgift 3.5 Utnyttja din funktion for att berdkna z = 1.32/y, for ett stort antal y-virden i
intervallet 1 < y < 2. Jamfor resultatet fran din funktion med Pythons division 1.32/y. Plotta
absolutbeloppet av skillnaden mellan de tva berdkningarna och kommentera resulatet.

Redovisa Grafen och din funktion Division().

Kommentar Det ar mojligt att vi far snabbare konvergens for vissa y-varden men genom att vélja
antalet iterationer fran det teoretiska resonemanget ovan kan vi undvika villkorssatser i koden. Det
gor att en division alltid berdknas precis lika snabbt. Forutsdgbar tidsatgang ar viktigt.

Uppgift 3.6 Det sista vi skall gora ar att verifiera att precis réatt antal iterationer anvands i din
funktion Division(). Andra sé att antalet iterationer minskas med 1 och plotta sedan aterigen din
funktion och Pythons division. Oka sedan antalet iterationer med 1 och plotta aterigen en graf Gver
skillnaden mellan de tva berdkningarna. Visar resultatet att du valde precis riatt antal iterationer?

Redovisa De tva graferna och forklaringen.



4 Polynominterpolation med Tillampning

I tilldmpningar hittar man ofta funktioner som ar véldigt berdkningskrédvande. Dock behéver man
inte alltid sérskilt hog noggranhet. I denna Gvning skall vi implementera f(z) = arctan(x), pa
intervallet 1 < x < 2, med ett absolut fel |Af| < 107°, genom att interpolera en tabell med
polynom.

Uppgift 4.1 Polynominterpolation finns implementerat i paketet numpy. Vi har sarskilt tva funk-
tioner polyfit och polyval. Vi vill hitta ett andragradspolynom py(z) som interpolerar foljande
tabell

T 0.9 1.1 1.2
f(x) | 04710 0.2452 0.2385

och skriver

import numpy as np

x=[0.9 , 1.1, 1.2]
£=[0.4710 , 0.2452 , 0.2385]
p2=np.polyfit(x,f,2)

Vill vi berdkna po(x), for exempelvis x = 1.15, skriver vi np.polyval(p2,1.15). Vill vi istéllet
plotta bade punkter och polynom péa intervallet 0.9 < x < 1.2 skriver vi

n=100
xx=np.linspace(0.9,1.2,n)
pvals=np.polyval(p2,xx)

import matplotlib.pyplot as pp
pp.-plot(x,f,’x?)
pp.plot(xx,pvals)

pp - show ()

Prova detta.

Redovisa Denna uppgift behover inte redovisas. Du skall bara préva att anvidnda Python funktio-
nerna.

Nu skall vi studera problemet med att approximera arctan(z) pa aktuellt intervall. Slutresultatet
av dessa uppgifter skall bli en funktion ApproxArctan med ett x virde som inargument. Din fardiga
funktion redovisas i sista uppgiften. Vi pAminner om att mélet ar att approximera f(z) = arctan(z),
pa intervallet 1 < o < 2, med ett litet fel. For att halla nere tabellstorleken véljer vi att anvinda
tredjegrads polynom.



Uppgift 4.2 Det forsta vi skall gora ar att vélja lampliga interpolationspunkter. Skriv in foljande
rader

def ApproxArctan( x ):
n=>5
xx=np.linspace(1-1/(n-1),2+1/(n-1) ,n+2)
yy=np.arctan(xx)

Detta &r de tabellvarden som skall anvindas. Gor nu en skiss dar samtliga interpolationspunkter
ritas ut pa z-axeln. Med n = 5 hur manga interpolationspunkter blir det totalt? Du boér numrera
punkterna som xg,z1,x2,..., sa att 1 =1 och z,, = 2.

Antag att du vill berikna en approximation av y = arctan(1.37) genom att utnyttja kubisk interpo-
lation. Hur manga tabell varden behovs for att entydigt bestdmma ett tredjegradspolynom? Vilka
punkter bor anvindas?

Redovisa din skiss 6ver interpolationspunkterna. Markera &ven punkten z = 1.37, samt de punkter
som bor anviandas for interpolationen, i skissen.

Du boér handrita. Det tar for lang tid att skriva ett Python program for att rita grafen.

Tips Det ér givetvis vansinnigt att berdkna funktionen arctan(z) hela n + 2 ganger som ett delmo-
ment i ett Python program som skall berdkna arctan(x) en gang effektivt men det ignorerar vi for
tillfallet.

Uppgift 4.3 Givet ett z-virde i intervallet 1 < x < 2 maéste vi nu hitta ett index k sddant att
att , < = < xp41. Detta kan goras genom att utnyttja att =, = 1+ (kK —1)/(n — 1), k =
0,1,2,...,n,n+1. Hitta en formel dér avrundning nedat till ndrmaste heltal anvinds for att berdkna
k givet n och x. Skriv in detta uttryck pa nésta rad i din funktion ApproxArctan.

Redovisa Din formel {or att hitta ratt index k.

Uppgift 4.4 Nu dr det dags att interpolera i tabellen (xx,yy) och berdkna en approximation av
arctan(z) genom att interpolera med ett tredjegradspolynom. Anvind polyfit och polyval for att
utfora berdkningarna. Du skall anvinda punkterna xj_1, xx, x+1, och xgys.

Beridkna sedan arctan(x) bade med numpy och med din funktion ovan fér 1000 jamntutspridda tal pa
intervallet 1 < x < 2. Plotta absolutbeloppet av skillnaden mellan dem. Hur stort 4r det maximala
felet 1 din approximation?

Redovisa Grafen och det maximala felet pa intervallet 1 < z < 2.

Tips Kontrollera att felet ar noll i interpolationspunkterna xy, £k =1,2,...,n.



Uppgift 4.5 Da kubisk interpolation anvinds pa varje delintervall xp < & < x4 sa galler att
|Rr| = Ips(z) — f(2)| < ChY,

dér h = x4 — x ar steglangden och C' ar en konstant som beror péa f(4)(3:). Anvand uttrycket for
|Rr|, och resultaten ovan, for att forst hitta ett virde pa konstanten C'. Utnyttja sedan C for att
bestdmma det n som gor att |Ry| < 1076,

Redovisa Dina berdkningar. Vardet pa C och lampligt antal interpolationspunkter n.

Uppgift 4.6 Anvind det virde pa n du fick i féregaende uppgift och berdkna aterigen arctan(z)
bade med numpy och med din funktion ovan fér 1000 jimntutspridda tal pa intervallet 1 < x < 2.
Plotta absolutbeloppet av skillnaden mellan dem. Hur stort &r det maximala felet i din approxima-
tion nu?

Redovisa Grafen och det maximala felet.

Uppgift 4.7 Det sista vi skall gora ar att 16sa problemet med att arctan(z) méaste berdknas for
interpolationspunkterna da funktionen anropas. Losningen ar helt enkelt att skriva ut de aktuella
funktionsvirdena arctan(zy) med Python och sedan kopiera in réitt siffervirden i koden. Ersétt
alltsa raden

yy=np.arctan(xx)

med en np.array() dir ratt siffror skrivs in direkt.

Redovisa den slutgiltiga versionen av din funktion ApproxArctan().



