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(5p) 1: a) Lat a = 19.872657 vara det exakta virdet. Avrunda a till 5 signifikanta siffror
for att fa ett ndrmevirde a. Ange dven en grans for relativa felet i a.

b) Lat x = 131.7891. Skriv x pa normaliserad form och ange en gréans for relativa
felet ndr x lagras pa en dator som anvinder flyttalsystemet (10,5, —99,99).

c) Laty = /1 + x,dér z = 0.7240.03. Berdkna ett ndrmevérde g med tillhérande
felgréns.

(4p) 2: Lét tabellen,

z | 13 15 16
flx) | 2172 2344 2475

med korrekt avrundade funktionsviarden vara given. Anvand linjéar interpolation och
berdkna en approximation till f(1.46). Gor dven en fullstdndig feluppskattning.

(4p) 3: Vi behover berdkna funktionen
flx)=v1+z—1,

for sma o pa en dator med maskinprecision p=1.11- 10715, Genomfor en berik-
ningsfelsanalys och hitta en grins for det relativa felet i det berédknade vérdet f(z).
Da analysen utfors skall du anta att alla berdkningar sker med ett relativt fel hogst
. Du skall dven anvénda din felgrans for att avgora om kancellation forekommer
da uttrycket berdknas. Om kancellation forekommer skall du dven foresla ett alter-
nativt uttryck som kan antas ge béattre noggranhet.

(4p) 4: Ekvationen
T = 3e

har en rot z* 1 narheten av 1.05.

a) Uppskatta felet i approximationen z* ~ & = 1.05.

b) Avgor om iterationsmetoden
Tpi1 = (2x, + 3e7")/3,

konvergerar mot roten x* da startviardet xy = 1.05 anviands. Motivera svaret
med hjalp av teorin for fixpunktsiteration. Du skall inte utféra nagra iteratio-
ner.



(4p) 5: Vi vill berdkna en approximation av integralen
0.8
I= f(z)dz,
0

givet foljande tabell med korrekt avrundade funktionsvarden.

z | 00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

f(x)‘0.7143 0.7786 0.8428 0.9062 0.9685 1.0291 1.0877 1.1437 1.1969

a) Anvind Trapetsmetoden och berdkna en approximation 7'(h) av I, med steg-
langden h = 0.4.

b) Ytterligare nagra approximationer till / har beréknats med hjalp av Trapets-
metoden, och olika stegléngder h. Fdljande resultat finns givna.

h | 02 0.1
T(h) | 0.77092 0.77122

Det &r kint att trunkeringsfelet for Trapetsmetoden ar T'(h) = I + Ry, dar

Rr ~ Ch?. Unyttja detta for att uppskatta trunkeringsfelet i approximationen
T(h =0.1) = 0.77122. Redovisa dina berikningar tydligt.

(4p) 6: En kubisk Beziér kurva ges av uttrycket
p(t) =1 —t)*P+3(1 = t)*tP, + 3(1 — )’ +t°Py, 0<t <1,
dar Py, P», P3 och P, ar styrpunkter.

a) Visa tydligt att kurvans tangent i startpunkten ¢ = 0 ar parallell med vektorn

P, — Py och att kurvans tangent i slutpunkten ¢ = 1 &r parallell med vektorn
P, — Ps.

b) Ge en definition av det konveza holjet tillhérande punkterna Py, Py, Py och Py.
Visa dessutom att den kubiska Beziér kurvan ligger inom det konvexa holjet
som ges av styrpunkterna Py, P, P3 och P,. Illustrera dessutom med en figur.

c) Lat P, = (0,0)T, P, = (1, 3)T, Py = (4,2)T och P, = (5, 1)T och 14t s(t)
vara den kubiska Beziér kurva som ges av dessa styrpunkter. Berdkna s(1/2)
och utnyttja tillgdnglig information for att gora en skiss som sa tydligt som

mojligt visar hur kurvan s(t) ser ut. Tank sdrskilt pa att skissen skall vara
kompatibel med a) och b).



(5p) 1:

(4p) 2:

(4p) 3:

Losningsforslag till tentan for TANA23 Juni 2023.

For a) anvundar vi till @ = 19.873 som har 5 signifikanta siffror. Absoluta felet blir
|Aa| < 0.5-1072 eftersom @ har 3 korrekta decimaler efter avrundningen. Dérfor
blir relativa felet begréinsat av |Aal/lal < 0.5-1073/19.8 < 0.26 - 10~%.

Uppgift b) ger ett flyttalssystem med maskinprecision p = 0.5-1075. Detta ir évre
gransen for det relativa felet da tal lagras pa datorn. Denna grans ar ju oberoende
av talet. Skriver vi &inda x pa normaliserad form far vi = 1.327891-1072. Vi méste
flytta decimalpunkten tva steg for att fa en siffra framfor. I uppgift ¢) berdknar vi
ett approximativt viirde j = v/1+7 = v/1+0.72 = 1.31 med |Rp| < 0.5- 1072

Felfortplantningsformeln ger
oy 1
Ayl < |==||Az| = | ——=||Az| < 0.01144.
18] 5 5 1Ac] = |3——i|lAa

Totala felet blir |Rror| < 0.01144 + 0.5 - 1072 < 0.017. Alltsd y = 1.31 & 0.02.

Newtons interpolations formel ger ansatsen p(z) = pi(x) + Rr(z) = ¢o + c1(x —
1.3)+co(z—1.3)(z—1.5), dér sista termen anvinds for trunkeringsfelet. Vi anvénder
nu tabellvérden och far p(1.3) = ¢y = 2.172 och p(1.5) = co+¢1(0.2) = 2.344, vilket
ger ¢; = 0.8600. Sista ekvationen &r p(1.6) = ¢+ ¢1(0.3) + ¢2(0.3)(0.1) = 2.475 som
ger co = 1.5. Alltsa

pi(x) = 2.172 4+ 0.86(z — 1.3) och Rp(z) = 1.5(x — 1.3)(z — 1.5).

Vi far f(1.46) ~ p;(1.46) = 2.3096 ~ 2.310 med |Rp| < 0.5-107® och Ry <
11.167(1.46 — 1.3)(1.46 — 1.5)] < 0.96 - 1072. Felet i funktionsvirden fran tabellen
ger ett fel Rxr < 0.5+ 1073 i svaret. Alltsd f(1.46) = 2.310+1.1-1072.

Berakningsordningen ar
flx)=V1i4+or—-1=+vVa—-1=b—-1=c,

Felfortplantningsformeln ger sedan

IAf|<| I|A|+| IIAbI+| I|A|—|\fHAaI+|1||N?I+|1|IACI<

Vva
N(|7| + |b] + |c]) = M(|§| + 1] + |z/2|) =~ 1.5u.

dar vi anvant konjugatuttryck och fatt

fo) = iTT 1= VIt e - DVItat]) o

Vit+z+1 2

om x &r liten. Det blir kancellation da det relativa felet blir |Af|/|f] < 3p/x. Det
relativa felet vixer alltsd da x blir mindre. Ett battre uttryck for f(x) vore att

anvanda .
I = A=

Da kommer inte kancellation att uppsta.



(4p) 4: For a) véaljer vi £ = 1.05. Den ekvation vi loser ar f(z) = 3e™® — x = 0. Felet
uppskattas med metodoberoende feluppskattningen

|f(z)] | —1.87-107*|

< < <92.107°.
RF@ T =201

Alltsa fas 2* = 1.0500 & 1 - 1074

For ) noterar vi att en fixpunktsiteration x,11 = (w,) konvergerar om |¢'(2*)| <
C < 1, forutsatt att startgissningen xq ligger tillrackligt nara z*. Vi berdknar

¢'(z) =(2-3e7)/3

och ¢'(z*) =~ ¢'(1.05) ~ 0.317. Da |¢'(z*)| << 1 drar vi slutsatsen att metoden
konvergerar. For att vara sidkra pa att vi far konvergens mot ratt rot sétter vi in
fixpunkten i iterationsformeln och far

* = p(x*) = (22" + 3¢7) /3, eller 3% = 22* + 3™,

vilket ar precis den ekvation vi bérjade med. Fixpunkten &r alltsa en rot.

(4p) 5: For a) tillimpar vi trapetsmetoden, med h = 0.4, och far

. . 714 1.1
I~T(h=04)= o.4(@+f(0.4)+@) 04" 72 3+0.9062+$) = 0.76964.

I b) observerar vi att, eftersom T'(h) = I + Ch?, det giller

T(2h) — T(h) =~ I + C(2h)* — I — Ch* = 3Ch*.
Alltsa, med h = 0.1, fas

Ry~ Ch* =~ %(T(2h) ~T(h)) = %(0.77092 —0.77122) = —1.00 - 10~*.
Detta &r en uppskattning av trunkeringsfelet fér approximationen 7'(h = 0.1).
(4p) 6: For a) tar vi uttrycket
p(t)=(1—t)*P+3(1 —t)’tP, + 3(1 — )’ +t°P;, 0 <t <1,
dar Py, P5, P3 och P, ar styrpunkterna, och deriverar. Detta ger
p'(t) = =3(1—1)* P4-3(—2(1—t)t+(1—1)*) Py+-3(—tt*+(1—1)2t) P3+-3t°P;, 0 <t < 1.
Satter vi sedan in ¢t = 0 fas
p'(0) = =3P, + 3P, = 3(P, — P,).

Detta visar att tangentriktningen for ¢ = 0 &r just P, — P;. Pa samma sétt far vi
p'(1) =3(Fs — P3).



[ Uppgift b) definierar vi det konveza héljet som alla punkter x som kan skrivas péa
formen x = a1 Py + o Py + a3 P3 + a4 Py dér {ay} ar positiva (alltsd ag > 0) reella
tal som uppfyller a; + as + az + a4 = 1. Att Beziér kurvan ligger inom det konvexa
holjer foljer da av att vikterna

a1(t) = (1-1)*,  ao(t) =3(1-t)*, as(t) =3(1—t)t?, ochay=t* 0<t<I,
uppfyller precis detta villkor eftersom de ar héarledda utifran
l=1P=01—t+t) =1t +3(1—t)*t+3(1 —t)t* + .

En lamplig skiss skulle kunna vara

Py
Py
P
Py
Konvexa holjet
For c¢) beraknar vi
1 1., 1,1 1.1, 1., 1 T

This means that the sketch will look something like

s(1/2) = (2.5,2)T

P1 = (O,O)T

Det ar inte viktigt att allt ar skalenligt men kurvan skall starta i P, med riktning
mot P, exempelvis.



