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(5p) 1: a) Lat a = 191.8882 vara det exakta virdet. Avrunda a till 5 signifikanta siffror
for att fa ett ndrmevirde a. Ange éven en gréns for det absoluta feleti a.

b) Lat z = 0.2433541. Skriv x pa normaliserad form och ange en gréns for relativa
felet ndr x lagras pa en dator som anvinder flyttalsystemet (10,5, —99,99).

x/2

c) Lat y = e"?, dér x = 0.72 £ 0.03. Berdkna ett ndrmevérde y med tillhérande

felgréns.

(4p) 2: Lét tabellen,

¢ | 11 13 15 17 19
S(x) | 1.871 1.719 1.683 1.646 1.592

med korrekt avrundade funktionsviarden vara given. Anvand linjéar interpolation och
berdkna en approximation till f(1.61). Gor dven en fullstdndig feluppskattning.

(4p) 3: Vi behover berdkna funktionen
f(z) =¢* =3z

for sma x pa en dator med maskinprecision p=1.11- 10715, Genomfor en berik-
ningsfelsanalys och hitta en grins for det relativa felet i det berédknade vérdet f(z).
Da analysen utfors skall du anta att alla berdkningar sker med ett relativt fel hogst
. Du skall dven anvénda din felgrans for att avgora om kancellation forekommer
da uttrycket berdknas. Om kancellation forekommer skall du @ven foresla ett alter-
nativt uttryck som kan antas ge béattre noggranhet.

(4p) 4: Ekvationen
f(x) =32+ —¢€”

har en rot z* 1 narheten av 0.65.

a) Uppskatta felet i approximationen z* ~ & = 0.65.

b) Anvind Newton-Raphsons metod och berikna en approximation av xz* med
atminstone 5 korrekta decimaler (skall visas!)

c) Konvergerar Newton-Raphsons metod kvadratiskt mot roten z* fér denna
funktion f(x)? Motivera svaret med hjélp av kéinda egenskaper hos Newton-
Raphsons metod och egenskaper for roten x*.



(4p) 5: a) En funktion s(z) ges av tva tredjegrads polynom enligt

s(z) s1(z) = 0.8 4+ 0.2z — 0.422, 0<zx <1,
) se(z) =06 —-06(x—1)—04(z—1)>—-04(z—1)3 1<zx<2

Ar s(x) en kubisk splinefunktion? Visa dina berdkningar. Avgor dven om s(z)
ar en naturlig kubisk spline?

b) For att undersoka trunkeringsfelet for kubisk spline interpolation interpolerar

vi en funktion f(z) pa intervallet [0, 1] med noder 0 = z; <z < ... <z, = L.
Vi anvénder olika antal noder n och far féljande tabell
n | 11 21 41 81

Rr(h) | 5.37-107° 3.41-10° 219-107 1.35-10°°

dér h ar steglingden. Utnyttja ovanstaende tabell och antagandet att Ry (h) ~
ChP for att bestdémma metodens noggranhetsordning p.

(4p) 6: Vi har en andra ordningens ordinér differentialekvation

y' =2y(1+5?%), y0)=1,1¢(0)=2.

Skriv om ekvationen som ett system av forsta ordningens differnetialekvationer.
Utnyttja dven Euler’s metod for att berdkna en approximation av 16sningen y(0.4),
da steglingden h = 0.2 anvands.



(5p) 1:

(4p) 2:

(4p) 3:

(4p) 4:

Losningsforslag till tentan for TANA23 Juni 2023.

For a) avrundar vi till @ = 191.89 som har 5 signifikanta siffror. Absoluta felet blir
|Aa| <0.5-1072 eftersom a har 2 korrekta decimaler efter avrundningen.

[ uppgift b) skriver vi x = 2.433541-107! som #r p& normaliserad form, alltsi en si-
frra framfor decimalpunkten. Flyttalssystemet (10,5, —99,99) har maskinprecision
i =0.5-107°. Detta dr 6vre grinsen for det relativa felet da tal lagras pa datorn.
Denna grins ar ju oberoende av talet. I uppgift ¢) berdknar vi ett approximativt
virde § = exp(z/2) = exp(0.72/2) = 1.43 med |Rp| < 0.5- 1072, Felfortplantnings-
formeln ger

Ayl S | HM\ = I—eXp(ﬂf/Q)HAx\ < 0.022.

Totala felet blir |Rror| < 0.022 +0.5- 1072 < 0.027. Alltsd y = 1.43 £ 0.03.

Newtons interpolations formel ger ansatsen p(z) = pi(x) + Rr(z) = ¢o + ¢1(z —
1.5)+co(x—1.5)(x—1.7), dér sista termen anvénds for trunkeringsfelet. Vi anvinder
nu tabellvirden och far p(1.5) = ¢y = 1.683 och p(1.7) = ¢y +¢1(0.2) = 1.646, vilket
ger ¢; = —0.185. Sista ekvationen &r p(1.9) = ¢y + ¢1(0.4) + ¢2(0.4)(0.2) = 1.592
som ger co = —0.2125. Alltsa

p1(z) = 1.683 — 0.185(x — 1.5) och Ry(z) = —0.2125(x — 1.5)(z — 1.7).

Vifar £(1.61) ~ p;(1.61) =~ 1.663 med | Rp| < 0.5-10~% och Ry < |—0.2125(1.61—
1.5)(1.61 — 1. 7)| < 0.23 - 1072 Felet i funktionsvirden fran tabellen ger ett fel
Rxr < 0.5-1073 i svaret. Alltsd f(1.46) = 1.663 4 - 1072,

berdkningsordningen ar

flz)=e"—3z=a—-3zx=a—-b=c,

och felfortplantningsformeln ger
AfIS | ||A |+| ||Ab| +| ||A | = ] Aal + [1[]AD] + [1][Ac] S

pllal + 0] + [ef) = p([1] + 32| + [1]) = 24,

dér vi anvint e” &~ 1, f(z) = ¢ ~ 1 da x &r liten. Det finns ingen risk fér kancellation
hér. Det relativa felet &r begriansat av 24 (eftersom funktionsvérdet ér f(x) ~ 1).

Fér a) viljer vi Z = 0.65. Den ekvation vi 16ser dr f(x) = 322 + x — e® = 0. Felet
uppskattas med metodoberoende feluppskattningen

@) _ 21107
TG/ RXT

Alltsa fas * = 0.6500 + 8 - 1074,

<7.1-107%

ERE DS



(4p) 5:

(4p) 6:

For b) formulerar vi Newton-Raphsons metod

Tpp1 =z — flzn)/ f(2),

dir f'(z) = 6z 4+ 1 —¢e®. Med zy = 0.65 fas z; = 0.649343542372719 och z, =
0.649343247192474 som sakert racker. Vi viljer & = 0.649343 och upprepar meto-
doberoende feluppskattningen

f@)| _|=74-107"]

< <25-1077.
|f'(z)] 2.98]

[z — 2" 5

Alltsa fas z* = 0.649343 + 3 - 10~7. Som har 6 korrekta decimaler.

For ¢) noterar vi bara ett eftersom f’(x) &~ 3 néra roten har vi sikert en enkelrot.
Newton—-Raphsons metod skall konvergera kvadratiskt mot enkelrétter.

For a) undersoker vi kontinuitetsvillkoren. s;(1) = 0.6 = s5(1), sj(1) = —0.6 =
s5(1) och dven s{(1) = —0.8 = s5(1). Alltsa ar s(x) en kubisk spline. Vi berdknar
dven s7(0) = —0.8 och drar slutsatsen att s(x) inte &r en naturlig kubisk spline d&
en sidan har s”(z) = 0 i1 bagge dndpunkterna.

I b) antar vi att, eftersom Rp(h) ~ Ch? och far

Eftersom intervall langden &r 1 blir steglangden A = 1/(n — 1) och antalet noder i
tabellen svarar mot h = 0.1, h = 0.05, h = 0.025 och h = 0.0125. Exempelvis for
h =0.025 (eller n = 41) fas

Rp(0.05) 3.41-107°
Rr(0.025) ~ 2.19- 107

~ 15.6 ~ 2%

Noggranhetsordningen verkar alltsa vara p = 4 vilket stdmmer med teorin.

Vi infoér en ny obekant v = 3. D& ér v' = y” = 2y(1 +y?) och vi kan skriva som ett

system /
(g) :<2y(1v+y2))’ (zggg):G)

Anvénder vi Euler’s metod fas, med h = 0.2,

(gi):(zg)m(?yo(lvly%)):(;é)'

P4 liknande sétt fas (yo, v2)7 = (1.96,4.576)T. Vi far alltsa att y(0.4) ~ y, = 1.96.



