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(5p) 1: a) Lat a = 31.881134 vara det exakta virdet. Avrunda a till 4 signifikanta siffror
for att fa ett ndrmevirde a. Ange dven en grans for relativa felet i a.

b) Lat 2 = 0.09034113. Skriv x pa normaliserad form och ange en gréns for relati-
va felet nér x lagras pa en dator som anvinder flyttalsystemet (10,3, —99,99).

c) Lat y = exp(z + 2?), dir z = 0.35 & 0.02. Berikna ett nirmevirde y med
tillhérande felgréns.

(4p) 2: Vi vill berdkna en approximation av integralen

1= [ s

givet foljande tabell med korrekt avrundade funktionsvarden.

z | 00 025 05 075 1.0
f(x) | 1.3499 1.0559 0.8093 0.6116 0.4575

a) Anvind Trapetsmetoden och berdkna en approximation T'(h) av I, med steg-
langden h = 0.5.

b) Ytterligare nagra approximationer till I har beréknats med hjilp av Trapets-
metoden, och olika steglangder h. Foljande resultat finns givna.

h | 025 0.125
T(h) | 0.8451 0.8423

Det ar ként att trunkeringsfelet for Trapetsmetoden ar T'(h) = I + Ry, dér
Ry =~ Ch?. Unyttja detta for att uppskatta trunkeringsfelet i approximationen
T(h = 0.125) = 0.8423. Redovisa dina berdkningar tydligt.

(4p) 3: Vi behover berdkna funktionen
flx)=vid+z—2,

for sma o pa en dator med maskinprecision p=1.11- 10715, Genomfor en berik-
ningsfelsanalys och hitta en grins for det relativa felet i det berédknade vérdet f(z).
Da analysen utfors skall du anta att alla berdkningar sker med ett relativt fel hogst
1. Du skall dven anvénda din felgrans for att avgora om kancellation forekommer
da uttrycket berdknas. Om kancellation forekommer skall du dven foresla ett alter-
nativt uttryck som kan antas ge béattre noggranhet.



(4p) 4: Ekvationen

2% = 2exp(l — x)

har en rot z* 1 narheten av 1.25.

a)

b)

(4p) 5: a)

b)

Avgdr om iterationsmetoden
Tpi1 = (21, + e 7" — 2%/2)/2,

konvergerar mot roten x* da startviardet xy = 1.25 anviands. Motivera svaret
med hjalp av teorin for fixpunktsiteration. Du skall inte utféra nagra iteratio-
ner.

Vi approximerar roten z* med T = 1.248793. Uppskatta felet i approximatio-
nen r ~ x*.

En funktion s(z) ges av tva tredjegrads polynom enligt

s(z) = s1(z) = 0.8 4+ 0.2z — 0.4, 0<x<1,
T se(@)=a+blx—1)—04(x—1)2-04(x—1)3, 1<z<2,

dér a och b ar okdnda konstanter. Ange tydligt de krav som maste vara upp-
fyllda for att s(x) skall vara en kubisk splinefunktion. Bestam &ven véirden pa
a och b som gor att s(x) uppfyller kraven och alltsa &r en kubisk spline.

For att understka trunkeringsfelet for kubisk spline interpolation interpolerar
vi en funktion f(z) pa intervallet [0, 1] med noder 0 = 21 < 29 < ... <z, = 1.
Vi anvénder olika antal noder n och far féljande tabell

n | 11 21 41 81
Ry(h) | 537-107° 341-10°° 219-1077 1.35-10°°

dér h ar steglingden. Utnyttja ovanstaende tabell och antagandet att Rp(h) ~
ChP for att bestamma metodens noggranhetsordning p.

(4p) 6: Vi har en andra ordningens ordinér differentialekvation

y'+2y =y, y(0)=1,y(0) =1

Skriv om ekvationen som ett system av forsta ordningens differentialekvationer.
Utnyttja dven Euler’s metod for att berdkna en approximation av 16sningen y(0.2),
da stegléngden A = 0.1 anvénds.



Losningsforslag till tentan for TANA23 Maj 2024.

(5p) 1: For a) anvundar vi till @ = 31.88 som har 4 signifikanta siffror. Absoluta felet blir
|Aa| < 0.5-1072 eftersom @ har 2 korrekta decimaler efter avrundningen. Dérfor
blir relativa felet begréinsat av |Aal/la] < 0.5-1072/31.88 < 1.6 - 10~*.

Uppgift b) ger ett flyttalssystem med maskinprecision p = 0.5-1073. Detta &r évre
gransen for det relativa felet da tal lagras pa datorn. Denna grans ar ju oberoende
av talet. Skriver vi &inda x pa normaliserad form far vi = 9.034113-1072. Vi méste
flytta decimalpunkten tva steg for att fa en siffra framfor. I uppgift ¢) berdknar vi
ett approximativt virde j = exp(z + 2?) = exp(0.35 + 0.35?) = 1.60 med |Rp| <
0.5 - 1072, Felfortplantningsformeln ger

IAy|<| |IM| |exp(z + 2°)(1 + 2z)||Az| < 0.055.

Totala felet blir |Rror| < 0.055 + 0.5 - 1072 < 0.06. Alltsa y = 1.60 4 0.06.

(4p) 2: For a) tillimpar vi trapetsmetoden, med h = 0.5, och far

1. 1.34 4
I~T(h=05)= 0.5(@#(0 5)+¥) = 0.5( 32 99+0.8093+OT575) — 0.8565.

I b) observerar vi att, eftersom T'(h) = I + Ch?, det giller
T(2h) — T(h) ~ I + C(2h)* — I — Ch* = 3Ch*.

Alltsa, med h = 0.125, fas

1 1
Ry = Ch* = <(T(2h) =T (h)) = 5(T/(0.25)~T/(0.125)) 5(0.8451-0.8423) = 9.34-10~",

Wl

Detta dr en uppskattning av trunkeringsfelet for approximationen 7'(h = 0.125).

(4p) 3: Berdkningsordningen &r
flx)=vVi+r—-2=Va—-2=b-2=c,

Felfortplantningsformeln ger sedan

AF1 5 G180l + (G148 + 1A = [5=l|al + [L1AH + [1]]Ad] <
Ja 2
B2+ 1ol +lel) & 5]+ 2]+ |z /4)

dér vi anvant konjugatuttryck och fatt

T oa. WV2HE- (V2 a2

flz) = NoETE

rbl&



(4p) 4:

(4p) 5:

om z &r liten. Det blir kancellation da det relativa felet blir |Af|/|f] < 12u/.
Det relativa felet vixer alltsa da x blir mindre. Ett béttre uttryck for f(z) vore att
anvanda

= rye

Da kommer inte kancellation att uppsta.

For a) kontrollerar vi forst att vi far konvergens mot réatt rot genom att sétta
fixpunkten i iterationsformeln. Vi far

(a%) = (22" + '™ — (27)%/2)/2.
Multiplicerar vi med 2, stryker termen 2x*, och sedan multiplicerar med 2 igen, fas
0=2e""" — (2%)?

vilket &r precis den ekvation vi borjade med. Fixpunkten ar alltsa en rot. Fix-
punktsiteration z,,1 = ¢(x,) konvergerar om |¢'(z*)| < C < 1, férutsatt att
startgissningen x ligger tillrdckligt néra x*. Vi berdknar

O(z)=(2—e"" —2)/2.

och ¢'(z*) ~ ¢/(1.25) ~ —0.0144. Da |¢'(z*)| << 1 drar vi slutsatsen att metoden
konvergerar. Konvergensen bor vara rejalt snabb.

For b) s& noterar vi att vi loser f(x) = 0 dir f(z) = 2? —2exp(1 — ). Vi beréknar
aven f'(xr) = 2z + 2exp(1 — z). Felet uppskattas med metodoberoende feluppskatt-
ningen

|f(z)]  |1.24-107°]

T—af| < S < <3.1-107".
TR p@ < o)
Alltsa fas x* = 1.2487930 £ 4 - 107",
For a) sa ar en funktion en kubisk spline, med noder z;, i = 0, ..., n, om

(a) s(x) ges av ett tredjegradspolynom s;(x) pa varje delintervall z; < z < x;41,
i=0,1,...,n—1.

(b) s(z), s'(x) och s"(z), ar kontinuerliga i skarvpunkterna z;, i = 1,2,...,n — 1.

Vi kan nu utnyttja villkoren ovan for att hitta a och b. Forst berdknar vi s1(1) = 0.6
och s7(1) = —0.6. For kontinuitet krdvs da &dven att sy(1) = a = 0.6 och att
s5(1) = b = —0.6. Vi kan &dven kontrollera att s7(1) = —0.8 = s5(1) och alltsa &r
s(x) en kubisk spline men det krdvs inte i uppgiften.

I b) antar vi att, eftersom Rp(h) ~ Ch? och far

Rr(2h)
Ry (h)

~ 2P,




(4p) 6:

Eftersom intervall langden &r 1 blir steglingden h = 1/(n — 1) och antalet noder i
tabellen svarar mot h = 0.1, h = 0.05, h = 0.025 och A = 0.0125. Exempelvis for
h = 0.025 (eller n = 41) fas

Rp(0.05) 3.41-107°

~ ~ 15.6 ~ 2*.
R7(0.025) 2.19-10°7

Noggranhetsordningen verkar alltsa vara p = 4 vilket stimmer med teorin.

Vi infér en ny obekant v = ¢'. D& blir v/ = y” och vi kan skriva ekvationen som
v' + 20 = y?. Skriver vi det som ett system fés

(1) -(ela) (50)-(1)

Anvénder vi Euler’s metod fas, med h = 0.1,

() =(m)n( o )= (b3):

P4 liknande sétt fas (yo, v2)T = (1.19,0.841)T. Vi far alltsa att y(0.2) &~ y, = 1.19.



