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(5p) 1:

(4p) 2:

(4p) 3:

a) Lat x = 77.10938 vara det exakta virdet. Avrunda z till 4 signifikanta siffror
for att fa ett ndrmeviarde z. Ange dven en gréns for det absoluta felet och
antalet korrekta decimaler i ndrmevardet .

b) Lat z = 11.37 och y = 0.2231 vara tva tal som bégge lagrats pa en dator
som anvander talsystemet (10,3, —99,99). Antag att vi vill berdkna z = z +y.
Vilket ar det tal z, i talsystemet, som bést approximerar det exakta resultatet
z? Ange dven en Gvre grans for det relativa felet i z.

c) Lat f(z) = (1 +cx)?, dir ¢ = 0.71+0.03. Beriikna ett narmevérde till f(0.96)
med tillhérande felgréns.

Lat tabellen,

z | 03 05 06
f(x) ] 0.541 0.624 0.668

med korrekt avrundade funktionsviarden vara given. Anvand linjér interpolation och
berékna en approximation till f(0.43). Gor dven en fullstédndig feluppskattning.

Vi behover berakna funktionen
f(x) =vV2+sinz — 1,

for sma z pa en dator med maskinprecision g =1.11-1071%, Genomfér en berik-
ningsfelsanalys och hitta en gréins for det relativa felet i det berdknade vérdet f(x).
Da analysen utfors skall du anta att alla berédkningar sker med ett relativt fel hogst
. Du skall &ven anvénda din felgrans for att avgora om kancellation forekommer
da uttrycket berdknas. Om kancellation forekommer skall du @ven foresla ett alter-
nativt uttryck som kan antas ge béattre noggranhet.



(4p) 4: Ekvationen

(4p) 5:

2% = 2exp(l — x)

har en rot z* 1 narheten av 1.25.

a)

b)

c)

a)

b)

Hitta en béttre approximation av roten z* genom att utfora 3 iterationer med
Newton-Raphsons metod, och start gissnigen xq = 1.25.

Vi approximerar roten z* med T = 1.248793. Uppskatta felet i approximatio-
nen T ~ r*.
Anvinder vi istéllet Newton-Raphson’s metod och startgissnigen zy = 1.5 far
vi
Tp |z — x|
1.5 2.51-1071
1.253875246 | 5.08 -1073
1.248794115 | 1.42-1076
3 | 1.248792696 | 1.09 - 10~13

Utnyttja siffrorna i tabellen for att avgora om x* ~ 1.248793 ar en enkel eller
dubbel root. Motivera din slutsats noggrant.

o = O

Splineinterpolation kan anvindas for att approximera en funktion y = f(z).

Vi har en tabell

z |2 -1 0 1 2
F@) 10 1 3 1 0

och vill approximera f(z) med en kubisk spline s(z). Beskriv tydligt de villkor
som méste vara uppfyllda for att s(z) skall vara en kubisk spline som inter-
polerar tabellen ovan. Ar den givna informationen tillriicklig for att s(x) skall
bli entydigt bestamd?

Lat

s(:p)—{x3+1 0<z <1,

2% — 32% + 4x 1<z<2.

Ar s(x) en kubisk spline?

For att undersoka trunkeringsfelet for kubisk spline interpolation interpolerar
vi en funktion f(z) pa intervallet [0, 1] med noder 0 = 21 < 9 < ... <z, = 1.
Vi anvénder olika antal noder n och far féljande tabell

n | 11 21 41 81
Rp(h) | 537-107° 341-10°° 219-1077 1.35-10°°

dar h ar steglingden. Utnyttja ovanstaende tabell och antagandet att Ry (h) ~
ChP for att bestdmma metodens noggranhetsordning p.

(4p) 6: Vi har en andra ordningens ordinér differentialekvation

y'(t) +ty'(t) = 3(L+)y(t), y(0)=0,4(0) =1

Skriv om ekvationen som ett system av forsta ordningens differentialekvationer.
Utnyttja dven Euler’s metod for att berdkna en approximation av 16sningen 3(0.2),
da stegléngden A = 0.1 anvénds.



(5p) 1:

(4p) 2:

(4p) 3:

Losningsforslag till tentan for TANA23 Maj 2025.

For a) anvundar vi till @ = 77.11 som har 4 signifikanta siffror. Absoluta felet blir
|Aa| <0.5-1072 eftersom a har 2 korrekta decimaler efter avrundningen.

Uppgift b) det exakta resultatet z = x + y = 11.37 4+ 0.2231 = 11.5931 eller z =
1.15931 - 10*. Den bésta approximationen inom talsystemet blir da z = 1.159 - 10*.
Flyttalssystemet har maskinprecision p = 0.5 - 1073, Detta dr évre griansen for det
relativa felet da tal lagras pa datorn. Denna grans éar ju oberoende av talet. I uppgift
c) berdiknar vi ett approximativt viirde § = £(0.96) = (1 +0.71-0.96)? = 2.83 med
|Rp| < 0.5- 1072 Felfortplantningsformeln ger

9
1Ay| < |a—z||Ac| = [2(1 + cx)z||Ac| < 0.007.

Totala felet blir |Rror| < 0.097 +0.5-1072 < 0.11. Alltsd y = 2.83 & 0.11.

Newtons interpolations formel ger ansatsen p(z) = py(z)+Rr(z) = co+c1(z—0.3)+
ca(x —0.3)(x — 0.5), dér sista termen anvénds for trunkeringsfelet. Vi anvinder nu
tabellvirden och far p(10.3) = ¢y = 0.541 och p(0.5) = ¢o + ¢1(0.2) = 0.624, vilket
ger ¢; = 0.4150. Sista ekvationen &r p(0.6) = ¢+ ¢1(0.3) + ¢2(0.3)(0.1) = 0.668 som
ger co = 0.833. Alltsa

p1(z) = 0.541 + 0.415(x — 0.3) och Rp(z) = 0.833(z — 0.3)(z — 0.5).

Vi far £(0.43) = p1(0.43) = 0.5949 ~ 0.595 med |Rp| < 0.5-1073 och Ry <
10.833(0.43 — 0.3)(0.43 — 0.5)] < 0.76 - 1072. Felet i funktionsviirden fran tabellen
ger ett fel Rxr < 0.5-1073 i svaret. Alltsa f(1.46) = 0.595 4+ 0.9 - 1072

Berékningsordningen ar
f@)=+v2+sin(z) —1=v2+a—-1=vVb—1=c—1=d,

Felfortplantningsformeln ger sedan

Af| S Aal+ Ab|+ Acl+ Ad| = Aal+ Ab|+|1||Ac
|||||||||||||||||||\/—||||\[|||||||

Vb

HA S pllsZm==I+I[+lel+]d]) = u(lo—= V21 V2 1) ~ 154,

+l—

a
22 +a 2f V2
dar vi anvint @ ~ x och b ~ 2, da x ar litet. Det blir ingen kancellation da
|f(x)| ~ |\/§ — 1| &= 0.41 och relativa felet, |Af|/|f| < 3.76p halls begriansat &ven

for mycket sma x.



(4p) 4: For a) infor vi forst en funktion f(z) = 22 —2exp(1—x) och beréiknar dess derivata
f'(x) = 2x 4+ 2exp(1l — x). Newton—Raphson’s metod &r

ooy = 1 — f ()
i f(we)

Anvinder vi start gissningen xg = 1.25 fas x1 = 1.248792776033491, x5 = 1.248792696686403
och z3 = 1.248792696686402. Riktigt snabb konvergens och det &r inte sikert att
en mini-rdknare ser skillnad pa x5 och xs.

For b) later vi & = 1.248793 och uppskattar felet som

_ . |f(Z)| 1.24.10°6
TR pE) < 205

< 0.31-1076.

vilket &r precis den ekvation vi borjade med. Fixpunkten ar alltsa en rot. Fix-
punktsiteration z,,1 = ¢(x,) konvergerar om |¢'(z*)| < C < 1, forutsatt att
startgissningen xq ligger tillrackligt nara z*. Vi berdknar

O(z)=(2—e"" —2)/2.

och ¢'(z*) = ¢'(1.25) = —0.0144. Da |¢'(2*)| << 1 drar vi slutsatsen att metoden
konvergerar. Konvergensen bor vara rejéilt snabb.

Fér ¢) si noterar vi att |1 — 2> = (5.08 - 1073)? ~ 2.6 - 1075, och |z, — z*|* =
(1.42-107%)? ~ 2.0 - 1072, Det stémmer hyfsat med att |z — 2*| &~ C|zp — 2*|?
om C =~ 0.055. Alltsa kan vi se att konvergensen verkar kvadratisk. Det ar kint
att Newton-Raphsons metod har kvadratisk konvergens for enkelrotter och linjar
konvergens for dubbel rotter. Alltsa dr detta en enkelrot.

(4p) 5: For a) De villkor som s(x) skall uppfylla for att vara en kubisk spline &r (i) pa var-
je delintervall [x;, z;,1] skall s(x) vara given som ett tredjegradspolynom, och (i)
s(x), s'(x) och s"(x) skall vara kontinuerliga pa hela intervallet [xy, z,]. Dessutom
skall (4i7) interpolationsvillkoren s(x;) = f(z;) vara uppfyllda. Den givna informa-
tionen dr inte tillréicklig for att s(x) skall bli entydigt bestdmd. Det krivs dven tva
andpunktsvillkor.

For b) sa dr s(z) en kubisk spline da s(x), s'(x) och s”(z) &r kontinuerliga vid
x = 1. Dessutom ges s(x) av tredjegradspolynom.
I ¢) antar vi att, eftersom Rr(h) ~ Ch? och far
ftr(2h) ~~ 2P,
Ry (h)

Eftersom intervall langden &r 1 blir steglangden A = 1/(n — 1) och antalet noder i
tabellen svarar mot h = 0.1, h = 0.05, h = 0.025 och h = 0.0125. Exempelvis for
h =0.025 (eller n = 41) fas

Rp(0.05) 3.41-107°
Rr(0.025) ~ 2.19-10-7

~ 15.6 ~ 2%
Noggranhetsordningen verkar alltsa vara p = 4 vilket stammer med teorin.
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(4p) 6: Vi infér en ny obekant v = y'. Da blir v" = 3" och vi kan skriva ekvationen som
v+ tv = 3(1 + t)y. Skriver vi det som ett system fas

(1) =Gt ) C0) (1),

Anvénder vi Euler’s metod fas, med h = 0.1, to = 0 och t; = 0.1,

()= () =2 Canmum ) = (10):

P4 liknande sétt fas (yo,v2)? = (0.2,1.023)T. Vi far alltsa att y(0.2) ~ y, = 0.2.



