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(5p) 1:

(4p) 2:

(4p) 3:

a) Lat x = 0.027541395 vara det exakta virdet. Avrunda z till 5 signifikanta
siffror for att fa ett ndrmevarde z. Ange éven en gréns for det absoluta felet
och antalet korrekta decimaler i ndrmevérdet .

b) Lat = = 103.231 och y = 19.5793 vara tva tal som bégge lagrats pa en dator
som anvander talsystemet (10,3, —99,99). Antag att vi vill berdkna z = z —y.
Vilket ar det tal z, i talsystemet, som bést approximerar det exakta resultatet
z? Ange dven en Gvre grans for det relativa felet i z.

c) Lat f(x) = cicos(cox?), dir ¢; = 0.71 &r exakt och ¢y = 1.25 + 0.03. Berikna
ett ndrmevérde till £(0.83) med tillhorande felgrans.

Lat tabellen,

z | 10 1.4 1.8 2.2
f(z) | 1.3442 1.6350 1.8508 1.9912

med korrekt avrundade funktionsviarden vara given. Anvand linjér interpolation och
berékna en approximation till f(1.67). Gor dven en fullstédndig feluppskattning.

Vi behover berakna funktionen

f(x) = exp(Vz) — cos(z),

for sma  pa en dator med maskinprecision p=1.11- 1071, Det dr kint att

fx) = va+ O(x),

for sma x. Genomfor en berdkningsfelsanalys och hitta en gréans for det relativa felet
i det berdknade virdet f(x). Da analysen utfors skall du anta att alla berdkningar
sker med ett relativt fel hogst . Du skall dven anvanda din felgréns for att avgora
om kancellation forekommer da uttrycket berdknas.



(4p) 4: Vi vill berdkna en approximation av integralen

1= [ sy

givet foljande tabell med korrekt avrundade funktionsvarden.

x ‘ 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

f(x)‘1.0504 1.0300 1.0109 0.9931 0.9764 0.9608 0.9464 0.9330 0.9207

a) Anvind Trapetsmetoden och berdkna en approximation 7'(h) av I, med steg-
langden h = 0.4.

b) Ytterligare nagra approximationer till / har beréknats med hjalp av Trapets-
metoden, och olika stegléngder h. Fdljande resultat finns givna.

h | 02 0.1
T(h) | 0.78385 0.78362

Det &r kint att trunkeringsfelet for Trapetsmetoden ar T'(h) = I + Ry, dar
Rr ~ Ch?. Unyttja detta for att uppskatta trunkeringsfelet i approximationen
T(h =0.1) = 0.78362. Redovisa dina berikningar tydligt.

(4p) 5: Ekvationen
e =1+ 32?

har en rot z* 1 narheten av 0.48.

a) Formulera Newton-Raphsons metod for att berdkna en rot till ekvationen
f(x) = 0. Genomfor dven tva iterationer med metoden och startgissningen

b) Visa att felet i en approximation Z av roten z* till ekvation f(z) = 0 kan
uppskattas med
. |/ (7]

T e

dér £ ligger i intervallet (z,z*).
c) Vi approximerar roten z* med z = 0.4780. Uppskatta felet i approximationen

T~ x*.

(4p) 6: Vi har tidsberoende ekvation differentialekvation

v+t =5 [ N (0 =1

Skriv om ekvationen som ett system av forsta ordningens differentialekvationer.
Utnyttja dven Euler’s metod for att berdkna en approximation av 16sningen 3(0.2),
da steglingden h = 0.1 anvands.



(5p) 1:

(4p) 2:

(4p) 3:

Losningsforslag till tentan for TANA23 Juni 2026.

For a) anvundar vi till # = 0.027541 som har 5 signifikanta siffror. Absoluta felet
blir |[Az| < 0.5-107° eftersom Z har 6 korrekta decimaler efter avrundningen.

Uppgift b) det exakta resultatet &r z = = — y = 103.231 — 19.5793 = 83.65170
eller z = 8.365170 - 10'. Den bésta approximationen inom talsystemet blir da z =
8.365-10'. Flyttalssystemet har maskinprecision p = 0.5-1073. Detta dr 6vre grinsen
for det relativa felet da tal lagras pa datorn. Denna grans ar ju oberoende av talet. I

uppgift ¢) beriknar vi ett approximativt virde § = f(0.83) = 0.71 cos(1.25-0.83%) =
0.4626249 . .. ~ 0.46 med |Rp| < 0.5 - 1072, Felfortplantningsformeln ger

0
|Ay| < |%||A02| = | — ¢y sin(cpr?)2?| | Acy| < 0.012.
2

Totala felet blir |Rror| < 0.012+ 0.5-1072 < 0.02. Alltsa y = 0.46 + 0.02.

Newtons interpolations formel ger ansatsen p(x) = pi(x)+Rp(x) = co+cr(x—1.4)+
co(x — 1.4)(x — 1.8), dér sista termen anvénds for trunkeringsfelet. Vi anvinder nu
tabellvirden och far p(1.4) = ¢y = 1.6350 och p(1.8) = ¢o + ¢1(0.4) = 1.8508, vilket
ger ¢; = 0.5373. Sista ekvationen ar p(2.2) = ¢y + ¢1(0.8) + ¢2(0.8)(0.4) = 1.9912
som ger ¢o = —0.23562. Alltsa

pi(z) = 1.6350 4+ 0.5373(z — 1.4) och Rp(z) = —0.23562(x — 1.4)(z — 1.8).

Vi far £(1.67) ~ p1(0.43) = 1.7806650 ~ 1.781 med |Rp| < 0.5- 1073 och Ry <
| —0.23562(1.67 — 1.4)(1.67 — 1.8)] < 0.828 - 1072. Felet i funktionsviirden fran
tabellen ger ett fel Rxp < 0.5-107* i svaret. Alltsa f(1.46) = 1.781 +£9-1073.

Berakningsordningen ar

f(x) = exp(v/x) — cos(z) = exp(a) —b=c—b=d.
Felfortplantningsformeln ger sedan
of af of of

Af] S 1==]|A —||Ab|+|==||Ac|+|==||Ad| = Aal+|b]|AD|+|1||Acl+|1]|Ad
A1 S 19T a5 A+ 2 A+ 5L 13l = exp(a) | Aal+1pl| A0+ 1| Act+1] [ Ad

exp(a) !
< L
déar vi anvant a &~ d &~ y/z och b =~ ¢ = 1, da z ar litet. Relativa felet, |[Af]/|f] <
/. Da det relativa felet vixer obegréansat for sméa x har vi kancellation.

1
|+ {61+ lef + |]) %M(\ﬁ\ 1+ 1+ [Val) =



(4p) 4: For a) noterar vi att om h = 0.4 s& ger Trapetsmetoden approximationen
1.0 1.8
T(0.4) = 0.4 - (% +f(14) + %) ~ 0.78477.

For b) anvinder vi att T'(h) = I +Ch? vilket ger T'(2h) = I+ C4h*. Vi subtraherar
och far
T(2h) —T(h) = I + C4h* — I — Ch* = 3Ch>.

Alltsé, med h = 0.1 fas Rp(h = 0.1) = Ch? = 3(T(0.2) = T(0.1)) = 7.7- 107°.

(4p) 5: For a) sa skriver vi bara upp Newton-Raphsons metod som

xk+1:xk_f(xk)/f,(xk)7 k:071727'~~7

dir f(x) = e!'™® — 1 — 322, Vi méaste berikna derivatan f’(z) = —e!~™® — 6x och kan
sedan tillimpa metoden. Enklast dr att gora en liten tabell:

k Ty, ACD) f'(xn)

0 0.48 —9.1723 - 1073 | -4.5620

1| 0.4779875 | —8.7253 - 107% | -4.553

21 0.4779875

Metoden konvergerar sa snabbt att det inte blir nagon storre skillnad pa xq och x,.
For b) anvinder vi Medelvirdessatsen och det faktum att f(z*) = 0 och far
f(@) = f(x) = f(a") = f(E) (@) —27),

dar ¢ ligger mellan z och x*. Vi far alltsa

) /(|

|z — 2*| =~ ,

|/(€)]

vilket blir feluppskattningen. I ¢) tillampar vi feluppskattningen, med z = 0.4780.
Vi beréknar f(7) = —5.6929 - 107° och f/(z) = —4.5534. Feluppskattningen ger da

7ot~ M@ @ 57107
PO 1@ 45

<1.3-1075.

(4p) 6: Vi infor en ny obekant

Da blir v = y(¢) och vi kan skriva ekvationen som v’ + ty = bv. Skriver vi det som

ett system fas
(=) C6)-0)

Anvénder vi Euler’s metod fas, med h = 0.1, £ty = 0 och t; = 0.1,

()= () =n(u™) = (1)

P4 liknande sétt fas (yo, v2)? = (1.04,0.2)T. Vi far alltsd att y(0.2) ~ yo = 1.04.



