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Sammanfattning

Numerisk derivering leder till svarigheter da problemet &r instabilit i den meningen att
sma storningar i anvinda funktionsvirden latt leder till relativt stora storningar i svaret. Vi
undersoker denna instabilitet barde teoretiskt och numeriskt.

1 Introduktion

Vissa typer av problem leder till matematiska modeller som &r svara att 16sa numeriskt pa grund av
kénslighet, med avseende pa tillexempel berdkningsfel. Sadana problem kallas ofta illa-stdllda. Ett
vanligt sétt att definiera detta begrepp &ar som foljer [2|: Ett problem kallas rdtt—stallt om foljande
villkor ar uppfyllda

e En 16sning existerar for alla tillatna data.
e Losningen till problemet ar unik.
e Losningen beror kontinuerligt pa data.

Sa snart ett matematiskt problem inte upfyller ett, eller flera, av dessa villkor kallas problemet
illa-stallt. Givetvis sa &r ovanstiende ingen strikt matematisk definition. Vi skulle isafall behdva
fortydliga vilka data som ar tillatna, vilket matt som skall anvdndas for att méta det kontinuerliga
beroendet, samt vad som menas med en 16sning till problemet. Detta maste goras pa ett satt som
passar det konkreta problem man vill studera.

Vi skall i denna text studera ett specifikt exempel pa ett illa-stéllt problem. Syftet &r att ge en
intuitiv forstaelse av vilken typ av svarigheter som dyker upp da denna typ av matematiska problem
behandlas teoretiskt och numeriskt.

Denna text ar strukturerad som foljer: En kort teoretisk genomgang av problemstéallningen finns
i Kapitel 2. I Kapitel 3 presenteras ett numeriskt experiment. Nagra korta slutord presenteras i
Kapitel 4.

2 Numerisk berikning av derivator

Derivatan av en kontinuerlig funktion definieras som

£(z)=lim f($+h]z_f($), h> 0. (1)




Om detta gransvirde existerar sa sigs funktionen f(z) vara deriverbar [1], och derivatans virde ges
av namnda gransvérde.
Antag nu att f(x) ar en deriverbar funktion. For att tydligt se att (1) kan leda till instabilitet
sa later vi § > 0, och n vara ett heltal. Definiera
. NT
fus = $(a) +85in( "),
Vi betraktar f(x) som den exakta funktion vi vill derivera, och f,, 5(z) som en approximation av f(z)
innehallande ett litet méatfel. Vi ser nu att éven f, s(x) &r deriverbar, och kan berdkna derivatan,

fhs(x) = f'(z) + ncos(?).

—o00 < x < 00. (2)

Observera att,

max |f(z) = fos(x)] =0, och, max |[f'(z)— f,s(z)]=n.

—oo<r<oo —oo<r<o0

Skillnaden mellan de bada funktionerna kan alltsa vara godtyckligt liten, och trots det kan skillnaden
i derivata bli stor.

Slutsatsen ar alltsa att tva funktioner som liknar varandra kan ha véldigt olika derivata. Vi kan
alltsé sdga att i detta fall beror ldsningen, dvs den berdknade derivatan, ej kontinuerligt pa anvianda
data. Detta betyder att derivering ar ett illa-stallt problem. Detta méaste pa nagot sitt visa sig i
praktiska berdkningar.

For att berdkna derivator numeriskt anvinds ofta differenskvoter baserade péa definitionen (1).
Ofta anvénds central differens approzimation: Valj ett fixt h > 0 och sétt

flx+h)— flx—h)
2h ’
Vi skall nu undersoka hur stor skillnaden dr mellan f’ och approximationen Dy f.
For att undersdka hur vél central differens approximationen oGverensstammer med derivatan
anvinds Taylor’s formel [3]:

f'(@) ~ Dof(x) =

3)

h? h3
flz+h) = f(z)+ f'(2)h+ f<2>(:c)E + f(3)(x)§ ...

med hjélp av Taylor’s formel kan vi skriva (3) som

2
Dof(e)=f) + = 7@ + ..

Da en derivata approximeras med hjélp av en central differens gors alltsa ett trunkeringsfel

h2
Ry = Dof(x) - f'(x) = gf(g)(éﬂ)- (4)

En viktig observation &r att trunkeringsfelet minskar da h — 0. Denna del &r alltsé inte nagon kélla
till instabilitet.

Vi skall nu undersoka vad som hénder da funktionen f(z) endast kan berdknas med ett litet fel.
Vi antar alltsa att det finns ett € > 0 och att de beriiknade virdena f(x) satisfierar |f(z)— f(z)| < e.
Detta kommer att resultera i en felterm,

Rxp=|Dof(x) = Dof(a)| < 1. (5)



Figur 1: Totala felet |Dgf(2) — f/(2)| for olika virden pa h visas i viinstra grafen. De teoretiskt
utrdknade feltermerna Ry, Rxr, samt Rror, visas i hogra grafen.

Vi ser att indatafelet forstiarks och Rx g alltsa vixer da h — 0.
Det totala felet blir alltsé,

h2
Rror = Rt + Rxr < Ef(?))(x) + % (6)

Det optimala valet av stegléngden h kommer alltsa att bli kompromiss mellan behovet att approxi-
mera derivatan noggrannt, dvs litet Ry, och att begrénsa inverkan av berdkningsfel, dvs Ry . Detta
ar typiskt for manga illa-stéllda problem. Ofta maste vissa parametrar i den numeriska metoden
valjas pa ett lampligt satt.

3 Ett numeriskt exempel

Vi skall nu genomfora ett praktiskt experiment déar funktionen f(z)=+/x deriveras med hjilp av en
central differens approximation. Vi skall forsoka berdkna f’(2). Berdkningarna utférdes i MATLAB
med hjalp av foljande korta program:

h=10.--(2:0.01:8);
df=(sqrt(2+h)-sqrt(2-h)) ./ (2%h);
Rtot=abs(df-1/sqrt(2)/2);
loglog(h,Rtot);

Resultatet av berdkningen visas i Figur 1. Notera att felet ar stort bade for stora och véldigt sma
h.
Eftersom f(z) = /x s& kan felgranserna (4) och (5) berdknas explicit. Vi antar att f(z) kan

beriiknas med ett relativt fel begrinsat av datorns avrundningsenhet, dvs |f(x) — f(z)| < p=2753.
Totala felet ges da av,
h? (3) H —272 —161
RTOTSRXF‘FRT%F’]C (2)‘—}-%‘]0(2)’:1.10'10 h*+1.57-10 7 (7)

Dessa felgranser illustreras i Figur 1. Det ar tydligt att den teoretiska felgriansen Gverensstdmmer
val med det praktiska resultatet.



Det finns en optimal steglingd som kan beréknas genom att minimera felgransen (7). Vi far att

(30PN Ly 10
Ropt = <W> ~1.9-107°.

Vi ser att for detta speciella virde pa h fas det minsta totala felet dven i praktiken.

4 Slutsatser

Da man berdknar derivator numeriskt ar det viktigt att inse att valet av stegliangd innebér en
kompromiss mellan dels inverkan av berdknngsfel, och dels behovet att anvinda en differenskvot
som ger tillrdckligt litet trunkeringsfel.

Vi har visat hur man kan anvénda hérledda uttryck for dessa tva felkomponenter for att vilja ett
bra varde pa steglangden. Ett praktiskt experiemnt visar att teori och praktik stdmmer val 6verens.
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