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1 Introduktion

Manipulation av bilder ar en vanligt forekommande tillampning dér mate-
matiska metoder anvinds for att 16sa ett flertal problem som exempelvis att
andra upplosning eller dndra detaljer i bilden. En annan tillampning ar da-
takompression dar bara den vésentliga informationen i bilden lagras for att
spara minne. Dessa tillampningar kan beskrivas som interpolations problem.
Vi skall inom projektet formulera interpolationsproblemet i 1D pa ett sadant
sétt att det gar att generalisera till 2D (eller till 3D vilket i detta fallet skulle
tolkas som en filmsekvens). Vi skall dessutom visa hur exempelvis bildkom-
pression kan formuleras som ett interpolationsproblem. Slutligen skall ett
system implementeras som enkelt later oss 16sa olika tillampningsproblem.
Systemet skall utformas pa ett sddant sétt att det ar flexibelt och 1att att mo-
difiera. Detta for att vi skall kunna utveckla systemet genom att exempelvis
implementera mera avancerade metoder for interpolation.

1.1 Parter

Med leverantor asyftas i efterféljande text projektgruppen. Matematiska In-
stitutionen (MAI) &r bestéllare och kund.

1.2 Syfte och Mal

Malet med projektarbetet dr att inhédmta kunskap i hur matematiska meto-
der kan anvindas i realistiska tillampningar, samt inhamta tillracklig kun-
skap inom tillimpningen bildbehandling for att férsta vilka mdojligheter och
begransningar som metoderna som studeras har. Projektet har ocksd som
overgripande mal att ge traning i att utveckla ett system, ingenjorsméssiga
arbetsmetoder, samt dokumentation och muntlig presentation.

1.3 Anvindning

Bestéllaren skall kunna anvinda systemet for att 16sa ett antal olika bildbe-
handlingsuppgifter. Systemet skall utformas sa att det &r enkelt for anvin-
daren att vidareutveckla.

2 Systemoversikt

Kérnan i systemet skall vara en funktion som l6ser ett interpolationsproblem.
Indata &r en bild, dvs en matris I = (I;;) dér en enskild pixel antigen har ett
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ként virde eller betraktas som okédnd samt en Mask, dvs en matris M = (M;;)
som talar om vilka pixlar som ar kénda respektive okdnda. For att 10sa ett
bildbehandlingsproblem genomfors gors steg enligt Figur 1.

De olika bildbehandlingsproblemen svarar mot olika metoder for att konstru-
era mask martisen.

M, I Interpolera
. Skapa Mask ’ p
Bild 1 M givet okinda I;;

Bild I,,,

Figur 1: Bildbehandlingsaproblem l6ses genom att man f6rst skapar en mask
M som talar om vilka platser i I matrisen som skall betraktas som okédnda.
I interpolationssteget berdknas lampliga virden pa de okdnda pixlarna I;;.

2.1 Avgriansningar

Systemet skall ses som en prototyp och inget hogre krav stélls pa anvandar-
granssnitt. Det rdcker om systemet bestar av ett antal fristdende funktioner
som tillsammans kan anvindas for att 16sa uppgiften. Det maste isafall med-
folja ett tydligt exempel dér det visas hur de ingdende funktionerna skall
anvandas tillsammans for att 16sa bildbehandlingsproblemen.

2.2 Generella krav pa hela systemet

Krav 1 | Original | Systemet skall kunna 16sa bildbehandlingsproblem | Bas

Systemet skall vara testat och stabilt med avse-

o .. . Bas
ende pa parametrar anvandaren kan vélja.

Krav 2 | Original

3 Interpolationsproblemet

Vi borjar med att beskriva en metod for linjér interpolation i en dimension.
Antag att vi har en vektor y, med element y;, dar vissa element &ar kéinda och
vissa okéinda. Infor vi en = vektor av samma ldngd som y, med exempelvis
x; = 1. Om da y; och y;, dr kiinda virden men y; for j <4 < k ar okdnda kan
vi hitta den réta linjen som gar genom punkterna (z;,y;) och (z,y) och
anvinda den for att approximera de okénda virdena. For att enkelt halla
reda pa vilka punkter som ar kénda respektive okéinda anvénder vi en vektor
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m sadan att m; = 1 om elementet y; &r att betrakta som kint och m; = 0
om y; ar okant.

Visa teoretiskt hur interpolationsproble-
met i 1D kan beskrivas som ett randvér-
desproblem for en ordinardifferentialekva-
tion.

Krav 3 | Original Bas(1)

Implementera linjar interpolation i 1D en-

ligt den metod som beskrivs i Krav 1. Bas

Krav 4 | Original

Skapa minst ett testexempel som visar att

B
metoden fungerar as

Krav 5 | Original

Da vi istallet studerar interpolation i 2D eller 3D behdéver vi en formulering
av interpolationsproblemet som é&r enkel att generalisera. Krav 3 erbjuder
en sddan formulering. En bild I kan ses som en funktion I(x,y), 1 < x <n,
1 <y < m, dir n X m ar antalet pixlar i bilden. Vissa pixlar betraktas
som kinda och vissa som okidnda. Vi kan beskriva detta genom att infora
ett omrade € sadant att I;; &r okdnd ifall (z;,y;) € € och kénd annars.
Omradet Q kan pa ett enkelt sdtt beskrivas av en matris M, eller Mask,
sadan att M;; = 1 om I;; &r att betrakta som kind, och M;; = 0 annars.
D4 vi formulerat interpolationsproblemet som ett randvardesproblem for en
partiell differential ekvation kan 16sa problemet med hjilp av en finita dif-
ferensapproximation. Detta leder till ett linjart ekvationssystem dér de obe-
kanta &r pixelvirdena I;;.
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Krav 6

Original

Visa hur formuleringen i Krav 3 kan ge-
neraliseras till 2D. Beskriv tydligt hur in-
terpolationsproblemet kan formuleras som
ett randvardesproblem i planet.

Bas(1)

Krav 7

Original

Vilj en finita differensapproximation av
metoden i Krav 6 och visa hur det linji-
ra ekvationssystemet ser ut. Redovisa har
eventuella restriktioner pa bilden for att
metoden skall fungera.

Bas(1)

Krav 8

Original

Implementera interpolation i 2D enligt
den metod som beskrivits i Krav 6 och
Krav 7.

Bas

Krav 9

Original

Hitta ett bra test exempel som tydligt vi-
sar att metoden fungerar. En analytisk 16s-
ning pa problemet som besrivits i Krav 6
skall anvandas.

Bas

Krav 10

Original

Om finita differensapproximationen imple-
menteras korrekt skall felet bero pa anta-
let gridpunkter som anvénds, eller pa steg-
laingden h = Ax = Ay. Genomfor en stu-
die som visar att felet jamfort med en ana-
lytisk 16sning kan beskrivas som ChP. Hit-
ta dven p experimentellt.

Extra

For varje konkret bild I maste vi hitta ett effektivt sidtt att beskriva det om-
rade dér pixlarna I;; skall betraktas som okdnda. I Matlab finns en funktion
ginput dir man kan klicka i ett grafikfonster déar en bild visas och fa koordi-
naterna man klickade péa. Detta kan utnyttjas for att definiera rektangulara
omraden genom att man klickar pa tva av dess hérn. Vi kan dven kombinera
tva olika omraden (eller Masker) M; och M, genom logiska villkor. Foéljande

mojligheter skall finnas

e Visa orginal bilden i ett grafik fénster och markera ett rektangelomréade
som skall betraktas som oként. Skapa motsvarande mask matris.

e Kombinera tva mask matriser till en pa ett sadant sitt att en pixel
betraktas som okdnd om den &r okdnd i nigon av de ingdende mask
matriserna.

e Visa orginalbilden i ett grafikfonster och rita in kanten pa det okénda
omradet.
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Ett problem &r att for stora bilder blir antalet obekanta, och ddrmed ma-
trisstorleken, mycket stort. Detta kan stélla till problem d& systemet Az = b
l6ses pa grund av att tillrackligt med minne saknas pa datorn. Delvis kan pro-
blemen reduceras genom att anvianda ett glest lagringsformat men vi kan dven
observera att flera rader i matrisen endast innehaller ekvationen 1lx; = b;,
utan att samma obekanta x; ingar i nagon annan ekvation. Sadana obekanta
kan strykas fran ekvationssystemet och man maéaste da stryka bade motsva-
rande rad och kolumn fran matrisen. For att halla reda pa vilka obekanta
som skall ingd i ekvationssystemet skapar man en index vektor ind som
innehaller alla index ¢ for vilka variabeln z; skall inga i det reducerade ek-
vationssystsmet. Givet det ursprungliga ekvationssystsmet Az = b berdknar
vi da forst det reducerade ekvationssystsmet AZ = b och vektorn ind. Det
reducerade systemet 16ses och fran losningen Z, hogerledet b, och vektorn
ind kan vi sedan aterskapa losningen till det fulla ekvationssystemet x.

Det gar givetvis att skapa det reducerade ekvationssystemet direkt utan att
ta omvégen att forst skapa det fulla Az = b men det ar oftast praktiskt att
boérja med det enklaste fallet och sedan successivt utveckla metoden ett steg
1 taget.

Implementera ldmpliga funktioner for att
Krav 11 | Original | skapa och manipulera mask matriser enligt | Bas
ovan.

Skapa en mask matris som svarar mot ett
Krav 12 | Original | cirkulart omrade. Klicka i cirkelns centrum | Extra
samt pa en punkt pa cirkeln.

Implementera metoden att reducera stor-

. . B
leken pa ekvationssystemet enligt ovan. as

Krav 13 | Original

Studera egenskapen Diagonaldominant for
kvadratiska matriser. Aterge bade defini-
tionen och beskriv nagra viktiga egenska-
per.

Krav 14 | Original Bas

Visa att det reducerade ekvationssystem

AZ = b som erhélls med metoden ovan

K 1 iginal B
rav 15 | Origina alltid har en entydig 16sning givet att alla as

pixlar pa bildens kanter ar kédnda.
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4 Tillampningar

Interpolation i bilder (dvs 2D) har flera tilliampningar. Vi skall nu forsoka
beskriva atminstone nagra av dessa. Den enklaste tillimpningen ar da en bild
innehaller skadade omraden, eller oonskade detaljer. Isafall kan man skapa
en mask matris som beskriver vilka delar av bilden man skall ersidtta med
nya pixelvirden. Vi anvinder sedan interpolation i 2D f6r att berdkna nya
pixelvirden som ersatter de existerande. Vill man pa detta sdtt manipulera
fargbilder sa betraktar man fargbilden som tre separata bilder (rod,gron,bla).
Nasta tillampning ar att d&ndra upplosning pa bilder, eller sa kallad digital
zoom. Givet en n x m bild I skapar vi en ny dubbelt s& stor bild I genom
att betrakta pixlar med jamnt index, fgi,Qj = I; j, som kénda och pixlar med
udda index som okénda. Detta fungerar ej for pixlar som ligger pa kanten av
bilden s&a dér maste forst endimensionell interpolation anvéndas.

Den metod vi anviander for att interpolera innebér att vi 1oser en differential
ekvation och approximerar bilden I. Den exakta bilden I(z,y) kommer si-
kert inte att vara en l6sning till differentialekvationen i hela omradet. Dock
innehaller ofta bilder stora omraden déar fargerna &r konstanta eller langsamt
varierande. | sddana omraden kan bilden aterskapas véldigt noggrannt med
interpolation. Detta betyder att vi kan minska méngden data vi maste lagra
genom att evaluera en lamplig differntial operator for varje pixel (x;,y;).
Om resultatet till beloppet d&r mindre &n en tolerans tol s& kan vi betrakta
den punkten som okénd och istéllet berdkna pixelviardet genom interpola-
tion. Vi behdver d& endast larga nagra pixlar déar viktig information finns.
Detta kallas kant-baserad bildkomprimering. Hur stor tolerans tol vi skall
anvinda beror pa vilken kvalitet vi krdver av den aterskapade bilden. Givet
att masken dr M kan vi i Matlab anvinda spy(sparse(M)) for att grafiskt
se vilka pixlar som maste anvindas for att kunna aterskapa bilden noggrannt
via interpolation.

For att méata hur néra den aterskapade bilden ar den ursprungliga kan Fro-
benius norm anvidndas. Vi méter da skillnaden som

11— 1llp = [> 1y — I
i7j
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Krav 16

Original

Anvénd interpolation i 2D for att ta bort
oonskade detaljer i en fargbild. Bild till-
handahalls av bestéllaren.

Bas

Krav 17

Original

Implementera en funktion som anvénder
interpolation for att dubbla uppldsningen
pa en bild.

Extra

Krav 18

Original

Implementera en funktion som genomfor
bildkomprimering enligt ovan. Givet en
bild skall en mask som beskriver de pix-
lar vi skall betrakta som kénda respektive
okdnda returneras.

Bas

Krav 19

Original

Gor ett tydligt exempel déar kant-baserad
datakomprimering anvands for att minska
antalet pixlar vi behover larga.

Bas

Krav 20

Original

Gor en studie som visar hur den valda tole-
ransen tol vid bildkomprimering bestam-
mer antalet pixlar vi maste lagra samt
kvaliteten pa resultatet métt i Frobenius
norm.

Extra

5 Ekonomi

Krav 21

Original

Projektet skall genomféras med en ar-
betsinsats pa 105 timmar per student.

Bas*

6 Leveranser

Vid slutleverans skall samtliga krav mérkta Bas vara uppfyllda. For grupper
med 5 studeneter géller att minst ett krav mérkt Extra dessutom skall vara
uppfyllt. Fér grupper med 6 studenter géller att tre Extra krav skall vara
genomforda. For storre grupper géller att samtliga Extra krav skall vara

uppfyllda.
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Leverans av gruppkontrakt skall ske till

handledare och kursansvarig. Bas

Krav 22 | Original

Leverans av projektplan skall ske via e-

post till bestéllaren och handledaren. Bas

Krav 21 | Original

Presentation av krav Bas(1l) skall ske
Krav 22 | Original | muntligt for bestéllare. Detta sammanfal- | Bas
ler med BP3.

Delleverans omfattande det utvecklade sy-
stemet, bruksanvisning, och ett utkast till
Krav 23 | Original | den konferensartikel som presenterar arbe- | Bas
tet skall skickas till bestéllare och handle-
dare.

Slutleverans bestaende av den artikel som
beskriver gruppens arbete skall skickas till

handledare och bestéllare.
Krav 24 | Original Bas
Det skall tydligt framga i texten att alla

Bas-krav skall dr uppfyllda samt extrakrav
enligt texten ovan.

Statusrapporter skall skickas via e-post till
Krav 25 | Original | bestéillare varannan mandag under tiden | Bas
som projektarbetet pagar.

Tidsrapporter for varje vecka skall skickas
Krav 26 | Original | via e-post till handledare och bestéllare se- | Bas
nast mandag 13.00 paféljande vecka

Krav 27 | Original Levera'ns av efterstudie skall ske till kurs- Bas
ansvarig.

Krav markta Bas™* skall vara uppfyllda vid
Krav 28 | Original | kursens avslutande och redovisning av det- | Bas
ta sker genom mail till bestéallaren.

7 Dokumentation

For att bestéllaren skall kunna testa det utvecklade systemet behoévs en
bruksanvisning. Denna bruksanvisning skall férklara hur man gor for att
anvianda systemets olika funktioner.

10
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En bruksanvisning skall folja med syste-
met

Krav 29 | Original Bas

Krav 30 | Original | En projektplan skall uppréttas Bas

Krav 31 | Original | Matesprotokoll skall foras vid alla moten | Bas*

Tidsrapporter skall sammanstéllas varje

Krav 32 | Original Bas*
vecka
Projektgruppensarbete skall beskrivas i en
artikel som lampar sig for att presenteras
pa en teknisk konferens. Artikeln skall in-
Krav 33 | Original nehalla nédvindig bakgrundsinformation, Bas*

en beskrivning av vad som gjorts, samt
exempel som illustrerar hur metoden fun-

gerar. Detta dokument behover inte folja
LIPS mallarna.

En litteraturstudie skall goras och nagon,
eller nagra, differential ekvationer som an-
Krav 34 | Original | vinds for att interpolera bilder skall pre- | Bas*
senteras. Detta for att bestéllaren skall
kunna vidare utveckla projektet.

Krav 35 | Original | En efterstudie skall skrivas. Bas*

Det skall skrivas en text om hur det ut-
vecklade systemet kan bidra till ett hall-
bart samhélle. Omfattningen bor vara en

Krav 36 | Original | ) o Bas*
till tva paragrafer. Denna skall ing i artik-
lens introduktion eller i sammanfattning-
en.
Alla dokument som ldmna till bestélla-
Krav 37 | Original re skall granskas, med avseende pa bade Bas*

sprak och innehall, av minst en projekt-
deltagare, utéver den som skrev texten.

Krav 38 | Original | Alla dokument skall folja LIPS-mallarna | Bas*

8 Utbildning

Inom projektet erbjuds utbildning i Matlab.

11



