TAOP14:
Optimeringslara grundkurs

Nils-Hassan Quttineh
Optimeringslara, MAI

LINKOPINGS
() UNIVERSITET

TAOP14: Forelasning 1 2

Foreldsning 1:
Kurspresentation och introduktion till
optimeringslara

= Vad &r optimeringsldra och vad kan det anvandas till?
= Kursens innehall och uppléagg

= Grundldggande begrepp
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Vad ar optimeringslara?

= Matematik som syftar till att finna basta
beslut / handlingsalternativ

= Kan anvandas for att beskriva, analysera och l6sa
komplexa problem inom teknik, ekonomi och samhélle

Beslutsalternativ
Problemstallning
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Identifiering,
avgransningar,
férenklingar,

| —— antaganden

Verkligt problem

Verifiering lat problem
I y — Formulering
Validering Optimeringsmodell

I <+——— Losningsmetod

Lésning

Resultat
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ptimeringsmodell
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= FOrutsattningar

e Mal och begransningar ska kunna uttryckas kvantitativt
¢ Antalet beslutsalternativ &r stort
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Matematisk modell
= xarvariablerna, de .

beslut som ska fattas min  f(z)
= f(x) & malfunktionen da zeX

= X representerar vilka
l6sningar som ér tillatna

Exempel: min f(x) = 2z1 + 322

da T +21’2 > 5
0 < T
0 < ZTo < 2
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Tillampningsomraden
Exempel:

= Transport och distribution

o |okalisering, ruttplanering, schemaldggning
= Bemanningsplanering
¢ Tillordning, schemaldggning

= Telekommunikation

e Planering av nya/utbyggnad av telenit

= Konstruktion

o strukturoptimering, packning och kapning

= Finans

e optimal aktieportfélj
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Forskningsprojekt

Exempel pa aktuella projekt pa Optimeringslara, MAI:

Schemaldggning av avioniksystem, manga komponenter
som maste dela information med varandra.

Portféljvalsoptimering, komponera en aktieportfolj dar
man balanserar forvantad avkastning mot risk.
Ruttplanering for snéréjning, planera vilka fordon som
behdvs och vilka gator dom ska roja (och i vilken ordning).

Optimering av brachyterapi, férbattring av straldosplaner
med avseende pa tumordad och risk for biverkningar.

Produktionsplanering inom processindustrin.
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Vad kravs ...

... for att ga fran verkligt problem till resultat?

Forstaelse for tillampningen

Formaga att strukturera problemstéliningen
Vilja l16sningsmetod

Losa problemet:

- Anvanda fardig programvara?
- Programmera sjalv?

Amneskunskap — matematik — programmering
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Optimeringens roll

Strukturera / forsta problemet

Matematiska modeller har optimala l6sningar —
verkligheten dr mer nyanserad

Vanligt syfte:
- Ge riktlinjer eller forslag
- Generera alternativa forslag under olika forutsattningar

Optimerings- .
modell erfarenhet Bvriga fakto
o Ll
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Forutsattningar for optimering

Forr:

= Svart att hitta data

= Allt / mycket programmering frén grunden
= Langsamma datorer

Nutid (90-talet ->):
= Data tillgéngligt och strukturerat
= Programvaror
e Mer tillgéngliga och anvéndarvanliga
¢ Modelleringssprak gor modellering enklare
= Snabba datorer och bra algoritmer
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Val av I16sningsmetod

Faktorer som paverkar:

= Variabeltyp: Kontinuerliga / diskreta/binara
= Problemtyp: Linjara / ickelinjara samband

= Modellstorlek: Antal variabler / villkor

= Data: Deterministisk / stokastisk

Moajliga alternativ:

= Optimerande metod
= Heuristisk metod

= Simulering
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Man far vad man betalar for ...

Enkel Komplex

Lag Hog

Latt Svar
oz
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Produktionsplanering inom
processindustrin

[Perstorps anlaggning i Stenungsund]
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Optimering, processindustrin

= Malfunktion
¢ Maximera intdkter:
o Forsaljning till kunder

¢ Minimera kostnaden for:
o Produktion
o Lagerhallning
o Transporter (bade mellan fabriker och till kund)
o Ej uppfylld efterfragan

o
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Optimering, processindustrin

= Bivillkor
¢ Produktionskapaciteter
¢ Tillgodose kundernas efterfragan

¢ Beroenden mellan produkter

e Begransad lagerkapacitet

¢ Lagerbalans:
lager + nyproducerat - forséljning = nytt lager
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.
Kursmal

= |dentifiera tillimpningsomraden
= |dentifiera olika optimeringsproblem

Forklara syftet med ett optimeringsproblem
= Modellera optimeringsproblem matematiskt

= Redogora for olika optimeringsalgoritmer och
sammanfatta principerna bakom algoritmerna

= Valja metod eller 16sning for ett optimeringsproblem

= Anvénda en algoritm for att |6sa ett optimeringsproblem

= Anvanda programvara for att [6sa ett optimeringsproblem

= Redogora for grundlaggande optimeringsteori

o
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Kursens innehall

= Linjdrprogrammering (LP)
e formulering av LP-problem
¢ simplexmetoden
¢ dualitet
e kanslighetsanalys

= |cke-linjar programmering (ILP)
¢ konvexitet
¢ obegransad optimering, sékmetoder
¢ begransad optimering, Frank-Wolfe metoden
¢ Lagrangedualitet, Lagrangerelaxation
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Kursens upplagg

= Foreldsningar, 10 st
= Lektioner, 12 st
Salslaborationer, 3 st
Projektuppgift, 1 st

Skriftlig tentamen (4.5 HP)

= Laborationsdelen (1.5 HP)
sz
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Lektionsgrupper
= Emmy Sjéholm: 12a
= Oleg Burdakov: 12b, 12f
= Olle Hynen Ulfsj66: 12c, li2d
= Joel Kvick: 12e
= Nisse Quttineh: li2a, li2b
oz
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Laborationer

= |aborationsgrupper om hogst 2 personer
= 3 schemalagda laborationer (labl, lab2, lab3)
= Efter lab 1: Projektuppgift
¢ Formulering och |6sning av ett LP-problem
¢ Individuella uppdragsbeskrivningar
o Skriftlig rapport samt muntlig avstdmning

= Laborationsinformation delas ut pa lektion
= |aborationslistor finns att fylla i pa lektion
Labbarna 4h langa (gott om tid)
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Kursinformation

= Bocker:
e Lirobok: Lundgren m.fl. Optimeringsléra (2008)
* Henningsson m.fl. Optimeringslédra — Ovningsbok
e Anvands dven i fortsattningskursen.

= Kurshemsida
® http://courses.mai.liu.se/GU/TAOP14/
e P3 Kursplatsen LISAM:
Kursinformation; laborationsinformation;
laborationsfiler; status pa laborationer; ...

¢ Registrera er for att fa tillgang till kurssidan!!
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= Hur kommer man in i Lisam?
e Man kommer in i Lisam med sitt LiU-id.
e Logga in pa webbadressen: lisam.liu.se

¢ Det finns dven lankar hit fran olika stéllen pa
LiU-webben, t.ex. fran Studentportalen.

= Vad behdver man goéra forsta gdngen i Lisam?
¢ Den absolut forsta gangen man loggar in i Lisam
kommer systemet att i bakgrunden bygga upp den
egna personliga sidan, vilket kan ta ndgon minut.
e Utdver att vanta pa detta behéver man inte gora
nagra sarskilda installningar.

e
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Utvardering tidigare ar (forra aret)

= Fortva ar sedan utdkades labb 3 med en ny del, enligt
onskemal fran studenterna aret innan. Den nya delen
funkade bra, men labben i sin helhet blev nagot tung..

e Se Over vissa delar av Labb 3.

Tentauppgifterna skiljer sig mycket fran lektions-
uppgifterna:
¢ P3 lektionsplanen finns hanvisningar till "typiska
tentauppgifter” pa motsvarande material.

Vid exemplen pa tavlan, skriv ner HELA fragan/problemet.
¢ Finns nu pa separata pdf-filer till varje forelasning!
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Nyheter

= Projektrapporten ska skrivas pa engelska!

¢ Ndmnden for |-programmet vill fa in mera inslag av
engelska i utbildningen.

= En extra foreldsningar av Pamela Vang
e Generellt om att skriva pa engelska
¢ Speciellt om rapportskrivning

= Sista gangen kursen ges!!
o Fran och med varen 2017 ges kursen i AK 1 under vt2
¢ Minskar fran 6 hp till 4 hp
¢ Se till att klara tentan :=)
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Forvantningar
= Forkunskapskrav: Linjér algebra och analys

= Sjalvstudier
o L3s pd infor foreldsningarna
¢ Lektionstiden racker oftast inte till for
att 16sa alla uppgifter. Krévs att ni lagger
egen tid pa att rdkna.

= Kursvarderingar ar bra, vi vill utveckla och
forbattra vara kurser! Kréver dock feedback.

= Snalla fyll i KURT-utvarderingen i slutet av
kursen. Forra aret svarade endast 38% ..
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Varfor gor denna kurs att ni blir battre
civilingenjorer?

= Problemlésningsférmaga:
Kursen ger 6vning i att angripa och lI6sa verkliga
planeringsproblem pa ett mycket strukturerat satt.

= Datorn som verktyg:
Ovning i att anvinda datorn som verktyg vid I6sande av
problem, samt 6vning i att hantera olika programvaror.

= Matematiskt angreppssatt:
Den matematik ni lart er tidigare kommer till
anvandning och satts in i ett nytt sammanhang.

o
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Tavelmarkor

= For att fa en bra struktur pa anteckningarna
anvands symbolen

[raz]

for att markera 6vergang till tavlan.

Nu borjar vi pa riktigt !!
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Linjara optimeringsproblem (LP-problem)

= Maximera (minimera) en linjar malfunktion
= Linjar bivillkorsméngd

= Undre (och 6vre) grans for varje variabel

Summationsform Matrisform
max z = Z(ljilr"]‘ max z = CTX
Jjed s
da Ax < b
da Y agw; < b, i€l x>0
jeJ
@ >0, jeJ
oz
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Grafisk 16sning av LP-problem
max zZ = X3 [malfunktion]
Xz
da -z + 220 < 1
oY i
5z1 + 6xy < 30 (2)
ry , x> 0 B

[Tinétna omraoe

- 5 *a
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Grafisk 16sning av LP-problem

« Optimum max 2z = Ty [malfunktion]

2 xp =G i < .

5\ S a —x1 + T 1 ()
30 (2

<
> 06

7@
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Grafisk 16sning av LP-problem

x5 max zZ = I [ny mélfunktion]
\ da -z + a2 < 1 (0
5 521 + 6zy < 30 (@
r , wx2 > 0 @)

TZ:G‘) Optimum

xip =(6,0)"
/ =6

7/ ) N X

[ R e
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Grafisk 16sning av LP-problem

max 2z = 2z + bxa

X2
5\ da -2 + 22 < 1 (0
5r1 + 6z < 30 (2)
Ty , x> 0 @)
7 e 5 *

o
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Grafisk 16sning av LP-problem

x, max 2z = 5z + 6y
\ da -1 + 22 < 1 (0
5 5r1 4+ 6y < 30 (2)
r , w2 > 0 @B

7 \ P
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Grafisk 16sning av LP-problem

= Optimum ligger alltid i (minst) en
hoérnpunkt for linjara problem

X2

5N

= Detta kommer vi att anvanda for
+ att 16sa LP-problem algebraiskt
/ (F6 3 + 4, Simplexalgoritmen)

7 5 N X

o
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Grafisk 16sning av LP-problem

= Malfunktionskoefficienterna,
gradienten till z, pekar ditdt man
vill ga (dit vardet pa z 6kar mest)

X2

T.ex. max z=2x, +5x,

Alla punkter pa linjer som &r

; vinkelrdta mot gradienten till z
2=10 s ger samma malfunktionsvarde:
A=(0, 2) => z=2*0+5*2=10
B=(25,1) => 2=2*2.5+¢5*1=10
C=(5,0) => 2=2*5+5*0=10
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Exempel: Produktionsplanering

= Produktion av tva olika produkter.

= Maximera den totala vinsten.

= Resurstillgang vid de tva tillverkningsavdelningarna:

avd 1: 240h; avd 2: 140h

= Produkt 1
* vinst/enhet: 30 kr
e resursatgang avd 1: 4h
e resursatgang avd 2: 2h

* Produkt 2
e vinst/enhet: 20 kr
e resursatgang avd 1: 3h
e resursatgang avd 2: 2h

o begrinsad efterfragan: 40 st

oo
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Modellformulering

Variabeldefinition:

X; = antalet tillverkade av produkt i, i=1, 2

Matematisk modell:

max z = 30x1 + 20x9 [malfunktion]

da 4:U1 + 3.’1?2 < 240

[resurs, avd. 1]

2x1 + 2x9 < 140 [resurs, avd. 2]
T < 40 [maxproduktion]
x o, Ty > 0 [variabelbegrinsningar]
Iz
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X2
4*0 + 3x, = 240
100 + max z = 30x; + 20x2
,,/ 240+ 2x, = 140 da 4z + 330 < 240
2r; + 2xy < 140
T < 40
., Ty > 0

Villkor 3

| ~

n L L n L

o é(y\\‘ 100

4x,+ 30 = 240 Villkor 2

2x, +2*0 = 140

X
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Xz

100 1
I 2=1800 Vz= (3 20)"

max z = 30x; + 2022

z=1200 |

\[

X*= (40 26,67)

z=600

40

50 1 2*=1733,33
z=0
X4
oz
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Matrisform
max 2 :1 2 max z = c¢'x
da @1 + @2 < QD dd Ax < b
@1 +®”2 S x >0
O O <
1, z12 =2 0
4 3 240
¢’=(30 20) A=|2 2| b=| 140
10 40
howuss
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Summationsform
max 2 :1 +2 max z = Y ¢
JjeJ
d3 ; py <
a 1 +®r2 7 da Za”"”l < b, iel
@1 + @ < =
On O < bz jes
1, 212 > 0
¢;=30, ¢;,=20 a;; =4, a;,=3 b, =240
ay =2, ay,=2 b, =140
az; =1, a;=0 b;= 40

o
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Exempel pa typer av problem

= Linjara problem (LP)
= |ckelinjéra problem (ILP) Grundkursen

= Linjara heltalsproblem

= Nitverksproblem } Fortsattningskursen

oo
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Linjar malfunktion

—
-4 - i
S
4 = B
2 iz s
- e
0 T L 1
o
2 A
sl -2
T
oy
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Linjart tillatet omrade

o
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46
Ickelinjar malfunktion
X2 D X1
oz
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Ickelinjart tillatet omrade
howuss
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Ickelinjart problem

Tillatet omrade X

Optimum i det
inreavX

Optimum pa
randen till X

o
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Natverksproblem

= Har en speciell struktur som gor att logiken i problemet
kan illustreras i form av ett ndtverk med noder och bagar.

= Natverksstrukturen utnyttjas vid I18sningsforfarandet

<A

oo
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Heltalsproblem
z = 30z + 2025

240

140

40
0, heltal

4z + 3x9
2x1 + 229

xy

IN

IV IA A

T, T2

Betydligt svarare att |6sa
an ett LP-problem!

AN
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Konvexitet

= Vad avgor om ett problem ar ”1att” eller ”svart” att 16sa?

= Olika typer av problem s&gs ha olika komplexitet.
Komplexiteten beror generellt av problemstrukturen
och inte av den aktuella datan.

= Skilj pa:
Konvexa problem = |atta att I6sa
Icke-konvexa problem = svara att l6sa

I
ONNERSITEY

17



TAOP14: Férelasning 1 52

Konvexitet

= |P-problem &r ALLTID konvexa.
= |LP-problem ar konvexa eller icke-konvexa

Definition 2.3

Problemet min f(x)
da zeX

ar ett konvext problem om

f(x) ar en konvex funktion
och X &r en konvex mangd.

oy
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Konvexkombination

En punkt y dr en konvexkombination av tva punkter
x"” ochx® omy= Ax" +(1-A)x® dir 0= A <1.

x 2 kar

A=1 x®
A=1/2

Alternativt: y=Ax"+Ax?, A +4 =1, 4,420

oy
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Konvex funktion, def. 2.4

f(x) dr en konvex funktion pa X omdet for varje
val av punkter ", xX* € X och 0= A =1 giller att
FOXV+1-2)x?) s Af V) +(1- D) f(x?)

TN XD+ (1- )x®@)
M)+ (1= 2)F(x?)

f(x(U) s
{ fx?)

X x(?

I
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Konvex funktion

= Exempel pa en funktion som inte &dr konvex:

10
FXD + (1= 2)x)

\ (XY 4 (1= A)F(x@)
fxV)

fox®)

x™ X x(?

oo
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Konvex mangd

En midngd X C R" ér en konvex mingd om det for varje
val av punkter x"”/,x* € X och 0 = A =<1 giller att
x=AxV+(1-A)x? EX

XEX
L
x(27

Oavsett valav x ochx®
hamnar den streckade

x ligger ej i méngden, linjeniméangden X, s&

ej konvex mangd mangden &r konvex

oz
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Konvexitet

= Mer om konvexitet nar vi kommer till den
icke-linjdra delen av kursen.

Definition 2.3

Problemet min f(x)
da zeX

ar ett konvext problem om

f(x) ar en konvex funktion
och X &r en konvex mangd.

I
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Uppsummering Fo6. 1

= Kursinformation

= Introduktion till &mnet Optimeringslara
e Linjar Programmering, LP-problem
o Grafisk |6sning
¢ Konvexitet

= Vill tipsa om ”Utférliga exempel” som finns pa Lisam
* Notation:

Forklaring av notation som ni kommer stéta pa inom
optimeringskurserna (bl.a. summatecken)

= Kommer upp fler dokument under kursens gang!
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