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Vag: Sekvens av angrdnsande bagar.

Cykel: Vag som startar och slutar i samma nod.
En enkel vdg innehéller ingen cykel.

En enkel cykel innehéller ingen mindre cykel.

En sammanhidngande graf har en vig mellan varje par av noder.

Trad: Sammanhingande graf utan cykler.
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Sats

For ett trdd med n (> 1) noder giller:
e Det har n — 1 bagar.
e Mellan varje par av noder finns en unik vag.

e Om en ny b3ge laggs till skapas exakt en cykel.
e Om en b3ge tas bort bildas tva trad.
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Uppspannande trad

Sats

For en graf med n noder ar féljande begrepp ekvivalenta:
e Ett uppspannande trad.

e En sammanhingande graf med n — 1 bagar.

e En graf utan cykler med n — 1 b3gar.
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Uppspannande trad

Sats

For en graf med n noder ar féljande begrepp ekvivalenta:
e Ett uppspannande trad.

e En sammanhingande graf med n — 1 bagar.

e En graf utan cykler med n — 1 b3gar.

En graf 4r sammanhingande om och endast om den inneh3ller ett
uppspannande trad.

Definition
Skog: Graf utan cykler (dvs ett eller flera trad). J
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Grafer
Definition
En fullstandig graf har en bage mellan varje par av noder.
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Grafer

Definition
En fullstandig graf har en bdge mellan varje par av noder. J
Definition
| en tudelad graf gar alla bagar fr&n en nodmangd till en annan. J
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Grafer

Definition
En plan graf kan ritas s& att inga bagar korsar varandra (férutom i
noderna).

Plan?
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Cykler och vagar

Definitioner
En Eulercykel ar en cykel som anvander varje bge exakt en géng.
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Cykler och vagar

Definitioner
En Eulercykel ar en cykel som anvander varje bge exakt en géng.

En Hamiltoncykel 3r en cykel som passerar varje nod exakt en géng.

En Hamiltonvag dr en vig som passerar varje nod exakt en ging.

Exempel pa fragestallningar:
Finns en Eulercykel i en given graf?

Finns en Hamiltoncykel i en given graf?

Definition
En nods valens ar antalet bagar som ansluter till noden.

Sats

En sammanhingande oriktad graf har en Eulercykel om och endast om alla
dess noder har jamn valens.
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Hamiltoncykel

Petersens graf saknar Hamiltoncykel och Eulercykel.
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Notation: mangder

0(i) : bagarna som ansluter till nod i.
o1 (i) : bagarna som kommer in till nod i
5~ (i) : b&garna som gar ut ur nod /.
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)

d(A) : de bagar som har en av sina dndnoder i A.

~(A) : de bgar som har b&da sina dndnoder i A.
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Nodmangder och Bagmangder

En klick ar en fullstandig subgraf.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 9 /47



Nodmangder och Bagmangder

En klick ar en fullstandig subgraf.

Matchning: Varje nod ansluter till hégst en bage. En perfekt matchning
innehaller alla noder.
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Graffargning

Nodfargning: Inga tva narliggande noder har samma farg.
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Intressanta optimeringsproblem

o Maximal klick, nk.
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Nodfirgning med min antal farger, x.

Bagfargning med min antal farger, /.

Satser

For tudelad graf: xy = 2.

X > nk. (En graf kallas perfekt om x = ng.)

Noderna i varje plan graf kan fargas med fyra farger.
vax < X' < vmax + 1. (vmax ar grafens maxvalens.)
X' = 1 om och endast om grafen dr en matchning.

X' = vpmax om grafen ar tudelad.

X' = vimax om grafen ar plan, saknar parallella bagar och har vyax > 7.

.

X' ar vpax eller vpgax + 1, men det ar NP-fullstandigt att avgora vilket.

Metoder? Heuristiker. (Kommer senare.)
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Billigaste uppspannande trad (MST)

Koppla ihop n3gra datorer p3 billigaste satt.
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Billigaste uppspannande trad (MST)

Koppla ihop n3gra datorer p3 billigaste satt.

Finn ett billigaste uppspannande trad i en given oriktad graf med
bagkostnader.
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Koppla ihop n3gra datorer p3 billigaste satt.

Finn ett billigaste uppspannande trad i en given oriktad graf med
bagkostnader.
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Heltalsformulering av MST

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, /) ingar i tradet,
0 om inte, for alla (i,)) € B.
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Heltalsformulering av MST

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, j) ingar i tradet,
0 om inte, for alla (7, /) € B.

min E CijXij

(ij)eB

da ) xy = [N-1

(ij)eB

ZZX,J < |S§]—=1 forallaSC N  (Inga cykler.)
i€S jeS
xij € {0,1} for alla (i,j) € B

Alternativt: Z Z xj>1foralla S C N (Sammanhingade.)
i€S jeN\S

Ménga bivillkor. (Exponentiellt ménga.)
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Graf-baserade l6sningsmetoder:

Ett uppspannande trad har n — 1 bdgar, samt
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1. Ta med billigaste &terstdende b3gen, om ingen cykel bildas (Kruskals
metod).
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Graf-baserade |6sningsmetoder:

Ett uppspannande trad har n — 1 bdgar, samt
@ saknar cykler

@ ir sammanhingande

Tv& metodprinciper:

1. Ta med billigaste &terstdende b3gen, om ingen cykel bildas (Kruskals
metod).

2. Ta med billigaste bagen som utdkar deltrddet (Prims metod).
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Kruskals metod:
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Prims metod (battre implementering)

Hall reda p& tridets nirmaste granne till nod 7, w;.

Spara mgjliga nodmérkningar.

0. L&t nod 1 vara deltradet och satt w; = 1 f6r alla andra noder i.
1. Finn billigaste bage ut ur deltradet: min; ¢; ..

3. Ta med bagen i deltridet.

4. Uppdatera w; via den nya bagen. (Narmare granne?)

5. Om antal bagar & n — 1: Stopp. Annars g3 till 1.

Komplexitet: O(|N|?)
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Handelsresandeproblemet (TSP)

Finn kortaste rundtur som besdker alla platser/noder.
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Handelsresandeproblemet (TSP)

Finn kortaste rundtur som besoker alla platser/noder.

Finn en billigaste Hamiltoncykel i en given graf med b&gkostnader.

Handelsresandeproblemet med &terbesék (TSPr):
Finn billigaste cykel i grafen som besdker varje nod minst en ging.
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Handelsresandeproblemet: varianter

Specialfall: ATSP: Symmetrisk kostnadsmatris som uppfyller
triangelolikheten:

Cij < cikx + Ckj for alla k, i j
(Implicerar fullstandig graf.)
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Specialfall: ATSPb: Symmetrisk kostnadsmatris som uppfyller den
begransade triangelolikheten:
cij < Cix + ¢y for alla bagar som finns.
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Handelsresandeproblemet: varianter

Specialfall: ATSP: Symmetrisk kostnadsmatris som uppfyller
triangelolikheten:

Cij < cik + cyj for alla k, i, j.

(Implicerar fullstandig graf.)

Specialfall: ATSPb: Symmetrisk kostnadsmatris som uppfyller den
begransade triangelolikheten:
cij < Cix + ¢y for alla bagar som finns.

ATSP har samma l6sning som ATSPr. (Aterbesok I6nar sig aldrig.)

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 19 / 47



Heltalsformulering av TSP, riktad graf

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, j) ingdr i cykeln, 0 om inte.
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Heltalsformulering av TSP, riktad graf
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xjj = 1 om bage (i, j) ingdr i cykeln, 0 om inte.

min E CijXij

(ij)eB
da ZXU = 1 forallaj (en in till varje nod)
ieN
Zx,-j = 1 forallai (en utfrén varje nod)
JEN
Z Z xj > 1 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
xij € {0,1} for alla (i,j) € B

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 20 / 47



Heltalsformulering av TSP, riktad graf

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, j) ingdr i cykeln, 0 om inte.

min E CijXij

(ij)eB
da ZXU = 1 forallaj (en in till varje nod)
ieN
ZXU = 1 forallai (en utfrén varje nod)
JEN
Z Z xj > 1 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
xij € {0,1} for alla (i,j) € B
eller
YD xp < [S|-1 forallaSc N
i€S jeSs

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 20 / 47



Heltalsformulering av TSP, riktad graf

Variabeldefinition:
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Heltalsformulering av TSP, riktad graf

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, j) ingdr i cykeln, 0 om inte.

min E CijXij

(ij)eB
da ZXU = 1 forallaj (en in till varje nod)
ieN
ZXU = 1 forallai (en utfrén varje nod)
JEN
Z Z xj > 1 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
xij € {0,1} for alla (i,j) € B
eller
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
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TSP, oriktad graf

min Z CijXij
(ij)eB
Zx,-j = 2 forallaj (valens tva)
ieN
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB

qu = 2 forallaj (valens tva)
ieN

Z Z xj > 2 forallaScN

i€S jeN\S
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB

qu = 2 forallaj (valens tva)

ieN
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
ZX’J = 2 forallaj (valens tva)
ieN
Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
xj € {0,1} for alla (i,j) € B

For TSPr: Ta bort forsta bivillkoren.
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
qu = 2 forallaj (valens tva)
ieN
Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
x;j € {0,1} for alla (i,j) € B

For TSPr: Ta bort forsta bivillkoren.

Alternativ (ej for TSPr):

YD xi < [S|-1 forallaSc N

i€S jeSs
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
qu = 2 forallaj (valens tva)
ieN
Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
x;j € {0,1} for alla (i,j) € B
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
ZX,J = 2 forallaj (valens tva)
ieN
Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
xj € {0,1} for alla (i,j) € B

For TSPr: Ta bort forsta bivillkoren.

Alternativ (ej for TSPr):

>3 xj < [S|—1 forallaSC N (inga smacykler)
i€S jeSs

Observera likheten i formulering med MST. TSP &r dock mycket svérare.
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltsa inte ett trad.)

Ratt antal bagar.
Nod 1 far valens 2, men andra noder kan ha fel valens.

En cykel (som kan vara for liten) bildas genom nod 1.

Lika latt att hitta billigaste 1-trad som MST.
Relaxation: Ger undre grans/optimistisk uppskattning.
Ett 1-trad 3r en Hamiltoncykel om varje nods valens ar lika med tva.

Om billigaste 1-trad ar en Hamiltoncykel, 3r turen optimal.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:
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Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bagar som ansluter till en nod andrar ej
optimal handelsresandetur.
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Alla tilldtna lésningar blir 2¢ dyrare.

@ Finn billigaste 1-trad.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bagar som ansluter till en nod andrar €]
optimal handelsresandetur.

Alla tilldtna lésningar blir 2¢ dyrare.

@ Finn billigaste 1-trad.
@ Stopp om Hamiltoncykel f&s. Optimum.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bagar som ansluter till en nod andrar €]
optimal handelsresandetur.

Alla tilldtna lésningar blir 2¢ dyrare.

© Finn billigaste 1-trad.
@ Stopp om Hamiltoncykel f&s. Optimum.

© Vilj en nod med fér hog valens. Oka kostnaderna for alla bagar som
ansluter till noden med t.ex. 1.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bagar som ansluter till en nod andrar €]
optimal handelsresandetur.

Alla tilldtna lésningar blir 2¢ dyrare.

© Finn billigaste 1-trad.
@ Stopp om Hamiltoncykel f&s. Optimum.

© Vilj en nod med fér hog valens. Oka kostnaderna for alla bagar som
ansluter till noden med t.ex. 1.

Q Ge upp eller g4 till 1.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, frén noder med for hog valens till noder
med for l3g.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka b&gar, fr&n noder med for hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhingande 16sning: Gor férandring i cykler.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhingande 16sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l13g valens.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhingande 16sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l13g valens.
Da bildas alltid en cykel.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhingande 16sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l13g valens.
Da bildas alltid en cykel.

Ta bort en b3ge i cykeln, s8 att valenserna foérbattras (och kostnaden inte
okar for mycket).

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 24 / 47



Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhingande 16sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l13g valens.
Da bildas alltid en cykel.

Ta bort en b3ge i cykeln, s8 att valenserna foérbattras (och kostnaden inte
okar for mycket).

Upprepa ndgra ganger.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en l6sning dar alla noder inte har valens tva, t.ex. ett billigaste
1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhingande 16sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l13g valens.
Da bildas alltid en cykel.

Ta bort en b3ge i cykeln, s8 att valenserna foérbattras (och kostnaden inte
okar for mycket).

Upprepa ndgra ganger.
Inget garanterat resultat.
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Exempel: 1-trad

Graf.
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Exempel: 1-trad

Billigaste 1-trad. Kostnad: 17. Undre grans: 17.
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Exempel: 1-trad

Flytta en bage. En handelsresandetur. Kostnad: 18. Ovre grins: 18.
17 < v* <18.
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Exempel: TSP: Nodstraff
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Exempel: TSP: Nodstraff

1-trad.
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Exempel: TSP: Nodstraff

1-trdd. Nod med hog valens.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 26 / 47



Exempel: TSP: Nodstraff

1-trid. Nod med hdg valens. Oka kostnader.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 26 / 47



Exempel: TSP: Nodstraff

1-trid. Nod med hdg valens. Oka kostnader. 1-trid.
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Exempel: TSP: Nodstraff

1-trdd. Nod med hdg valens. Oka kostnader. 1-trid. Optimum. Kostnad: 18
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TSP: 24978 noder

Bild: http://www.tsp.gatech.edu
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TSP: Sverige, optimallGsningen

Bild: http://www.tsp.gatech.edu
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
010920 855 612 0.033%
010930 855 610 0.033%
030316 855 602 0.032%
030318 855 597 0.031%
030324 855 493 0.012%
030602 855 528 0.009%
040520 855 597 0
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Ruttplaneringsproblemet

Ett antal lastbilar skall kéra ut varor till ett antal kunder. Varje lastbil
startar i en dep3, kor runt till ndgra kunder och levererar varor och

atervander till depan. Lastbilarna har begransad lastkapacitet och kunderna
given efterfrigan.

Varje lastbil kdr en handelsresandetur i en mangd noder som ska
bestimmas. Samtliga noder skall tickas av ndgon tur.

Malfunktion: Minimera kostnaden eller avgasutsldppen eller en kombination
av dem.
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en bage mellan tvd noder
visar att personerna kan samarbeta.
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en bage mellan tvd noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s manga par som mgjligt.
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en bage mellan tvd noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s manga par som mgjligt.

Matchning: Hégst en av bigarna ansluter till ndgon nod.
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en bage mellan tvd noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s manga par som mgjligt.
Matchning: Hégst en av bigarna ansluter till ndgon nod.

Matchning med maximal kardinalitet (max antal bagar):

max 33
P
da > (g+xi) <1 forallai

j
xj € {0,1} for alla i, j
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en bage mellan tvd noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s& manga par som mgjligt.
Matchning: Hogst en av bagarna ansluter till ndgon nod.
Matchning med maximal kardinalitet (max antal bagar):
max ZZXU
—~ =
da Z(;,-j +x;) <1 forallaj
x,{j € {0,1} for alla 7, j

Matchning med maximal vikt:

max E E cijx;j under samma bivillkor

! J
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Matchningsproblemet

Perfekt matchning: samtliga noder har valens ett.
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Matchningsproblemet

Perfekt matchning: samtliga noder har valens ett.

Perfekt matchning med minimal vikt:

min E Ec,-jx;j
i

da > (xi+xi) =1 forallai

j
xij € {0,1} for alla 7,
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Matchningsproblemet

Perfekt matchning: samtliga noder har valens ett.

Perfekt matchning med minimal vikt:

min E Ec,-jx;j
i

da > (xi+xi) =1 forallai

j
xij € {0,1} for alla 7,
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Metod for matchning med max kardinalitet

Alternerande vag: Varannan b&ge ingér i matchningen.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Alternerande vag: Varannan b&ge ingér i matchningen.

Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Alternerande vag: Varannan b&ge ingér i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.
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Metod for matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan b&ge ingér i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.

Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.
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Metod fér matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan bége ingdr i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.
Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.

Metod: S& lange det finns minst tvd omatchade noder:
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Metod fér matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan bége ingdr i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.

Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.

Metod: S& lange det finns minst tvd omatchade noder:

Frén varje omatchad nod: Finn en utékande vag. Byt matchning langs
vagen.
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Metod fér matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan bége ingdr i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.

Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.

Metod: S& lange det finns minst tvd omatchade noder:

Frén varje omatchad nod: Finn en utékande vag. Byt matchning langs
vagen.

Antingen finner man en utdkande vdg, och noden blir matchad, eller s&
finner man inte det, vilket bevisar att noden inte kan matchas.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utékande vag?
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utékande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utékande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vilj en omatchad bége (i,/), dar nod i &r markt med — och nod j
omérkt. Mark nod j med +.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utékande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vilj en omatchad bége (i,/), dar nod i &r markt med — och nod j
omirkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omérkt. Mark nod j med —.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utékande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.
2. Vilj en omatchad bége (i,/), dar nod i &r markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Méark nod j med —.
4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, ji, blir markt med +.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utékande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vilj en omatchad bége (i,/), dar nod i &r markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Méark nod j med —.

4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, ji, blir markt med +.
5. Nysta upp en alternerande vag fran i till ji.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 34 / 47



Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utékande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vilj en omatchad bége (i,/), dar nod i &r markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Méark nod j med —.

4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, ji, blir markt med +.
5. Nysta upp en alternerande vag fran i till ji.

Obs: Vagen kan antingen vara en enda omatchad béage, eller maste
inneh&lla minst en matchad bage.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utékande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vilj en omatchad bége (i,/), dar nod i &r markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Méark nod j med —.

4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, ji, blir markt med +.
5. Nysta upp en alternerande vag fran i till ji.

Obs: Vagen kan antingen vara en enda omatchad béage, eller maste
inneh&lla minst en matchad bage.

Om det inte finns ndgon b&ge i steg 4, m&ste man upprepa steg 3.
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Metod for matchning med max kardinalitet
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Valj en omatchad nod.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bége (7,5).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bage (4,3).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad

bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad

bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2). Utokande vag: 7-5-6-4-3- 2.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2). Utokande vag: 7-5-6-4 -3 - 2. Byt.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2). Utokande vag: 7-5-6 -4 - 3 - 2. Byt. En battre matchning.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2). Utokande vag: 7-5-6 -4 - 3 - 2. Byt. En battre matchning.

Maximal, ty bara en omatchad nod.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utokande vag:
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utokande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 36 / 47



Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utokande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vig:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k b&gar och (k — 1)/2 matchade b3gar kallas “blomma"”.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vig:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k b&gar och (k — 1)/2 matchade b3gar kallas “blomma"”.
Kan inte blir battre.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vig:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k b&gar och (k — 1)/2 matchade b3gar kallas “blomma"”.
Kan inte blir battre.

Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k bagar och (k — 1)/2 matchade bagar kallas “blomma”.
Kan inte blir battre.

Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.

Fortsatt som forut.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k bagar och (k — 1)/2 matchade bagar kallas “blomma”.
Kan inte blir battre.

Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.
Fortsatt som forut.

Na&r utdkande vag finnes: Expandera blomman. Ev. behdver matchningen i
den vridas.
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Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.
Fortsatt som forut.

Na&r utdkande vag finnes: Expandera blomman. Ev. behdver matchningen i
den vridas.
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Metod for matchning med max kardinalitet
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utdkande vag: 1 -5 - 7 - 346.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utokande vag: 1 -5 - 7 - 346. Byt.
Expandera blomman. Vrid blommans matchning.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utokande vag: 1 -5 - 7 - 346. Byt.
Expandera blomman. Vrid blommans matchning. En battre matchning.
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Metod for bagfargning

| en bagfargning utgor bagarna som firgats med en fiarg en matchning.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 38 / 47



Metod for bagfargning

| en bagfargning utgor bagarna som firgats med en fiarg en matchning.

Metod:

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 38 / 47
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| en bagfargning utgor bagarna som firgats med en fiarg en matchning.
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1. Finn en matchning med maximal kardinalitet.
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Metod for bagfargning

| en bagfargning utgor bagarna som firgats med en fiarg en matchning.
Metod:

1. Finn en matchning med maximal kardinalitet.

2. Farga matchade b&gar med en farg.

3. Ta bort fargen och de matchade bagarna.
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1. Finn en matchning med maximal kardinalitet.

2. Farga matchade b&gar med en farg.

3. Ta bort fargen och de matchade bdgarna.

Upprepa tills inga bagar ar kvar.
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Metod for bagfargning

| en bagfargning utgdr bégarna som firgats med en farg en matchning.

Metod:

1. Finn en matchning med maximal kardinalitet.
2. Farga matchade b&gar med en farg.
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Matchningen behdver inte vara maximal.

Det racker om den tacker alla noder med maximal valens.
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Upprepa tills inga bagar ar kvar.
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Metod for bagfargning

| en bagfargning utgdr bégarna som firgats med en farg en matchning.

Metod:

1. Finn en matchning med maximal kardinalitet.
2. Farga matchade b&gar med en farg.

3. Ta bort fargen och de matchade bagarna.
Upprepa tills inga bagar ar kvar.

Matchningen behdver inte vara maximal.
Det racker om den tacker alla noder med maximal valens.

D& minskar den maximala valensen i varje steg, s& antalet iterationer ar
inte mer @n maxvalensen (vilket & mindre dn antalet noder).

Denna metod l6ser problemet i tudelade grafer exakt, och ar en bra
heuristik fér andra grafer.
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Metod for tudelad bagfargning
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Metod for tudelad bagfargning

En matchning.
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Metod for tudelad bagfargning

En matchning. Firga den rod.
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Metod for tudelad bagfargning

O —O

En matchning. Farga den réd. Ta bort bagarna.
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Metod for tudelad bagfargning
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En matchning. Firga den réd. Ta bort bagarna. En ny matchning.
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En matchning. Firga den réd. Ta bort bagarna. En ny matchning. Farga
den bla.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 39 / 47



Metod for tudelad bagfargning

En matchning. Firga den réd. Ta bort bagarna. En ny matchning. Farga
den bla. Ta bort bagarna.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 39 / 47



Metod for tudelad bagfargning

En matchning. Firga den réd. Ta bort bagarna. En ny matchning. Farga
den bla. Ta bort bagarna. En ny matchning.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 39 / 47
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Metod for tudelad bagfargning

En matchning. Firga den réd. Ta bort bagarna. En ny matchning. Farga
den bla. Ta bort bdgarna. En ny matchning. Farga den gron. Fardig.
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Kinesiska brevbararproblemet
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Kinesiska brevbararproblemet

En brevbarartur 4r en tur som anvander varje b8ge minst en géng.
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kostnad.
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Kinesiska brevbararproblemet

En brevbarartur 4r en tur som anvander varje b8ge minst en géng.

Det kinesiska brevbararproblemet &r att finna en brevbarartur med minimal
kostnad.

Kdnigsbergs broar: (Euler, 1700-talet)
Férsok finna en tur som passerar varje bro en géng.

KONINGSBERGA
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Kinesiska brevbararproblemet

Kaénigsberg
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Kinesiska brevbararproblemet

En Eulercykel &r en cykel som anvidnder varje bsge i grafen exakt en géng.
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Kinesiska brevbararproblemet
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Kinesiska brevbararproblemet

En Eulercykel &r en cykel som anvidnder varje bsge i grafen exakt en géng.
En Eulercykel dr en optimal brevbarartur, om den finns.

En oriktad graf har en Eulercykel om och endast om den ar
sammanhangande och alla dess noder har jamn valens.
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Kinesiska brevbararproblemet

En Eulercykel dr en cykel som anvander varje bdge i grafen exakt en géng.
En Eulercykel dr en optimal brevbarartur, om den finns.

En oriktad graf har en Eulercykel om och endast om den ar
sammanhangande och alla dess noder har jamn valens.

Det fanns inget promenadstrdk genom Konigsberg som passerade varje bro
exakt en gang. (Se nodvalens.)
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Kinesiska brevbararproblemet: Modell

Matematisk modell:
xjj: antalet génger bage (i, ) trafikeras.
z;: antal génger nod i passeras i turen.
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Kinesiska brevbararproblemet: Modell

Matematisk modell:
xjj: antalet génger bage (i, ) trafikeras.
z;: antal génger nod i passeras i turen.

min E Ec,-jx,-j
i

da Z(X,J +xji) —2z;=0 forallai

J
xjj > 1, heltal for alla 7,
z; > 1, heltal for alla 7

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 42 / 47



Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b&ge behdver anvandas mer an en gang for mycket.
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Kinesiska brevbararproblemet
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Dvs. minimera kostnaden for de bagar som anvinds mer dn en gang.
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Kinesiska brevbararproblemet
Man kan visa att ingen b&ge behdver anvandas mer an en gang for mycket.

Metod:

Minimera extraarbetet. J

Dvs. minimera kostnaden for de bagar som anvinds mer dn en gang.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.
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Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b3ge behdver anvindas mer 3n en gang for mycket.

Metod: J

Minimera extraarbetet.

Dvs. minimera kostnaden fér de bdgar som anvands mer dn en géng.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Lagg till bdgar mellan noder med udda valens, s& att alla noder far jamn
valens, pé billigaste sitt.
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Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b3ge behdver anvindas mer 3n en gang for mycket.

Metod: J

Minimera extraarbetet.

Dvs. minimera kostnaden fér de bdgar som anvands mer dn en géng.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Lagg till bdgar mellan noder med udda valens, s& att alla noder far jamn
valens, pé billigaste sitt.

En Eulercykel ger da den billigaste brevbararturen.

1. Forbind noderna med udda valens p3 billigaste satt (mha billigaste-vag
och minimal perfekt matchning).
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Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b3ge behdver anvindas mer 3n en gang for mycket.

Metod: J

Minimera extraarbetet.

Dvs. minimera kostnaden fér de bdgar som anvands mer dn en géng.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Lagg till bdgar mellan noder med udda valens, s& att alla noder far jamn
valens, pé billigaste sitt.

En Eulercykel ger da den billigaste brevbararturen.

1. Forbind noderna med udda valens p3 billigaste satt (mha billigaste-vag
och minimal perfekt matchning).

2. Finn Eulercykeln.
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Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b3ge behdver anvindas mer 3n en gang for mycket.

Metod: J

Minimera extraarbetet.

Dvs. minimera kostnaden fér de bdgar som anvands mer dn en géng.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Lagg till bdgar mellan noder med udda valens, s& att alla noder far jamn
valens, pé billigaste sitt.

En Eulercykel ger da den billigaste brevbararturen.

1. Forbind noderna med udda valens p3 billigaste satt (mha billigaste-vag
och minimal perfekt matchning).

2. Finn Eulercykeln.
Polynomisk optimerande metod.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel

En graf.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Noder med udda valens.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Finn billigaste matchning.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Dubblera bagar.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Finn Eulercykel.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Finn Eulercykel. Kostnad: 43 + 12 = 55.

Kaj Holmberg (LiU TAOP33 Optimering 13 september 2022
1]

44 | a7



Kinesiska brevbararproblemet

Konigsberg:

Kaj Holmberg (LiU) TAOP33 Optimering 13 september 2022 45 / 47



Kinesiska brevbararproblemet

Konigsberg:

Billigaste viagarna.
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Kinesiska brevbararproblemet

Konigsberg:

Billigaste vagarna. Billigaste perfekta matchning.
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Kinesiska brevbararproblemet

Addera bagarna i billigaste perfekta matchning. Finn valfri Eulercykel.

Konigsberg

Exempel p3 tur:
A-B-C-D-A-B-C-B-D-A. En sondagspromenad i Konigsberg.
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Konigsberg idag: Kaliningrad
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