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Grafdefinitioner

N = {i}: noder (hdrn)

B ={(i,j)},i € N,j € N: bagar (kanter)

Graf: G = (N, B)

Definitioner

Vag: Sekvens av angrdnsande bégar.

Cykel: Vag som startar och slutar i samma nod.
En enkel vdg innehéller ingen cykel.

En enkel cykel innehéller ingen mindre cykel.

En sammanhangande graf har en vdag mellan varje par av noder.

Trad: Sammanhingande graf utan cykler.
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Trad

O

Trad
Sats

For ett trdd med n (> 1) noder giller:
e Det har n — 1 bagar.
e Mellan varje par av noder finns en unik vag.

e Om en ny b3ge laggs till skapas exakt en cykel.
e Om en b3ge tas bort bildas tva trad.
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Uppspannande trad

Sats

For en graf med n noder ar féljande begrepp ekvivalenta:
e Ett uppspannande trad.

e En sammanhingande graf med n — 1 bagar.

e En graf utan cykler med n — 1 b3gar.
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En graf 4r sammanhingande om och endast om den inneh3ller ett
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Uppspannande trad

Sats

For en graf med n noder ar féljande begrepp ekvivalenta:
e Ett uppspannande trad.

e En sammanhingande graf med n — 1 bagar.

e En graf utan cykler med n — 1 b3gar.

En graf 4r sammanhingande om och endast om den inneh3ller ett
uppspannande trad.

Definition
Skog: Graf utan cykler (dvs ett eller flera trad). J
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Grafer
Definition
En fullstandig graf har en bage mellan varje par av noder.
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Grafer

Definition
En fullstandig graf har en bdge mellan varje par av noder. J
Definition
| en tudelad graf gar alla bagar fr&n en nodmangd till en annan. J
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Grafer

Definition
En plan graf kan ritas s& att inga bagar korsar varandra (férutom i
noderna).

Plan?
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Cykler och vagar

Definitioner
En Eulercykel ar en cykel som anvander varje bge exakt en géng.
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Cykler och vagar

Definitioner
En Eulercykel ar en cykel som anvander varje bge exakt en géng.

En Hamiltoncykel 3r en cykel som passerar varje nod exakt en géng.

En Hamiltonvag dr en vig som passerar varje nod exakt en ging.

Exempel pa fragestallningar:
Finns en Eulercykel i en given graf?

Finns en Hamiltoncykel i en given graf?

Definition
En nods valens ar antalet bagar som ansluter till noden.

Sats

En sammanhingande oriktad graf har en Eulercykel om och endast om alla
dess noder har jamn valens.

4
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Hamiltoncykel

Petersens graf saknar Hamiltoncykel
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Hamiltoncykel

Petersens graf saknar Hamiltoncykel och Eulercykel.
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Notation: mangder

d(7) : bagarna som ansluter till nod i.
5% (i) : bagarna som kommer in till nod i
07 (i) : bagarna som gar ut ur nod /.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 8/ 65



Notation: mangder

d(7) : bagarna som ansluter till nod i.
5% (i) : bagarna som kommer in till nod i
07 (i) : bagarna som gar ut ur nod /.

0~ (A) : de bagar som gér ut ur A.
5% (A) : de bagar som gar in till A
d(A) : de bagar som har en av sina dndnoder i A.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 8/ 65



Notation: mangder

d(7) : bagarna som ansluter till nod i.
5% (i) : bagarna som kommer in till nod i
07 (i) : bagarna som gar ut ur nod /.

0~ (A) : de bagar som gér ut ur A.
5% (A) : de bagar som gar in till A
d(A) : de bagar som har en av sina dndnoder i A.

v(A) : de bagar som har b&da sina d@ndnoder i A.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 8 / 65



Notation: mangder

d(7) : bagarna som ansluter till nod i.
5% (i) : bagarna som kommer in till nod i
07 (i) : bagarna som gar ut ur nod /.

0~ (A) : de bagar som gér ut ur A.
5% (A) : de bagar som gar in till A
d(A) : de bagar som har en av sina dndnoder i A.

v(A) : de bagar som har b&da sina d@ndnoder i A.

= E Xij!

(iJ)eE

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 8 / 65



Notation: mangder

d(7) : bagarna som ansluter till nod i.
5% (i) : bagarna som kommer in till nod i
07 (i) : bagarna som gar ut ur nod /.

07 (A) : de bagar som gér ut ur A.
5% (A) : de bagar som gar in till A
)

d(A) : de bagar som har en av sina dndnoder i A.

v(A) : de bagar som har b&da sina d@ndnoder i A.

(E)= 3 x, cB)= Y

(ij)EE (ij)eEE
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Nodmangder

Oberoende nodmangd: Ingen direktbdge mellan tvd noder.
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Nodmangder

Oberoende nodmangd: Ingen direktbdge mellan tvé noder.

En noddvertiackning kan f&s genom att ta med de noder som inte ingdr i en
oberoende nodmingd (och tvartom).
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Nodmangder

En klick ar en fullstindig subgraf.
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Bégmangder

Bagovertackning: Varje nod ansluter till en bage.
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Bégmangder

Bagovertackning: Varje nod ansluter till en bage.

Matchning: Varje nod ansluter till hégst en bage. En perfekt matchning
innehéller alla noder.
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Graffargning

Nodfargning: Inga tva narliggande noder har samma farg.
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Intressanta optimeringsproblem

@ Maximal oberoende nodmingd, no.
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Intressanta optimeringsproblem

@ Maximal oberoende nodmingd, no.

@ Minimal noddvertickning, nc.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 13 / 65



Intressanta optimeringsproblem

@ Maximal oberoende nodmingd, no.
@ Minimal noddvertickning, nc.

@ Maximal klick, nk.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 13 / 65



Intressanta optimeringsproblem

Maximal oberoende nodmingd, no.
Minimal noddvertackning, nc.

Maximal klick, ngk.

Minimal b&govertdckning, mc.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 13 / 65



Intressanta optimeringsproblem

Maximal oberoende nodmingd, no.
Minimal noddvertackning, nc.
Maximal klick, ngk.

Minimal b&govertdckning, mc.

Maximal matchning, my.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 13 / 65



Intressanta optimeringsproblem

@ Maximal oberoende nodmingd, no.
Minimal noddvertackning, nc.
Maximal klick, ngk.

Minimal b&govertdckning, mc.

Maximal matchning, my.

Nodfargning med min antal farger, .

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 13 / 65



Intressanta optimeringsproblem

Maximal oberoende nodmingd, no.
Minimal noddvertackning, nc.
Maximal klick, ngk.

Minimal b&govertdckning, mc.
Maximal matchning, my.

Nodfargning med min antal farger, .

Bagfargning med min antal farger, \'.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 13 / 65



Intressanta optimeringsproblem

@ Maximal oberoende nodmingd, no.

@ Minimal noddvertickning, nc.

@ Maximal klick, nk.

o Minimal b&gdvertackning, mc.

@ Maximal matchning, my.

e Nodfirgning med min antal farger, .

o Bagfirgning med min antal farger, /.
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Intressanta optimeringsproblem
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@ Maximal klick, nk.

o Minimal b&gdvertackning, mc.

@ Maximal matchning, my.

o Nodfargning med min antal farger, x.

o Bagfirgning med min antal farger, /.
Satser

no < mc och my < nc.

no + nc = |N| = mp + mc.
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Intressanta optimeringsproblem

@ Maximal oberoende nodmangd, no.

@ Minimal noddvertickning, nc.

@ Maximal klick, nk.

o Minimal b&gdvertackning, mc.

@ Maximal matchning, my.

o Nodfargning med min antal farger, x.

o Bagfirgning med min antal farger, /.
Satser

no < mc och my < nc.

no + nc = |N| = mp + mc.

For tudelad graf: mp = nc. nop = me. x = 2.
X > nk. (En graf kallas perfekt om x = ng.)

Varje plan graf kan firgas med fyra farger.
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Intressanta optimeringsproblem

Bagfargning med min antal farger, x'.
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Intressanta optimeringsproblem
Bagfargning med min antal farger, x'.

Satser

X' > vmax.
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Intressanta optimeringsproblem

Bagfargning med min antal farger, x'.

Satser

X' > vmax.
X < vmax + 1.

(vmax ar grafens maxvalens.)

X' ar vpax eller vyax + 1, men det ar NP-fullstandigt att avgora vilket.
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Intressanta optimeringsproblem
Bagfargning med min antal farger, x'.

Satser

X' > vmax.
X' < vmax + 1.

(vmax ar grafens maxvalens.)
X' ar vpax eller vyax + 1, men det ar NP-fullstandigt att avgora vilket.

Satser

X' = 1 om och endast om grafen ir en matchning.
X' = vmax om grafen ar tudelad.
X' = vmax om grafen ar plan, saknar parallella bdgar och har vyax > 7.

Metoder? Heuristiker. (Kommer senare.)
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Billigaste uppspannande trad (MST)

Koppla ihop n3gra datorer p3 billigaste satt.
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Billigaste uppspannande trad (MST)

Koppla ihop n3gra datorer p3 billigaste satt.

Finn ett billigaste uppspannande trad i en given oriktad graf med
bagkostnader.
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Billigaste uppspannande trad (MST)

Koppla ihop n3gra datorer p3 billigaste satt.

Finn ett billigaste uppspannande trad i en given oriktad graf med
bagkostnader.
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Heltalsformulering av MST

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, /) ingar i tradet,
0 om inte, for alla (i,)) € B.
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Heltalsformulering av MST

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, j) ingar i tradet,
0 om inte, for alla (7, /) € B.

min E CijXij

(ij)eB

da ) xy = [N-1

(ij)eB

ZZX,J < |S§]—=1 forallaSC N  (Inga cykler.)
i€S jeS
xij € {0,1} for alla (i,j) € B

Alternativt: Z Z xj>1foralla S C N (Sammanhingade.)
i€S jeN\S

Ménga bivillkor. (Exponentiellt ménga.)
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MST

min  c'x
da x(B) = |N|—-1
x(v(S5)) < |S§|—1 forallaSc N
X e {0,1}m

eller

x(6(S))>1forallaSc N
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Graf-baserade l6sningsmetoder:

Ett uppspannande trad har n — 1 bdgar, samt
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Graf-baserade |6sningsmetoder:

Ett uppspannande trad har n — 1 bdgar, samt
@ saknar cykler

@ ir sammanhingande

Tv& metodprinciper:

1. Ta med billigaste &terstdende b3gen, om ingen cykel bildas (Kruskals
metod).

2. Ta med billigaste bagen som utdkar deltrddet (Prims metod).
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Prims metod:

0. L3t nod 1 vara deltradet.
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Prims metod (battre implementering)

Hall reda p& tradets narmaste granne till nod 7, w;.
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Prims metod (battre implementering)

Hall reda p& tradets narmaste granne till nod 7, w;.

Spara mgjliga nodmérkningar.

0. L3t nod 1 vara deltradet och siatt w; = 1 for alla andra noder /.
1. Finn billigaste bage ut ur deltradet: min; ¢ u,.

3. Ta med bagen i deltridet.

4. Uppdatera w; via den nya bagen. (Ndrmare granne?)

5. Om antal b3gar & n — 1: Stopp. Annars g3 till 1.

Komplexitet: O(|N|?)
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Handelsresandeproblemet (TSP)

Finn kortaste rundtur som besdker alla platser/noder.
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Handelsresandeproblemet (TSP)

Finn kortaste rundtur som besoker alla platser/noder.

Finn en billigaste Hamiltoncykel i en given graf med b&gkostnader.

Handelsresandeproblemet med &terbesék (TSPr):
Finn billigaste cykel i grafen som bescker varje nod minst en géng.
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Handelsresandeproblemet: varianter

Specialfall: ATSP: Symmetrisk kostnadsmatris som uppfyller
triangelolikheten:
cij < cix + cxj for alla k, i, j.
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triangelolikheten:
cij < cix + cxj for alla k, i, j.

(Implicerar fullstandig graf.)

Specialfall: ATSPb: Symmetrisk kostnadsmatris som uppfyller den
begransade triangelolikheten:
cij < Cix + cxj for alla bagar som finns.

ATSP har samma l6sning som ATSPr. (Aterbesok l6nar sig aldrig.)

Till varje TSP med I6sning finns ett ATSPb som har samma optimala
|6sning. (Addera en konstant till alla kostnader.)
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Heltalsformulering av TSP, riktad graf

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, j) ingdr i cykeln, 0 om inte.
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da ZXU = 1 forallaj (en in till varje nod)
ieN
ZXU = 1 forallai (en utfrén varje nod)
JEN
Z Z xj > 1 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
xij € {0,1} for alla (i,j) € B
eller
YD xp < [S|-1 forallaSc N
i€S jeSs
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Heltalsformulering av TSP, riktad graf

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, j) ingdr i cykeln, 0 om inte.

min E CijXij

(ij)eB
da ZXU = 1 forallaj (en in till varje nod)
ieN
ZX,'J' = 1 forallai (en utfran varje nod)
JEN
Z Z xj > 1 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
xij € {0,1} for alla (i,j) € B
eller
ZZXU < |S]—1 forallaSc N (inga smicykler)
i€S jeSs
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Heltalsformulering av TSP, riktad graf

Variabeldefinition:
xjj = 1 om bage (i, j) ingdr i cykeln, 0 om inte.

min E CijXij

(ij)eB
da ZXU = 1 forallaj (en in till varje nod)
ieN
ZXU = 1 forallai (en utfrén varje nod)
JEN
Z Z xj > 1 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
xij € {0,1} for alla (i,j) € B
eller
ZZXU < |§|—1 forallaSC N (inga smicykler) (ej TSPY)
i€S jeSs
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB

Zx,-j = 2 forallaj
ieN
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TSP, oriktad graf

min Z CijXij
(ij)eB
Zx,-j = 2 forallaj (valens tva)
ieN
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB

qu = 2 forallaj (valens tva)
ieN

Z Z xj > 2 forallaScN

i€S jeN\S
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB

ZX,J = 2 forallaj (valens tva)

ieN

Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeEN\S
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB

qu = 2 forallaj (valens tva)

ieN

Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S

xj € {0,1} for alla (i,j) € B
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB

ZX’J = 2 forallaj (valens tva)

ieN

Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S

xj € {0,1} for alla (i,j) € B

For TSPr: Ta bort forsta bivillkoren.
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
qu = 2 forallaj (valens tva)
ieN
Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
x;j € {0,1} for alla (i,j) € B

For TSPr: Ta bort forsta bivillkoren.

Alternativ (ej for TSPr):

YD xi < [S|-1 forallaSc N

i€S jeSs
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
qu = 2 forallaj (valens tva)
ieN
Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
x;j € {0,1} for alla (i,j) € B

For TSPr: Ta bort forsta bivillkoren.

Alternativ (ej for TSPr):

>3 xj < [S|—1 forallaSC N (inga smacykler)
i€S jeSs
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TSP, oriktad graf

min E CijXij

(ij)eB
qu = 2 forallaj (valens tva)
ieN
Z Z xj > 2 forallaSC N (sammanhdngande)
i€S jeN\S
x;j € {0,1} for alla (i,j) € B

For TSPr: Ta bort forsta bivillkoren.

Alternativ (ej for TSPr):

>3 xj < [S|—1 forallaSC N (inga smacykler)
i€S jeSs

Observera likheten i formulering med MST. TSP &r dock mycket svérare.
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TSP, kort notation

Rik.tat: .
dd x(6= () =1 Vie N
x(0t(i)) = 1 Vie N
x(v(8)) < [S|-1 VSCN
X e {0,1}m

eller  x(67(5))>1 VSCN
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TSP, kort notation

Riktat:
min c™x
dd x(6= () =1 Vie N
x(0t(i)) = 1 Vie N
x(v(S)) < |S|-1 VSCN
X e {0,1}™

eller  x(67(5))>1 VSCN

Oriktat: -
min  c¢c'x
da x(B) = |N|
x(6(i) = 2 Vie N
x(v(S)) < |S|-1 VScCN
X e {0,1}m
eller x(6(S5)) > 2 VSCN
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltss inte ett trad.)
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltss inte ett trad.)

Ratt antal bagar.
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltsa inte ett trad.)

Ratt antal bagar.

Nod 1 far valens 2, men andra noder kan ha fel valens.
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltsa inte ett trad.)
Ratt antal bagar.

Nod 1 far valens 2, men andra noder kan ha fel valens.

En cykel (som kan vara for liten) bildas genom nod 1.
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltsa inte ett trad.)

Ratt antal bagar.
Nod 1 far valens 2, men andra noder kan ha fel valens.

En cykel (som kan vara for liten) bildas genom nod 1.

Lika latt att hitta billigaste 1-trad som MST.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 27 / 65



Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltsa inte ett trad.)

Ratt antal bagar.
Nod 1 far valens 2, men andra noder kan ha fel valens.

En cykel (som kan vara for liten) bildas genom nod 1.

Lika latt att hitta billigaste 1-trad som MST.

Relaxation: Ger undre grans/optimistisk uppskattning.
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltsa inte ett trad.)

Ratt antal bagar.
Nod 1 far valens 2, men andra noder kan ha fel valens.

En cykel (som kan vara for liten) bildas genom nod 1.

Lika latt att hitta billigaste 1-trad som MST.
Relaxation: Ger undre grans/optimistisk uppskattning.

Ett 1-trad 3r en Hamiltoncykel om varje nods valens ar lika med tva.
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Relaxation av TSP: 1-trad

Billigaste 1-trdd: Ett MST for noderna {2,3,..., n}, plus de tva
billigaste b&garna som ansluter till nod 1.

(Alltsa inte ett trad.)

Ratt antal bagar.
Nod 1 far valens 2, men andra noder kan ha fel valens.

En cykel (som kan vara for liten) bildas genom nod 1.

Lika latt att hitta billigaste 1-trad som MST.
Relaxation: Ger undre grans/optimistisk uppskattning.
Ett 1-trad 3r en Hamiltoncykel om varje nods valens ar lika med tva.

Om billigaste 1-trad ar en Hamiltoncykel, 3r turen optimal.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bdgar som ansluter till en nod andrar ej
optimal handelsresandetur.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bdgar som ansluter till en nod andrar ej
optimal handelsresandetur.
Alla tilldtna I8sningar blir 2¢ dyrare.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bagar som ansluter till en nod dndrar ¢j
optimal handelsresandetur.
Alla tilldtna I8sningar blir 2¢ dyrare.

© Finn billigaste 1-trad.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bagar som ansluter till en nod dndrar ¢j
optimal handelsresandetur.

Alla tilldtna I8sningar blir 2¢ dyrare.

© Finn billigaste 1-trad.
@ Stopp om Hamiltoncykel f&s. Optimum.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bagar som ansluter till en nod dndrar ¢j
optimal handelsresandetur.

Alla tilldtna I&sningar blir 2¢ dyrare.

@ Finn billigaste 1-trad.
@ Stopp om Hamiltoncykel f&s. Optimum.

© Vilj en nod med for hog valens. Oka kostnaderna for alla bagar som
ansluter till noden med t.ex. 1.
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Forbattring av 1-trad

Nodstraff:

Addition av konstant till ¢ for alla bagar som ansluter till en nod dndrar ¢j
optimal handelsresandetur.

Alla tilldtna I&sningar blir 2¢ dyrare.

@ Finn billigaste 1-trad.
@ Stopp om Hamiltoncykel f&s. Optimum.

© Vilj en nod med for hog valens. Oka kostnaderna for alla bagar som
ansluter till noden med t.ex. 1.

Q Gatill 1.
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Forsok fa tillaten tur

Utgd fran en losning dar alla noder inte har valens tva,
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Forsok fa tillaten tur

Utgd fran en losning dar alla noder inte har valens tva,
t.ex. ett billigaste 1-trad.
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Forsok fa tillaten tur

Utgd fran en losning dar alla noder inte har valens tva,
t.ex. ett billigaste 1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten 16sning genom att byta enstaka b&gar.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en I6sning dar alla noder inte har valens tv3,
t.ex. ett billigaste 1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten 16sning genom att byta enstaka b&gar.

Byt en dndnod for enstaka b&gar, fran noder med for hdg valens till noder
med for 13g.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en I6sning dar alla noder inte har valens tv3,
t.ex. ett billigaste 1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka b&gar, fran noder med for hdg valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhangande |6sning: Gor férandring i cykler.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en I6sning dar alla noder inte har valens tv3,
t.ex. ett billigaste 1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhangande |6sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l1ag valens.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en I6sning dar alla noder inte har valens tv3,
t.ex. ett billigaste 1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka b&gar, frén noder med foér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhangande |6sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l1ag valens.
D3 bildas alltid en cykel.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en I6sning dar alla noder inte har valens tv3,

t.ex. ett billigaste 1-trad.
Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka b&gar, frén noder med foér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhangande |6sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l1ag valens.
D3 bildas alltid en cykel.

Ta bort en bage i cykeln, s& att valenserna forbattras
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en I6sning dar alla noder inte har valens tv3,

t.ex. ett billigaste 1-trad.
Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhangande |6sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l1ag valens.
D3 bildas alltid en cykel.

Ta bort en b3ge i cykeln, s3 att valenserna forbattras (och kostnaden inte
okar for mycket).
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en I6sning dar alla noder inte har valens tv3,
t.ex. ett billigaste 1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhangande |6sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l1ag valens.
D3 bildas alltid en cykel.

Ta bort en b3ge i cykeln, s3 att valenserna forbattras (och kostnaden inte
okar for mycket).

Upprepa ndgra génger.
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Forsok fa tillaten tur

Utga fran en I6sning dar alla noder inte har valens tv3,
t.ex. ett billigaste 1-trad.

Mal: Forsok fa en tilldten losning genom att byta enstaka bagar.

Byt en dndnod for enstaka bagar, fr&n noder med fér hog valens till noder
med for 13g.

For att behalla en sammanhangande |6sning: Gor férandring i cykler.

Lagg till en bage till en nod med for l1ag valens.
D3 bildas alltid en cykel.

Ta bort en b3ge i cykeln, s3 att valenserna forbattras (och kostnaden inte
okar for mycket).

Upprepa ndgra génger.
Inget garanterat resultat.
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Exempel: 1-trad

Graf.
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Exempel: 1-trad

Billigaste 1-trad. Kostnad: 17. Undre grans: 17.
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Exempel: 1-trad

Flytta en bage. En handelsresandetur. Kostnad: 18. Ovre grins: 18.
17 < v* <18.
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Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help
Button-1 drag: Moves node (in move mods). Button-2 crag: Move whole graph. Button 3: Change menu.

VINEOPT
(-22,107)(155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 IAccepting parallel links
\Add link [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:4.7,y: 245

[Press left button to mark starting node. Press left button a second time to mark ending node. Added link (1,7).

Undirected graph with link costs.
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Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Buton crag: Bution 3: Change menu.___ Total cost: 1674.0
VINEOPT

(-22,107)(155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 IAccepting parallel links
\Add link [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:203,y:19.8

[Press left button to mark starting node. Press left button a second time to mark ending node. Added link (1,7).

Undirected graph with link costs.

1-trad.
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Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Buton crag: Bution 3: Change menu.___ Total cost: 1674.0
VINEOPT

(-22,107)(155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 IAccepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.7,y:76.7

Marked node 5.

Undirected graph with link costs.

1-trad. Noder med fel valens.
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Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1674.0
VINEOPT

(-22:107)155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 IAccepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:18.6,y:52.2

Marked node 10.

Undirected graph with link costs.

1-trad. Noder med fel valens. Lagg till bage.
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Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1674.0
VINEOPT

(-22:107)155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 IAccepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:116:3,y:37.9

Marked node 10.

Undirected graph with link costs.

1-trad. Noder med fel valens. Lagg till bage. Ta bort en annan.
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Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1849.0
VINEOPT

(-22:107)155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 IAccepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:19.8,y:32.1

Marked node 16

Undirected graph with link costs.

1-trad. Noder med fel valens. Lagg till bage. Ta bort en annan. Upprepa.
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Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1849.0
VINEOPT

(-22:107)155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 IAccepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.3,y:80.3

Marked node 1

Undirected graph with link costs.

1-trad. Noder med fel valens. Lagg till bage. Ta bort en annan. Upprepa.
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Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1888.0
VINEOPT

(-22:107)155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 Accepting parallel inks
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. x:21.7,y:2.7

Marked node 4.

Undirected graph with link costs.

1-trad. Noder med fel valens. Lagg till bage. Ta bort en annan. Upprepa.
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Buton crag: Bution 3: Change menu.___ Total cost: 1674.0
VINEOPT

(-22,107)(155.-25) Vehicles: 4 Total time: 0 IAccepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.0,y:63.8

Marked node 2

Undirected graph with link costs.

1-trad.
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: M Button 2 crag: Button 3: Change man Total cost: 0
VINEOPT

((-22,107)-(155,-25) |Accepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:119.3,y:95.0

Marked node 2

Undirected graph with link costs.

1-trdd. Nod med hog valens.
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: M Button 2 crag: Button 3: Change man Total cost: 0
VINEOPT

((-22,107)-(155,-25) |Accepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.5,y:66.9

Marked node 2

Undirected graph with link costs.

1-trdd. Nod med hog valens.
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: M Button 2 crag: Button 3: Change man Total cost: 0
VINEOPT

((-22,107)-(155,-25) |Accepting parallel links
Select node. [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [

Marked node 2

Undirected graph with link costs. Probl not saved.

1-trad. Nod med hdg valens. Oka kostnader.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering



Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1754.0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links
Select node [tsp-exsb Nodes: 18. Links: 29. [x:18.7,y: 146

Marked node 2

Undirected graph with link costs.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trid.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

31 augusti 2020
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 chag: Moves node (n move made). Bution2 crag: Move whole graph. Bution 3: Change menu. Total cost: 0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links.
Select node [tsp-exsb Nodes: 18. Links: 29. [x:119.6,y:48.3

Marked node 2

Undi h with link costs. Problem ch ot saved.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1834.0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links.
Select node [tsp-exsb Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.1,y:38.4

Marked node 2

Undi h with link costs. Problem ch ot saved.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 chag: Moves node (n move made). Bution2 crag: Move whole graph. Bution 3: Change menu. Total cost: 0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links.
Select node [tsp-exsc. Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.3,y:54.0

Marked node 2

Undi h with link costs. Problem ch ot saved.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020

32 / 65



Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1914.0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links.
Select node [tsp-exsc. Nodes: 18. Links: 29. [x:18.9,y:03

Marked node 2

Undi h with link costs. Problem ch ot saved.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 chag: Moves node (n move made). Bution2 crag: Move whole graph. Bution 3: Change menu. Total cost: 0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links.
Select node [tsp-exsc. Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.1,y:59.1

Marked node 2

Undi h with link costs. Problem ch ot saved.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020

32 / 65



Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1967.0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links.
Select node [tsp-exsd Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.5,y:19.8

Marked node 2

Undirected graph with link costs.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020

32 / 65



Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1967.0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links.
Select node [tsp-exsd Nodes: 18. Links: 29. [x:20.1,y:64.8

Marked node 16

Undirected graph with link costs.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 1967.0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links
Select node [tsp-exsd Nodes: 18. Links: 29. [x:119.3,y:67.4

Marked node 3

Undi h with link costs. Problem ch ot saved.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 2015.0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links.
Select node [tsp-exsd Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.1,y:22.1

Marked node 3

Undi h with link costs. Problem ch ot saved.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020
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Exempel: TSP: Nodstraff

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Button-1 crag: Moves node (n move mode). Bution:2 drag: Move whole graph. Bution 3: Ghangs menu. Total cost: 2015.0
VINEOPT

((-22,107)-(155.-25) |Accepting parallel links
Select node [tsp-exsd Nodes: 18. Links: 29. [x:-21.3,y:14.3

Marked node 5.

Undi h with link costs. Problem ch ot saved.

1-trid. Nod med hég valens. Oka kostnader. 1-trdd. Upprepa.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020

32 / 65



Exempel: TSP

Fle Optimze GPS Visual Changs Check Selection Sets Help

Buton crag: Bution 3: Change menu._ Total cost: 2201.0
VINEOPT

((-22,107)-(155,-25) |Accepting parallel links
Select node [tsp-exs Nodes: 18. Links: 29. [x:18.2,y:107.1

Marked node 5.

Undirected graph with link costs.

Optimal TSP-tur.

Kaj Holmberg (LiU




TSP: LP-relaxation

LP-relaxationen samt relaxation av sammanhingandekrav:
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TSP: LP-relaxation

LP-relaxationen samt relaxation av sammanhingandekrav:

Kan ge 6sningsgraf (dar x;; > 0) som ej & sammanhangande.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 34 / 65



TSP: LP-relaxation

LP-relaxationen samt relaxation av sammanhingandekrav:

Kan ge 6sningsgraf (dar x;; > 0) som ej & sammanhangande.

Lagg till det bivillkor som ej uppfylls.
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TSP: LP-relaxation

LP-relaxationen samt relaxation av sammanhingandekrav:

Kan ge 6sningsgraf (dar x;; > 0) som ej & sammanhangande.

Lagg till det bivillkor som ej uppfylls.

@ Los LP-relaxationen.
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TSP: LP-relaxation

LP-relaxationen samt relaxation av sammanhingandekrav:

Kan ge 6sningsgraf (dar x;; > 0) som ej & sammanhangande.

Lagg till det bivillkor som ej uppfylls.

@ Los LP-relaxationen.

@ Identifiera en nodmiangd S som ej & sammanhangande med Gvriga
noder, dvs. finn S : x(§(S)) = 0.
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TSP: LP-relaxation

LP-relaxationen samt relaxation av sammanhingandekrav:

Kan ge 6sningsgraf (dar x;; > 0) som ej & sammanhangande.

Lagg till det bivillkor som ej uppfylls.

@ Los LP-relaxationen.

@ Identifiera en nodmiangd S som ej & sammanhangande med Gvriga
noder, dvs. finn S : x(§(S)) = 0.

© Ligg till bivillkoret x(6(S)) > 2 och 16s om LP-relaxationen.
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TSP: LP-relaxation

LP-relaxationen samt relaxation av sammanhingandekrav:

Kan ge 6sningsgraf (dar x;; > 0) som ej & sammanhangande.

Lagg till det bivillkor som ej uppfylls.

@ Los LP-relaxationen.

@ Identifiera en nodmiangd S som ej & sammanhangande med Gvriga
noder, dvs. finn S : x(§(S)) = 0.

© Ligg till bivillkoret x(6(S)) > 2 och 16s om LP-relaxationen.

@ Om l3sningen inte 3r sammanhingande, g3 till 2.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 34 / 65



TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Ar

n

Forskare

Turer

1954

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

49

Dantzig, Fulkerson och Johnson

31 augusti 2020

1.2 * 10°!
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TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer
1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
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TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer
1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
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TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer
1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101%°
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
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TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer
1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
1980 | 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 10999
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TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer

1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
1980 | 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 10999
1987 | 532 | Padberg och Rinaldi 1.5 * 101218
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TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer

1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
1980 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 1099
1987 | 532 | Padberg och Rinaldi 1.5 * 101218
1987 666 | Grotschel och Holland 1.5 * 101590
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TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Ar n | Forskare Turer

1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 0.3 * 1015
1977 120 | Grotschel 5.6 * 1019
1980 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 1099
1987 | 532 | Padberg och Rinaldi 1.5 * 101218
1987 666 | Grotschel och Holland 1.5 * 10159
1987 | 2392 | Padberg och Rinaldi 7.5 * 107041
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TSP: De storsta som 6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer

1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
1980 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 1099
1987 | 532 | Padberg och Rinaldi 1.5 * 101218
1987 666 | Grotschel och Holland 1.5 * 101590
1987 | 2392 | Padberg och Rinaldi 7.5 * 107041
1994 | 7397 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 2.5 * 1025405
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TSP: De storsta som |6sts till optimalitet

Ar n | Forskare Turer

1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
1980 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 1099
1987 | 532 | Padberg och Rinaldi 1.5 * 101218
1987 666 | Grotschel och Holland 1.5 * 101590
1987 | 2392 | Padberg och Rinaldi 7.5 * 107041
1994 | 7397 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 2.5 * 1025405
1998 | 13509 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 1.1 * 1049932
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TSP: De storsta som |6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer

1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
1980 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 1099
1987 | 532 | Padberg och Rinaldi 1.5 * 101218
1987 666 | Grotschel och Holland 1.5 * 101590
1987 | 2392 | Padberg och Rinaldi 7.5 * 107041
1994 | 7397 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 2.5 * 1025405
1998 | 13509 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 1.1 * 1049932
2001 | 15112 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 1.4 * 10506593
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TSP: De storsta som |6sts till optimalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

Ar n | Forskare Turer

1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
1980 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 1099
1987 | 532 | Padberg och Rinaldi 1.5 * 101218
1987 666 | Grotschel och Holland 1.5 * 101590
1987 | 2392 | Padberg och Rinaldi 7.5 * 107041
1994 | 7397 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 2.5 * 1025405
1998 | 13509 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 1.1 * 1049932
2001 | 15112 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 1.4 * 10506593
2004 | 24978 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 3.9 * 1098992
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TSP: De storsta som |6sts till optimalitet

Ar n | Forskare Turer
1954 49 | Dantzig, Fulkerson och Johnson 1.2 * 10%
1971 64 | Held och Karp 2.0 * 1087
1975 100 | Camerini, Fratta och Maffioli 9.3 * 101
1977 | 120 | Grotschel 5.6 * 101%
1980 318 | Crowder och Padberg 2.1 * 1099
1987 | 532 | Padberg och Rinaldi 1.5 * 101218
1987 666 | Grotschel och Holland 1.5 * 101590
1987 | 2392 | Padberg och Rinaldi 7.5 * 107041
1994 | 7397 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 2.5 * 1025405
1998 | 13509 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 1.1 * 1049932
2001 | 15112 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 1.4 * 10506593
2004 | 24978 | Applegate, Bixby, Chvatal och Cook 3.9 * 1098992
2006 | 85900 | Applegate, Bixby, Chvatal, Cook, Espinoza, | 1.1 * 10380522
Goycoolea och Helsgaun

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering
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TSP: 49 noder

Bild: http://www.tsp.gatech.edu
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TSP: 532 noder

Bild: http://www.tsp.gatech.edu

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 37 / 65



TSP: 666 noder

Bild: http://www.tsp.gatech.edu
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TSP: 15112 noder

Bild: http://www.tsp.gatech.edu
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TSP: 24978 noder

Bild: http://www.tsp.gatech.edu
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TSP: Sverige, optimallGsningen

Bild: http://www.tsp.gatech.edu

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering



TSP: Sverige, optimalldsningen

ARRLT N Tl

R

Bild: http://www.tsp.gatech.edu
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Tur: 85900 noder

I o R M

I L M

b R —

Bild: http://www.tsp.gatech.edu
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum

Tur (Ovre grins)

Undre grans

Relativt gap

010824

855 683

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683
010826 855 331 0.041%
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
010920 855 612 0.033%
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
010920 855 612 0.033%
010930 855 610 0.033%
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
010920 855 612 0.033%
010930 855 610 0.033%
030316 855 602 0.032%
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
010920 855 612 0.033%
010930 855 610 0.033%
030316 855 602 0.032%
030318 855 597 0.031%
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
010920 855 612 0.033%
010930 855 610 0.033%
030316 855 602 0.032%
030318 855 597 0.031%
030324 855 493 0.012%
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
010920 855 612 0.033%
010930 855 610 0.033%
030316 855 602 0.032%
030318 855 597 0.031%
030324 855 493 0.012%
030602 855 528 0.009%
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Framsteg med Sverige-exemplet

Datum | Tur (Ovre grins) | Undre grins | Relativt gap
010824 855 683

010826 855 331 0.041%
010904 855 618 0.034%
010920 855 612 0.033%
010930 855 610 0.033%
030316 855 602 0.032%
030318 855 597 0.031%
030324 855 493 0.012%
030602 855 528 0.009%
040520 855 597 0

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 44 / 65



Tilldtna l6sningar till 85900 noders-exemplet

Datum

Kostnad

Vem

910607
960329
970923
981014
991022
010618
010627
010831
011214
020915
021212
030319
030428
031223
040502

142 514 146
142 487 006
142 482 068
142 416 327
142 409 553
142 406 493
142 405 532
142 395 130
142 393 738
142 385 237
142 383 704
142 383 467
142 383 189
142 383 011
142 382 641

David Johnson
Concorde
Concorde
Keld Helsgaun
Concorde
Keld Helsgaun
Keld Helsgaun
Concorde
Keld Helsgaun
Hisao Tamaki
Keld Helsgaun
Nguyen Dinh Hung
Keld Helsgaun
Keld Helsgaun
Keld Helsgaun

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering
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Steinertradsproblemet

Givet: Graf G = (N, E), en nodmingd N C N och b&gkostnader c.
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Steinertradsproblemet

Givet: Graf G = (N, E), en nodmingd N C N och b&gkostnader c.

Ett Steinertrad miste omfatta samtliga noder i N’ men f3r ocksé omfatta
noder i N\ N'.
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Steinertradsproblemet

Givet: Graf G = (N, E), en nodmingd N C N och b&gkostnader c.

Ett Steinertrad miste omfatta samtliga noder i N’ men f3r ocksé omfatta
noder i N\ N'.

Steinertradsproblemet: Finn ett Steinertrdd med minimal kostnad.
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Steinertradsproblemet

Givet: Graf G = (N, E), en nodmingd N C N och b&gkostnader c.

Ett Steinertrad miste omfatta samtliga noder i N’ men f3r ocksé omfatta
noder i N\ N'.

Steinertradsproblemet: Finn ett Steinertrdd med minimal kostnad.

SO e

Mittennoden behdver inte vara med, men det kan bli billigare att ta med
den.
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Steinertrad

Modell:
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Steinertrad

Modell:
min cTx
da  x(0(S))>1 YSCN,SNN #0,
(N\S)N N #§
x € {0,1}"
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Steinertrad

Modell:
min c™x
da  x(0(S))>1 YSCN,SNN #0,
(N\S)N N #§
x € {0,1}"

Om en “méste-nod"” ligger i S och en annan “maéste-nod” ligger i “icke-S",
sé& ska S vara férbunden med “icke-S".
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Ruttplaneringsproblemet

Ett antal lastbilar skall kdra ut varor till ett antal kunder. Varje lastbil
startar i en dep3, kor runt till ndgra kunder och levererar varor och

atervander till dep&n. Lastbilarna har begrinsad lastkapacitet och kunderna
given efterfrdgan.

Varje lastbil kdr en handelsresandetur i en mangd noder som ska
bestdmmas. Samtliga noder skall tickas av n&gon tur.
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Ruttplaneringsproblemet

Ett antal lastbilar skall kdra ut varor till ett antal kunder. Varje lastbil
startar i en dep3, kor runt till ndgra kunder och levererar varor och

atervander till dep&n. Lastbilarna har begrinsad lastkapacitet och kunderna
given efterfrdgan.

Varje lastbil kdr en handelsresandetur i en mangd noder som ska
bestdmmas. Samtliga noder skall tickas av n&gon tur.

Malfunktion: Minimera kostnaden
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Ruttplaneringsproblemet

Ett antal lastbilar skall kdra ut varor till ett antal kunder. Varje lastbil
startar i en dep3, kor runt till ndgra kunder och levererar varor och

atervander till dep&n. Lastbilarna har begrinsad lastkapacitet och kunderna
given efterfrdgan.

Varje lastbil kdr en handelsresandetur i en mangd noder som ska
bestdmmas. Samtliga noder skall tickas av n&gon tur.

Malfunktion: Minimera kostnaden eller avgasutslappen
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Ruttplaneringsproblemet

Ett antal lastbilar skall kdra ut varor till ett antal kunder. Varje lastbil
startar i en dep3, kor runt till ndgra kunder och levererar varor och

atervander till dep&n. Lastbilarna har begrinsad lastkapacitet och kunderna
given efterfrdgan.

Varje lastbil kdr en handelsresandetur i en mangd noder som ska
bestdmmas. Samtliga noder skall tickas av n&gon tur.

Malfunktion: Minimera kostnaden eller avgasutsldppen eller en kombination
av dem.
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en b&ge mellan tv3 noder
visar att personerna kan samarbeta.
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en b&ge mellan tv3 noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s& manga par som mgjligt.
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en b&ge mellan tv3 noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s& manga par som mgjligt.

Matchning: Hégst en av bigarna ansluter till ndgon nod.
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en b&ge mellan tv3 noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s& manga par som mgjligt.

Matchning: Hégst en av bigarna ansluter till ndgon nod.

Matchning med maximal kardinalitet (max antal bagar):

max ZZXU
i
da Z(XU +x;) <1 forallai

J
xj € {0,1} for alla i, j
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en b&ge mellan tv3 noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s& manga par som mgjligt.

Matchning: Hégst en av bigarna ansluter till ndgon nod.

Matchning med maximal kardinalitet (max antal bagar):

max g Ex,-j
J

i
da Z(XU +x;) <1 forallai
J
xj € {0,1} for alla 7,

eller maxe’x da x(6(/)) <1VieN,xe{0,1}7
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en b&ge mellan tv3 noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s& manga par som mdjligt.

Matchning: Hégst en av bigarna ansluter till ndgon nod.
Matchning med maximal kardinalitet (max antal bagar):
max Z ZXU

—~ =
da Z(;,-j +x;) <1 forallai
XZ’ €{0,1} for alla i,/

eller maxe”x da x(6(i)) <1Vie N,xe {0,1}™

Matchning med maximal vikt:
max ZZC’JX’J under samma bivillkor

i
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Matchningsproblemet

Exempel: Bilda en graf dar noder ar personer och en b&ge mellan tv3 noder
visar att personerna kan samarbeta.

Bilda s& manga par som mdjligt.

Matchning: Hégst en av bigarna ansluter till ndgon nod.
Matchning med maximal kardinalitet (max antal bagar):
max Z ZXU

—~ =
da Z(;,-j +x;) <1 forallai
XZ’ €{0,1} for alla i,/

eller maxe”x da x(6(i)) <1Vie N,xe {0,1}™

Matchning med maximal vikt:
max ZZC’JX’J under samma bivillkor

i
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Matchningsproblemet

Perfekt matchning: samtliga noder har valens ett.
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Matchningsproblemet

Perfekt matchning: samtliga noder har valens ett.

Perfekt matchning med minimal vikt:

min E gc,-jx,-j
i

da Z(X,J +xji) =1 forallai

Jj
xj € {0,1} for alla i,

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 50 / 65



Matchningsproblemet

Perfekt matchning: samtliga noder har valens ett.

Perfekt matchning med minimal vikt:

min ZZCUX,'J'
P
da Z(X,J +xji) =1 forallai
Jj
xj € {0,1} for alla i,

eller minc™x da x(6(i)) =1Vie N,x € {0,1}7
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Matchningsproblemet

Perfekt matchning: samtliga noder har valens ett.
Perfekt matchning med minimal vikt:
min Z z CijXij
i
da Z(X,J +xji) =1 forallai
J
xj € {0,1} for alla i,

eller minc™x da x(6(i)) =1Vie N,x € {0,1}7

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering
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Metod for matchning med max kardinalitet

Alternerande vag: Varannan b&ge ingér i matchningen.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Alternerande vag: Varannan b&ge ingér i matchningen.

Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Alternerande vag: Varannan b&ge ingér i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.
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Metod for matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan b&ge ingér i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.

Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.
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Metod fér matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan bége ingdr i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.
Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.

Metod: S& lange det finns minst tvd omatchade noder:
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Metod fér matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan bége ingdr i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.

Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.

Metod: S& lange det finns minst tvd omatchade noder:

Frén varje omatchad nod: Finn en utékande vag. Byt matchning langs
vagen.
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Metod fér matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan bége ingdr i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.

Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.

Metod: S& lange det finns minst tvd omatchade noder:

Frén varje omatchad nod: Finn en utékande vag. Byt matchning langs
vagen.

Antingen finner man en utdkande vdg, och noden blir matchad,
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Metod fér matchning med max kardinalitet
Alternerande vag: Varannan bége ingdr i matchningen.
Utokande vdg: Forsta och sista bagen ingdr ej i matchningen.

En battre matchning (en b&ge mer): Byt matchad bdge mot omatchad
langs en utékande vig.

Sats (Berge 1957)

En matchning 4r maximal om och endast om det inte finns ndgon utokande
vag.

Metod: S& lange det finns minst tvd omatchade noder:

Frén varje omatchad nod: Finn en utékande vag. Byt matchning langs
vagen.

Antingen finner man en utdkande vdg, och noden blir matchad, eller s&
finner man inte det, vilket bevisar att noden inte kan matchas.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vilj en omatchad bége (/,/), dir nod i &r markt med — och nod
omarkt. Mark nod j med +.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vilj en omatchad bége (/,/), dir nod i &r markt med — och nod
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omirkt. Mark nod j med —.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vélj en omatchad bage (i,/), dér nod i dr markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Mark nod j med —.

4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, j1, blir markt med +.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vélj en omatchad bage (i,/), dér nod i dr markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Mark nod j med —.

4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, j1, blir markt med +.
5. Nysta upp en alternerande vag fran i till ji.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vélj en omatchad bage (i,/), dér nod i dr markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Mark nod j med —.

4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, j1, blir markt med +.
5. Nysta upp en alternerande vag fran i till ji.

Obs: Vigen kan antingen vara en enda omatchad b&ge,
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vélj en omatchad bage (i,/), dér nod i dr markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Mark nod j med —.

4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, j1, blir markt med +.
5. Nysta upp en alternerande vag fran i till ji.

Obs: Vigen kan antingen vara en enda omatchad b&ge,

eller méaste innehalla minst en matchad bage.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Hur finner man utdkande vag?

1. Vilj en omatchad nod, i, och mark den med —.

2. Vélj en omatchad bage (i,/), dér nod i dr markt med — och nod j
omarkt. Mark nod j med +.

3. Vilj en matchad bége (/,/), dar nod i & markt med + och nod j
omarkt. Mark nod j med —.

4. Upprepa 2 och 3 tills en omatchad nod, j1, blir markt med +.
5. Nysta upp en alternerande vag fran i till ji.

Obs: Vigen kan antingen vara en enda omatchad b&ge,

eller maste innehalla minst en matchad b&ge.

Om det inte finns ndgon b&ge i steg 4, m&ste man upprepa steg 3.
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Metod for matchning med max kardinalitet
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Valj en omatchad nod.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bége (7,5).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bage (4,3).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad

bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2).
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad

bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2). Utokande vag: 7-5-6-4-3- 2.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2). Utokande vag: 7-5-6-4 -3 - 2. Byt.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 53 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2). Utokande vag: 7-5-6 -4 - 3 - 2. Byt. En battre matchning.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 53 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. Vilj en omatchad nod. Omatchad bige (7,5). Matchad
bage (5,6). Omatchad bage (6,4). Matchad bige (4,3). Omatchad bage
(3,2). Utokande vag: 7-5-6 -4 - 3 - 2. Byt. En battre matchning.

Maximal, ty bara en omatchad nod.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utokande vag:
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utokande vag:

Latt for tudelade grafer.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utokande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utokande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vig:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k b&gar och (k — 1)/2 matchade b3gar kallas “blomma”.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vig:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k b&gar och (k — 1)/2 matchade b3gar kallas “blomma”.
Kan inte blir battre.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vig:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k b&gar och (k — 1)/2 matchade b3gar kallas “blomma”.
Kan inte blir battre.

Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k bagar och (k — 1)/2 matchade bagar kallas “blomma”.
Kan inte blir battre.

Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.

Fortsatt som forut.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k bagar och (k — 1)/2 matchade bagar kallas “blomma”.
Kan inte blir battre.

Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.
Fortsatt som forut.

N&r utokande vig finnes: Expandera blomman.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k bagar och (k — 1)/2 matchade bagar kallas “blomma”.
Kan inte blir battre.

Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.
Fortsatt som forut.

N&r utokande vag finnes: Expandera blomman. Ev. behdver matchningen i
den vridas.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Att leta efter en utdkande vag:

Latt for tudelade grafer. (Jamfor tillordningsproblemet.)

Men om inte tudelat: Kan inneh&lla udda cykel.

En udda cykel med k bagar och (k — 1)/2 matchade bagar kallas “blomma”.
Kan inte blir battre.

Edmonds metod: Krymp ihop blomman till en nod.
Fortsatt som forut.

N&r utokande vag finnes: Expandera blomman. Ev. behdver matchningen i
den vridas.

Polynomisk optimerande metod.
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Metod for matchning med max kardinalitet

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 55 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 55 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 55 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utdkande vag: 1 -5 - 7 - 346.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 55 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utokande vag: 1 -5 - 7 - 346. Byt.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 55 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utokande vag: 1 -5 - 7 - 346. Byt.
Expandera blomman.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 55 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utokande vag: 1 -5 - 7 - 346. Byt.
Expandera blomman.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 55 / 65



Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utokande vag: 1 -5 - 7 - 346. Byt.
Expandera blomman. Vrid blommans matchning.
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Metod for matchning med max kardinalitet

En matchning. En blomma. Krymp den. Utokande vag: 1 -5 - 7 - 346. Byt.
Expandera blomman. Vrid blommans matchning. En battre matchning.
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Metod for bagfargning

| en bagfargning utgor bagarna som firgats med en fiarg en matchning.
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2. Farga matchade b&gar med en farg.

3. Ta bort fargen och de matchade bdgarna.
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Upprepa tills inga bagar ar kvar.
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Det racker om den tacker alla noder med maximal valens.

D& minskar den maximala valensen i varje steg, s& antalet iterationer ar
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3. Ta bort fargen och de matchade bagarna.
Upprepa tills inga bagar ar kvar.
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Metod for bagfargning

| en bagfargning utgdr bégarna som firgats med en farg en matchning.

Metod:

1. Finn en matchning med maximal kardinalitet.
2. Farga matchade b&gar med en farg.

3. Ta bort fargen och de matchade bagarna.
Upprepa tills inga bagar ar kvar.

Matchningen behdver inte vara maximal.
Det racker om den tacker alla noder med maximal valens.

D& minskar den maximala valensen i varje steg, s& antalet iterationer ar
inte mer @n maxvalensen (vilket & mindre dn antalet noder).

Denna metod l6ser problemet i tudelade grafer exakt, och dr en bra
heuristik fér andra grafer.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 56 / 65
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Metod for tudelad bagfargning

En matchning.
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Metod for tudelad bagfargning

En matchning. Firga den rod.
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Metod for tudelad bagfargning

O —O

En matchning. Farga den réd. Ta bort bagarna.
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Metod for tudelad bagfargning
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En matchning. Firga den réd. Ta bort bagarna. En ny matchning.
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Metod for tudelad bagfargning

En matchning. Firga den réd. Ta bort bagarna. En ny matchning. Farga
den bla. Ta bort bagarna. En ny matchning. Firga den gron.
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Metod for tudelad bagfargning

En matchning. Firga den réd. Ta bort bagarna. En ny matchning. Farga
den bla. Ta bort bdgarna. En ny matchning. Farga den gron. Fardig.
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Kinesiska brevbararproblemet

En brevbarartur 4r en tur som anvander varje b8ge minst en géng.
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Kinesiska brevbararproblemet

En brevbarartur 4r en tur som anvander varje b8ge minst en géng.

Det kinesiska brevbararproblemet &r att finna en brevbarartur med minimal
kostnad.

Kdnigsbergs broar: (Euler, 1700-talet)
Férsok finna en tur som passerar varje bro en géng.

KONINGSBERGA
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Kinesiska brevbararproblemet

En brevbarartur 4r en tur som anvander varje b8ge minst en géng.

Det kinesiska brevbararproblemet &r att finna en brevbarartur med minimal
kostnad.

Kdnigsbergs broar: (Euler, 1700-talet)
Férsok finna en tur som passerar varje bro en géng.

KONINGSBERGA
=
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Kinesiska brevbararproblemet

Kaénigsberg
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Kinesiska brevbararproblemet

En Eulercykel &r en cykel som anvidnder varje bsge i grafen exakt en géng.
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Kinesiska brevbararproblemet

En Eulercykel dr en cykel som anvander varje bdge i grafen exakt en géng.
En Eulercykel dr en optimal brevbarartur, om den finns.

En oriktad graf har en Eulercykel om och endast om den ar
sammanhangande och alla dess noder har jamn valens.
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Kinesiska brevbararproblemet

En Eulercykel dr en cykel som anvander varje bdge i grafen exakt en géng.
En Eulercykel dr en optimal brevbarartur, om den finns.

En oriktad graf har en Eulercykel om och endast om den ar
sammanhangande och alla dess noder har jamn valens.

Det fanns inget promenadstrdk genom Konigsberg som passerade varje bro
exakt en gang. (Se nodvalens.)
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Kinesiska brevbararproblemet: Modell

Matematisk modell:
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Kinesiska brevbararproblemet: Modell
Matematisk modell:

xjj: antalet ganger bage (/) trafikeras.
z;: antal génger nod i passeras i turen.
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Kinesiska brevbararproblemet: Modell

Matematisk modell:

xjj: antalet ganger bage (/) trafikeras.
z;: antal génger nod i passeras i turen.

min ZZCUX;J‘
P
ds Z(X,J +xji) —2z;=0 forallai

J
xjj > 1, heltal for alla i,
z; > 1, heltal for alla 7
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Kinesiska brevbararproblemet: Modell

Matematisk modell:
xjj: antalet ganger bage (/) trafikeras.
z;: antal génger nod i passeras i turen.

min E gc,'jx,-j
i

ds Z(X,J +xji) —2z;=0 forallai

J
xjj > 1, heltal for alla i,
z; > 1, heltal for alla 7
eller

min c™x

dd  x(0(i))—2z =0 VieN
x > 1, heltal
z > 1, heltal
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Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b&ge behdver anvandas mer an en gang for mycket.
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Metod:

Minimera extraarbetet. J

Dvs. minimera kostnaden for de bagar som anvinds mer dn en gang.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 61 / 65
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Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Lagg till bdgar mellan noder med udda valens, s& att alla noder far jamn
valens,
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Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b3ge behdver anvindas mer 3n en gang for mycket.

Metod: J

Minimera extraarbetet.

Dvs. minimera kostnaden fér de bdgar som anvands mer dn en géng.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Lagg till bdgar mellan noder med udda valens, s& att alla noder far jamn
valens, pé billigaste sitt.

En Eulercykel ger da den billigaste brevbararturen.

1. Forbind noderna med udda valens p3 billigaste satt (mha billigaste-vag
och minimal perfekt matchning).
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Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b3ge behdver anvindas mer 3n en gang for mycket.

Metod: J

Minimera extraarbetet.

Dvs. minimera kostnaden fér de bdgar som anvands mer dn en géng.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Lagg till bdgar mellan noder med udda valens, s& att alla noder far jamn
valens, pé billigaste sitt.

En Eulercykel ger da den billigaste brevbararturen.

1. Forbind noderna med udda valens p3 billigaste satt (mha billigaste-vag
och minimal perfekt matchning).

2. Finn Eulercykeln.
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Kinesiska brevbararproblemet

Man kan visa att ingen b3ge behdver anvindas mer 3n en gang for mycket.

Metod: J

Minimera extraarbetet.

Dvs. minimera kostnaden fér de bdgar som anvands mer dn en géng.

Extraarbetet ar enbart “tomkérning”, s& det ar egentligen kostnaden for den
som minimeras. Gor inget om den gér fortare.

Lagg till bdgar mellan noder med udda valens, s& att alla noder far jamn
valens, pé billigaste sitt.

En Eulercykel ger da den billigaste brevbararturen.

1. Forbind noderna med udda valens p3 billigaste satt (mha billigaste-vag
och minimal perfekt matchning).

2. Finn Eulercykeln.
Polynomisk optimerande metod.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel

En graf.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Noder med udda valens.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Finn billigaste matchning.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Dubblera bagar.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Finn Eulercykel.
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Kinesiska brevbararproblemet: Exempel
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Finn Eulercykel. Kostnad: 43 + 12 = 55.
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Kinesiska brevbararproblemet

Konigsberg:
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Kinesiska brevbararproblemet

Konigsberg:
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Kinesiska brevbararproblemet

Addera bagarna i billigaste perfekta matchning. Finn valfri Eulercykel.
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Kinesiska brevbararproblemet

Addera bagarna i billigaste perfekta matchning. Finn valfri Eulercykel.

Pregel

Konigsberg

Exempel p3 tur:
A-B-C-D-A-B-C-B-D-A. En sondagspromenad i Konigsberg.
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Konigsberg idag: Kaliningrad
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