Viagar: Billigaste vag

En student ska cykla fran bostaden, s, till tentasalen, t, p& kortast mojliga
tid (for att inte komma forsent).
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Viagar: Billigaste vag

En student ska cykla fran bostaden, s, till tentasalen, t, p& kortast mojliga
tid (for att inte komma forsent).

Indata: Riktad graf med b&gkostnader c, start/slutnod s, t.
Billigaste vag-problemet: Finn en vig fran s till t med minimal kostnad.

Kostnaden for en viag ar summan av kostnaderna for de bagar som ingér i
vagen.

Skicka en (odelbar) enhet fran s till t pa billigaste satt.
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Billigaste vag

X W VINEOPT: Visual Network Optimization S

File Optimization Snow Visualization Changes Check Selection Sets Help

Button-1 drag: Moves node (in move mode). Button-2 drag: Move whole graph. Button 3: Change menu. Total cost: 235.27056500000006

VINEOPT

\ \ |Accepting paralle! links

[Choose ending node  |Problem: ryd2_5-4-mod. [Nodes: 1138, Links: 1526, |x: 530920.53, y: 6476216.71
[Ending node 1414041470,
[Undirected graph with link costs, types and priorities. Starting node: 26970452, [
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Billigaste vag

[m] VINEOPT: Visual Network O ptimization — o x|

File Optimization Snow Visualization Changes Check Selection Sets Help
Button-1 drag: Moves node (in move mode). Bution-2 drag: Move whole graph. Button 3: Change menu. Total cost: 1250.9265069999992

VINEOPT

No snow data

‘Chmue ending node ‘onb\em: hjulsbro_5-4-mod.
[Ending node 262251978,

[No parallel links
Nodes: 3477 Links: 4459,

[x: 545844.08, y: 6471749.8

[Undirected graph with link costs, types and priorities. Starting node: 410515289, Ending node: 410496577,
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Billigaste vag

[m] VINEOPT: Visual Network Optimization -ox
File Optimization Visualization Changes Check Selection Sets ﬂe\p‘

Button-1 drag: Moves node (in move mode). Bution-2 drag: Move whole graph. Button 3: Change menu. Total cost: 18502 |
VINEOPT

[ [No parallel links
|choose ending node Problem: ireland_2_111+1_conn.  [Nodes: 4785. Links: 6456. [x:-721888.07, y: 6200802.86
[Ending node 87122512,
[Open Sireet Map. Starting node: 240088666. Ending node: 388707. [
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Kortaste vag mellan Ryd och LiU

VINEOPT: Visual Network Optimization

File Optimize GPS Snow Visual Change Check Selection Sets

Buton-1 drag: Moves node (in
|A® OpenstreetMap contributors:

] [5a10253 15 5810504+
15| |distance ot
- s

Clear Points o
boa g A

Help
move mode). Bution-2 drag: Move whole graph. Button 3: Change menu. Total cost: 261.340867

Linkopings.
GoIfiubo.

[ ]
(0.768)-(1024,0)

Choose ending node

‘Accepting paralel links
Problem: linkoping-v-1310_000+types [Nodes: 3694. Links: 4266.
Ending node 1535884845.

x:534147.2, y: 6474582.5
Undirected graph with link costs, types and priorities. Starting node: 1533033362. Problem changed and not saved.
Kaj Holmberg (LiU)
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File Optimize GPS Snow Visual Change Check Selection Sets
Button-1 drag: Moves node (in move mode). Button-2 drag: Move whole graph. Button 3: Ghange menu
|Ae OpenstreetMap contributors ]

Total cost: 219.027757

¥|[s8.402544 15573078 4 ; AN " . J %
15| |distance g i
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D, 2, cE Z et
i B
A 5
2%+ s
e Rt R4 4 Vo
et ] et
.
Linksging &
o L
Fsiuses
|4 i
(0,768)-(1024,0) IAccepting parallel links.
Choose ending node Problem: linkoping-vv-1409 Nodes: 3694. Links: 4266. x: 5633545.6, y: 6473671.1

Ending node 471561779,
Undirected graph with link costs, types and priorities. Starting node: 1533033362. Ending node: 1535884845.
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Billigaste vag: Matematisk modell

Variabeldefinition: x;; = 1 om bage (/,) ingdr i vagen.
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min E CijXij

(ij)eB
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Billigaste vag: Matematisk modell

Variabeldefinition: x;; = 1 om bage (/,) ingdr i vagen.

min E CijXij

(ij)eB
d3 Z Xji — Z Xjj =
j:G.)eB ji(ij)eB
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Billigaste vag: Matematisk modell

Variabeldefinition: x;; = 1 om bage (/,) ingdr i vagen.

min E Cij Xij

(i)eB
-1 dai=s
da ) xi— > ox= 1 dai=t forallaieN
J:(,)eB j:(ij)eB 0 o
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(i)eB
-1 dai=s
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Billigaste vag: Matematisk modell

Variabeldefinition: x;; = 1 om bage (/,) ingdr i vagen.

min E Cij Xij

(i)eB
-1 dai=s
da ) xi— > ox= 1 dai=t forallaieN
J:(,)eB j:(ij)eB 0 o

xij € {0,1} foralla (i,j) € B

Nodjamviktsvillkor: (in - ut)
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Exempel
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Exempel

Bivillkor:
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Exempel

Bivillkor:
(in - ut)
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Exempel

Bivillkor:
(in - ut)
—X12 —X13 = -1 (1)
X12 +X32 —Xo4 —Xo5 = 0 (2)
X13 —X32 —X34 —X35 = 0 (3)
X24 +x34 x5 = 0 (4)
X25 +x35 +xgs = 1 (5)
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Billigaste vdg: Matematisk modell i vektor/matrisform

Med x som bagvektor:
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Billigaste vdg: Matematisk modell i vektor/matrisform

Med x som bagvektor:
T

min c¢'x
dd Ax=0b
x €{0,1}7
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Billigaste vdg: Matematisk modell i vektor/matrisform

Med x som bagvektor:
T

min c¢'x
dd Ax=5b
x € {0,1}7
-1 ddi=s
b; = 1 dai=t
0 o
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Billigaste vdg: Matematisk modell i vektor/matrisform

Med x som bagvektor:

min  ¢’x
dd Ax=b
x € {0,1}7
-1 ddi=s
b; = 1 dai=t
0 fo
—1 om béage k startar i nod i
ajx = 1 om bage k slutar i nod /
0 for ovrigt
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Billigaste vdg: Matematisk modell i vektor/matrisform
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min  ¢’x
dd Ax=b
x € {0,1}7
-1 ddi=s
b; = 1 dai=t
0 fo
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0 for ovrigt

A kallas anslutningsmatris.
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Billigaste vdg: Matematisk modell i vektor/matrisform

Med x som bagvektor:

—1 om béage k startar i nod i

min  ¢’x
dd Ax=b
x €{0,1}"
-1 ddi=s
b; = 1 dai=t
0 fo
ajx = 1 om bage k slutar i nod /
0 for ovrigt

A kallas anslutningsmatris.

En kolumn i A har ett element lika med -1, ett lika med 1 och resten nollor.

Detta géller dven b.
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Exempel

—X12  —X13
X12 +X32 —Xoa —Xo5
X13  —X32 —X34 —X3p
X24 +X34
X25 +X35
-1 -1 0 0
1 0 1 -1
Anslutningsmatris: A = 0o 1 -1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

—X45
+Xa5

= O O = O
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Billigaste vdg: Matematisk modell i vektor/matrisform
Definition

En matris A ar fullstandigt unimoduldr om varje underdeterminant har
vardet 0, 1 eller -1.
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Sats
Varje anslutningsmatris, A, ar fullstandigt unimodular.

Sats

Om A &r en fullstandigt unimoduldr matris och b ar en heltalsvektor, s3 ar
alla extrempunkter till méangden X = {x : Ax = b, x > 0} heltaliga.
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Sats

Om A &r en fullstandigt unimoduldr matris och b ar en heltalsvektor, s3 ar
alla extrempunkter till méangden X = {x : Ax = b, x > 0} heltaliga.

Sats

Ett LP-problem vars bivillkorsmatris 3r en anslutningsmatris och vars
hogerled ar heltaligt, har heltalig optimallGsning.
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Billigaste vdg: Matematisk modell i vektor/matrisform
Definition

En matris A ar fullstandigt unimoduldr om varje underdeterminant har
vardet 0, 1 eller -1.

Sats

Varje anslutningsmatris, A, ar fullstandigt unimodular.

Sats

Om A &r en fullstandigt unimoduldr matris och b ar en heltalsvektor, s3 ar
alla extrempunkter till madngden X = {x : Ax = b, x > 0} heltaliga.

Sats

Ett LP-problem vars bivillkorsmatris 3r en anslutningsmatris och vars
hogerled ar heltaligt, har heltalig optimallGsning.

Slutsats

Billigaste vag-problem kan betraktas som LP-problem.

.
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Billigaste vag

LP-formulering:

min E CijXij

(ij)eB
-1 ddi=s
da > xi— >, xz={ 1 dai=t ferallaieN
J:U.eB J:(ij)eB 0 fo

xjj >0 foralla (i,j) € B
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Billigaste vag

LP-formulering:

min E CijXij

(i.)eB
-1 ddi=s
da > xi— >, xz={ 1 dai=t ferallaieN
J:U.eB ji(ij)eB 0 fo

xjj >0 foralla (i,j) € B

Slutsats

Om LP-formuleringen av billigaste vag-problemet har dndligt optimum, s&
ar alla x;; lika med 1 eller 0 i optimallésningen.
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Losningsmetoder for billigaste vagproblemet

Summering av Ax = b ger
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Losningsmetoder for billigaste vagproblemet

Summering av Ax = b ger 0 = 0.

Ax = b inneh3ller ett redundant bivillkor (raderna ar linjart beroende).
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Summering av Ax = b ger 0 = 0.
Ax = b inneh3ller ett redundant bivillkor (raderna ar linjart beroende).

yi: dualvariabel for nod i.

LP-dualen:

max. Yyt —Ys
dd y; —yi < ¢ foralla (i,))
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Losningsmetoder for billigaste vagproblemet
Summering av Ax = b ger 0 = 0.
Ax = b inneh3ller ett redundant bivillkor (raderna ar linjart beroende).

yi: dualvariabel for nod i.

LP-dualen:
max Yyt — Ys

dd y; —yi < ¢ foralla (i,))

Ett redundant bivillkor i primalen ger en frihetsgrad i dualen. Satt ys = 0.

LP-dualitet ger:

Om y &r en optimal duallsning (med ys = 0), s& ar y, ar lagsta kostnaden
for att komma till nod k frén s.
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Losningsmetoder for billigaste vagproblemet
Summering av Ax = b ger 0 = 0.
Ax = b inneh3ller ett redundant bivillkor (raderna ar linjart beroende).

yi: dualvariabel for nod i.

LP-dualen:
max Yyt — Ys

dd y; —yi < ¢ foralla (i,))

Ett redundant bivillkor i primalen ger en frihetsgrad i dualen. Satt ys = 0.

LP-dualitet ger:

Om y &r en optimal duallsning (med ys = 0), s& ar y, ar lagsta kostnaden
for att komma till nod k frén s.

Vi kallar y; nodpris.
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Nodmarkningsmetoder

LP-dual: max y; dé&y; —y; <cjforalla (i,j) (samtys=0)
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Nodmarkningsmetoder

LP-dual: max y; dé&y; —y; <cjforalla (i,j) (samtys=0)
Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.
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Nodmarkningsmetoder
LP-dual: max y; dé&y; —y; <cjforalla (i,j) (samtys=0)
Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.

Slutsats: Satt | y; = min(c; + yi).
1
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Nodmarkningsmetoder

LP-dual: max y; dé&y; —y; <cjforalla (i,j) (samtys=0)
Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.

Slutsats: Satt | y; = min(c; + yi).
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Primal tolkning: Vi vill finna billigaste sattet att komma till nod ;.
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Nodmarkningsmetoder
LP-dual: max y; dé&y; —y; <cjforalla (i,j) (samtys=0)
Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.

Slutsats: Satt | y; = min(c; + yi).
1

Primal tolkning: Vi vill finna billigaste sattet att komma till nod ;.

Mark nod j med (y;, pj), dar p; ar det i som gav min (féregangaren).
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Nodmarkningsmetoder
LP-dual: max y; dé&y; —y; <cjforalla (i,j) (samtys=0)

Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.

Slutsats: Satt | y; = min(c; + yi).
1

Primal tolkning: Vi vill finna billigaste sittet att komma till nod .

Mark nod j med (y;, pj), dar p; ar det i som gav min (féregangaren).

Praktisk fraga: | vilken ordning skall vi undersdka noderna?
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Nodmarkningsmetoder
LP-dual: max y; dé&y; —y; <cjforalla (i,j) (samtys=0)

Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.

Slutsats: Satt | y; = min(c; + yi).
1

Primal tolkning: Vi vill finna billigaste sittet att komma till nod .

Mark nod j med (y;, pj), dar p; ar det i som gav min (féregangaren).
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Nodmarkningsmetoder
LP-dual: max y; day; —y; <cjforalla(i,j) (samtys =0)

Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.

Slutsats: Satt | y; = min(c; + yi).
1

Primal tolkning: Vi vill finna billigaste sittet att komma till nod .

Mark nod j med (y;, pj), dar p; ar det i som gav min (féregangaren).

Praktisk fraga: | vilken ordning skall vi undersdka noderna?

Tre olika fall:
1. Allmant (negativa kostnader och cykler).
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Nodmarkningsmetoder
LP-dual: max y; day; —y; <cjforalla(i,j) (samtys =0)

Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.

Slutsats: Satt | y; = min(c; + yi).
1

Primal tolkning: Vi vill finna billigaste sittet att komma till nod .

Mark nod j med (y;, pj), dar p; ar det i som gav min (féregangaren).

Praktisk fraga: | vilken ordning skall vi undersdka noderna?

Tre olika fall:
1. Allmant (negativa kostnader och cykler).
2. Inga negativa kostnader.
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Nodmarkningsmetoder
LP-dual: max y; day; —y; <cjforalla(i,j) (samtys =0)

Bivillkoren: y; < ¢jj + yi.

Malfunktionen: max y; = Oka alla nodpriser s& mycket som mgjligt.

Slutsats: Satt | y; = min(c; + yi).
1

Primal tolkning: Vi vill finna billigaste sittet att komma till nod .

Mark nod j med (y;, pj), dar p; ar det i som gav min (féregangaren).

Praktisk fraga: | vilken ordning skall vi undersdka noderna?

Tre olika fall:

1. Allmant (negativa kostnader och cykler).
2. Inga negativa kostnader.

3. Inga cykler.
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Billigaste vag

Negativa kostnader och cykler: Fords metod
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Billigaste vag

Negativa kostnader och cykler: Fords metod

Finns ingen ordning s& att nodmérkningar sikert inte behdver gdras om.
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Billigaste vag

Negativa kostnader och cykler: Fords metod
Finns ingen ordning s& att nodmérkningar sikert inte behdver gdras om.

Avsokning av nod: Kolla utgéende bagar. Uppdatera alla nodpriser som blir
lagre. Om inget nodpris kan sdnkas ar noden avsokt.
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Billigaste vag

Negativa kostnader och cykler: Fords metod
Finns ingen ordning s& att nodmarkningar sakert inte behdver géras om.

Avsokning av nod: Kolla utgdende bagar. Uppdatera alla nodpriser som blir
lagre. Om inget nodpris kan sdnkas ar noden avsokt.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
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Billigaste vag

Negativa kostnader och cykler: Fords metod
Finns ingen ordning s& att nodmarkningar sakert inte behdver géras om.

Avsokning av nod: Kolla utgdende bagar. Uppdatera alla nodpriser som blir
lagre. Om inget nodpris kan sdnkas ar noden avsokt.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.

Stoppkriterium: Alla noder avsokta.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 15 / 40



Billigaste vag

Negativa kostnader och cykler: Fords metod
Finns ingen ordning s& att nodmarkningar sakert inte behdver géras om.

Avsokning av nod: Kolla utgdende bagar. Uppdatera alla nodpriser som blir
lagre. Om inget nodpris kan sdnkas ar noden avsokt.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
Stoppkriterium: Alla noder avsokta.

Cykel med negativ kostnad ger obegransad 16sning. Nodpriserna i cykeln
kommer att uppdateras ett odndligt antal gdnger. Man kan sluta efter |N|
ganger.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Sétt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Sétt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.
1. Finn oavsokt nod (k) med ldgsta nodpris (min ;).
J
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Billigaste vag: Fords metod

0. Satt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.

1. Finn oavsokt nod (k) med ldgsta nodpris (min ;).
J

2. Uppdatera de nodpriser som blir l3gre via y;.
Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Sétt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.
1. Finn oavsokt nod (k) med ldgsta nodpris (min ;).
J

2. Uppdatera de nodpriser som blir l3gre via y;.
Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.

3. Markera nod k som avsokt.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Satt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.

1. Finn oavsokt nod (k) med ldgsta nodpris (min ;).
J

2. Uppdatera de nodpriser som blir l3gre via y;.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
3. Markera nod k som avsokt.

4. Om all noder &r avsdkta: Stopp.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Satt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.

1. Finn oavsokt nod (k) med lagsta nodpris (mjin ¥j)-
2. Uppdatera de nodpriser som blir l3gre via y;.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
3. Markera nod k som avsokt.

4. Om all noder &r avsdkta: Stopp.

5. G4 till 1.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Sétt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.

1. Finn oavsokt nod (k) med lagsta nodpris (mjin ¥j)-
2. Uppdatera de nodpriser som blir lagre via yj.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
3. Markera nod k som avsokt.

4. Om all noder &r avsdkta: Stopp.

5. G4 till 1.

Billigaste vdgen nystas upp bakifran mha p;.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Sétt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.

1. Finn oavsokt nod (k) med lagsta nodpris (mjin ¥j)-
2. Uppdatera de nodpriser som blir lagre via yj.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
3. Markera nod k som avsokt.

4. Om all noder &r avsdkta: Stopp.

5. G4 till 1.

Billigaste vagen nystas upp bakifrdn mha p;.

Alla nodpriser kan dndras.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Sétt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.

1. Finn oavsokt nod (k) med lagsta nodpris (mjin ¥j)-
2. Uppdatera de nodpriser som blir lagre via yj.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
3. Markera nod k som avsokt.

4. Om all noder &r avsdkta: Stopp.

5. G4 till 1.

Billigaste vagen nystas upp bakifrdn mha p;.
Alla nodpriser kan dndras.

| steg 1 och 2 beaktas alla noder: Komplexitet O(|N|3).
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Billigaste vag: Fords metod

0. Sétt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.

1. Finn oavsokt nod (k) med lagsta nodpris (mjin ¥j)-
2. Uppdatera de nodpriser som blir lagre via yj.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
3. Markera nod k som avsokt.

4. Om all noder &r avsdkta: Stopp.

5. G4 till 1.

Billigaste vagen nystas upp bakifrdn mha p;.
Alla nodpriser kan dndras.

| steg 1 och 2 beaktas alla noder: Komplexitet O(|N|3).

Obs: Forst gors nodmarkningen helt fardigt, dvs. den duala [sningen

finnes.
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Billigaste vag: Fords metod

0. Sétt ys = 0 och y; = M for alla andra noder.

1. Finn oavsokt nod (k) med lagsta nodpris (mjin ¥j)-
2. Uppdatera de nodpriser som blir lagre via yj.

Om en avsokt nod far lagre nodpris, blir den oavsokt.
3. Markera nod k som avsokt.

4. Om all noder &r avsdkta: Stopp.

5. G4 till 1.

Billigaste vagen nystas upp bakifrdn mha p;.
Alla nodpriser kan dndras.

| steg 1 och 2 beaktas alla noder: Komplexitet O(|N|3).

Obs: Forst gors nodmarkningen helt fardigt, dvs. den duala [sningen
finnes. Sedan hittar man vagen.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 16 / 40



Fords metod for billigaste vag: Exempel

Lés med Fords metod.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel

DN W=

Mark nod 1.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel

UIADJN'-I-‘

(3.1

Mark nod 2 och 3 utifrdn nod 1. Nod 1 avsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel

5
3.1 (8,3)

Mark/kolla nod 2 och 5 utifrdn nod 3. Nod 3 avsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel

5
3,1 (8,3)

Mark/kolla nod 4 och 5 utifrdn nod 2. Nod 2 avsokt.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 17 / 40



Fords metod for billigaste vag: Exempel

5
- (8.3)
2.4

Mark/kolla nod 3 och 5 utifrdn nod 4. Nod 4 avsokt. Nod 3 blir oavsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel

_1_
%
%_
4
5
_3_
b 83
2,4) (7,3)

Mark/kolla nod 2 och 5 utifrdn nod 3. Nod 3 avsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel

_1_
%
%_
4
_5_
_3_
~3:h- 83
2,4) (7,3)

Mark/kolla nod 3 utifrdn nod 5. Nod 5 avsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel

_1_
%
%_
4
_5_
_3_
~3:h- 83
2,4) (7,3)

Alla noder avsdkta. Finn vag baklanges.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 17 / 40



Fords metod for billigaste vag: Exempel

_1_
%
%_
4
_5_
_3_
b 83
2,4) (7,3)

Alla noder avsdkta. Finn vag baklanges.
Billigaste vag: 1 -2 -4 -3 - 5. Kostnad: 7.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

Lés med Fords metod.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

DN B W=

Mark nod 1.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

G.D

Ul-lkwl\)r-l-‘

@3.D

Mark nod 2 och 3 utifrdn nod 1. Nod 1 avsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

(4.3)

5
3.1 (8,3

Maérk/kolla nod 2 och 5 utifrén nod 3. Nod 3 avsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

(4.3)
“5b- (6,2)

5
3.1 (8,3

Maérk/kolla nod 4 och 5 utifrén nod 2. Nod 2 avsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

(4.3)
~«5h- (6,2)

b 83>
(1,4) (7.4)

Mark/kolla nod 3 och 5 utifrdn nod 4. Nod 4 avsokt. Nod 3 blir oavsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2
(2,3)

“5b- (6,2)

(1,4) «F4-
(6,3)

Mark/kolla nod 2 och 5 utifrén nod 3. Nod 3 avsokt. Nod 2 blir oavsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

(2.3)
43 4.2)

(1,4) «F4-
(6,3)

Mark/kolla nod 4 och 5 utifrén nod 2. Nod 2 avsokt. Nod 4 blir oavsokt.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

2.3)
43y (4.2)
<54 <62y

_l_

%

%_

4

5

_3_

%

RERTS 83 ¢
(1,4) -4
6.3)

Vi kommer att fortsdtta sdnka nodpriserna for nod 4, 3, 2.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

2.3)
43y (4.2)
<54 <62y

_l_

%

%_

4

5

_3_

%

RERTS 83 ¢
(1,4) -4
6.3)

Vi kommer att fortsdtta sdnka nodpriserna for nod 4, 3, 2.
Negativ cykel: 2 - 4 - 3 - 2.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

(2.3)
43 4.2)
“5b- ~+6:2)

b g dibd

83
(1,4) 4
(6,3)
Vi kommer att fortsdtta sdnka nodpriserna for nod 4, 3, 2.
Negativ cykel: 2 - 4 - 3 - 2.
Oandligt bra primal I8sning.
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Fords metod for billigaste vag: Exempel 2

(2.3)
43 4.2)
“5b- ~+6:2)

pbdo bbb 4

83
(1,4) 4
(6,3)
Vi kommer att fortsdtta sdnka nodpriserna for nod 4, 3, 2.
Negativ cykel: 2 - 4 - 3 - 2.
Oandligt bra primal I8sning.
Ingen tilldten dualldsning.
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporira andras,
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.

De temporara andras, och gors till sist permanenta.
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.
De permanenta andras inte.
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.
De permanenta andras inte.

Det lagsta temporara nodpriset gérs permanent.
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.

De permanenta dndras inte.

Det |dgsta tempordra nodpriset gors permanent.

Franvaron av negativa kostnader gor att inga nodpriser kan sinkas genom
att gé i ytterligare en bage.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 19 / 40



Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.

De permanenta dndras inte.

Det |dgsta tempordra nodpriset gors permanent.

Franvaron av negativa kostnader gor att inga nodpriser kan sinkas genom
att gé i ytterligare en bage.

Det blir alltid lite dyrare.
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.

De permanenta dndras inte.

Det |dgsta tempordra nodpriset gors permanent.

Franvaron av negativa kostnader gor att inga nodpriser kan sinkas genom
att gé i ytterligare en bage.

Det blir alltid lite dyrare. Minimera fordyringen.
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.

De permanenta dndras inte.

Det |dgsta tempordra nodpriset gors permanent.

Franvaron av negativa kostnader gor att inga nodpriser kan sinkas genom
att gé i ytterligare en bage.

Det blir alltid lite dyrare. Minimera fordyringen.

De permanenta nodmarkningar dr minimala och behdver inte dndras.
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.

De permanenta dndras inte.

Det |dgsta tempordra nodpriset gors permanent.

Franvaron av negativa kostnader gor att inga nodpriser kan sinkas genom
att gé i ytterligare en bage.

Det blir alltid lite dyrare. Minimera fordyringen.

De permanenta nodmarkningar dr minimala och behdver inte dndras.

(Forsok inte ens.)
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.

De permanenta dndras inte.

Det |dgsta tempordra nodpriset gors permanent.

Franvaron av negativa kostnader gor att inga nodpriser kan sinkas genom
att gé i ytterligare en bage.

Det blir alltid lite dyrare. Minimera fordyringen.

De permanenta nodmarkningar dr minimala och behdver inte dndras.

(Forsok inte ens.)

Effektivare an Fords metod,
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Nodmarkningsmetoder

Ickenegativa kostnader: Dijkstras metod

Arbeta med temporara och permanenta nodmarkningar.
De temporara andras, och gors till sist permanenta.

De permanenta dndras inte.

Det |dgsta tempordra nodpriset gors permanent.

Franvaron av negativa kostnader gor att inga nodpriser kan sinkas genom
att gé i ytterligare en bage.

Det blir alltid lite dyrare. Minimera fordyringen.

De permanenta nodmarkningar dr minimala och behdver inte dndras.

(Forsok inte ens.)

Effektivare an Fords metod, men kanske lite krangligare.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent mirkta noder.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.
1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = r?zi;r\]yj'

J

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.

1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = Sy;ZiR)g.

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent.

2. Om slutnoden (eller alla noder) permanent markt: Stopp.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.

1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = Sy;ZiRyj.

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent.

2. Om slutnoden (eller alla noder) permanent markt: Stopp.

3. Uppdatera de tempordra nodpriser som blir lagre via y,, dvs. om
e+ yi < yj for j & A.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.

1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = r.T;ZiR)/j-

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent. !

2. Om slutnoden (eller alla noder) permanent markt: Stopp.

3. Uppdatera de tempordra nodpriser som blir lagre via y,, dvs. om
e+ yi < yj for j & A.

4. Ga till 1.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.

1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = Sy;ZiRyj.

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent.

2. Om slutnoden (eller alla noder) permanent markt: Stopp.

3. Uppdatera de tempordra nodpriser som blir lagre via y,, dvs. om
e+ yi < yj for j & A.
4. Ga till 1.

Viktigt for effektiviteten: Titta inte pd permanent markta noder, j € A, i
steg 1 och 3.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.

1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = Sy;ZiRyj.

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent.

2. Om slutnoden (eller alla noder) permanent markt: Stopp.

3. Uppdatera de tempordra nodpriser som blir lagre via y,, dvs. om
e+ yi < yj for j & A.
4. Ga till 1.

Viktigt for effektiviteten: Titta inte pd permanent markta noder, j € A, i
steg 1 och 3. Komplexitet O(|N|?).
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.

1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = Sy;ZiRyj.

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent.

2. Om slutnoden (eller alla noder) permanent markt: Stopp.

3. Uppdatera de tempordra nodpriser som blir lagre via yj, dvs. om
e+ yi < yj for j & A.
4. Ga till 1.

Viktigt for effektiviteten: Titta inte pd permanent markta noder, j € A, i
steg 1 och 3. Komplexitet O(|N|?).

Billigaste vagen nystas upp bakifrdn med foregéngare p; (bdrja med j = t).
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.

1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = ry;ziﬂyj.

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent. !

2. Om slutnoden (eller alla noder) permanent markt: Stopp.

3. Uppdatera de tempordra nodpriser som blir lagre via yj, dvs. om
e+ yi < yj for j & A.
4. Ga till 1.

Viktigt for effektiviteten: Titta inte pd permanent markta noder, j € A, i
steg 1 och 3. Komplexitet O(|N|?).
Billigaste vagen nystas upp bakifrdn med foregéngare p; (bdrja med j = t).
Obs: Forst gors nodmarkningen helt fardigt.
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Billigaste vag: Dijkstras metod

A: permanent markta noder.

0. Satt ys =0, yj = c5j om bége (s, /) finns, och y; = M fér alla andra
J#s,samt A = {s}.

1. Finn nod (k) med ligsta temporara nodpris: yx = ry;ziﬂyj.

Lagg till k till A, dvs. gér markningen permanent. !

2. Om slutnoden (eller alla noder) permanent markt: Stopp.

3. Uppdatera de tempordra nodpriser som blir lagre via yj, dvs. om
e+ yi < yj for j & A.
4. Ga till 1.

Viktigt for effektiviteten: Titta inte pd permanent markta noder, j € A, i
steg 1 och 3. Komplexitet O(|N|?).

Billigaste vagen nystas upp bakifrdn med foregéngare p; (bdrja med j = t).
Obs: Forst gors nodmarkningen helt fardigt. Sedan hittar man vagen.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

L6s med Dijkstras metod.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

Mark nod 1 permanent, samt darefter 2 och 3 temporért.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 21 / 40



Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

Nod 3 &r bast av de temporéra.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

temp

—HHA6)—
2:45:; (4.3)
4:(7,3)
5:(8.3)

(3.1

Mark nod 3 permanent. Nod 2, 4 och 5 far battre temp.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

temp

—HHA6)—
2:45:; (4.3)
4:(7,3)
5:(8.3)

(3.1

Nod 2 ar bast av de temporéra.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

4:53% (6,2)
5:(8,3)

(3.1

Mark nod 2 permanent. Nod 4 far battre temp.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

4: (%3, (6,2)
5:(8,3)

(3.1

Nod 4 ar bast av de temporéra.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 21 / 40



Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

5:48:3% (7.4)

(3.1

Mark nod 4 permanent. Nod 5 far battre temp.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

temp
—+H0——
—3G&b—
5:483% (7.4)
5
(3,1
Nod 5 ar bast av de temporara.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

3,1) (7,4)

Mark nod 5 permanent. Alla markta.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

Nysta upp vigen baklanges.
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Nysta upp vigen baklanges.
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Nysta upp vigen baklanges.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

Nysta upp vigen baklanges.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

Nysta upp vigen baklanges.
Billigaste vag: 1 - 3-2 -4 - 5. Kostnad: 7.
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Dijkstras metod for billigaste vag: Exempel

Nysta upp vigen baklanges.
Billigaste vag: 1 - 3-2 -4 - 5. Kostnad: 7.
Nodpriserna ger optimal duallésning.
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Nodmarkningsmetoder, inga cykler

Acyklisk graf:
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Nodmarkningsmetoder, inga cykler

Acyklisk graf:

Sortera noderna sd att i < j for alla bagar (i,)) € B.
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Nodmarkningsmetoder, inga cykler

Acyklisk graf:
Sortera noderna sd att i < j for alla bagar (i,)) € B.

Mark noderna i den ordningen: y; = min(c; +y;) for j=1,...,n.
1<J
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Nodmarkningsmetoder, inga cykler

Acyklisk graf:
Sortera noderna sd att i < j for alla bagar (i,)) € B.

Mark noderna i den ordningen: y; = min(c; +y;) for j=1,...,n.
1<J

(Bellmans ekvationer.
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Nodmarkningsmetoder, inga cykler

Acyklisk graf:
Sortera noderna sd att i < j for alla bagar (i,)) € B.

Mark noderna i den ordningen: y; = min(c; +y;) for j=1,...,n.
1<J

(Bellmans ekvationer. Anvands for dynamisk programmering.)
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Nodmarkningsmetoder, inga cykler

Acyklisk graf:
Sortera noderna sd att i < j for alla bagar (i,)) € B.

Mark noderna i den ordningen: y; = min(c; +y;) for j=1,...,n.
1<J

(Bellmans ekvationer. Anvands for dynamisk programmering.)

Man kan aldrig g& baklénges, s& inga nodmarkningar behdver géras om.
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Billigaste vag

Optimala nodmarkningar:
(3,5) ; (10,1) (15,3)
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Billigaste vag

Optimala nodmarkningar:
(3,5) ; (10,1) (15,3)

(4.8) (9.1) (13.4)

Alla noder har en méarkning.
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Billigaste vag

Optimala nodmarkningar:
3.9) , (10,) (15,3)

(4.8) (9.1) (13.4)

Alla noder har en méarkning.

Kan nysta upp frén vilken nod som helst.
(3,5) (10,1) (15,3)
7 D) 5

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering
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Billigaste vag

Optimala nodmarkningar:
(3.9) ; (10,1) (15,3)
5

(4.8) (9.1) (13.4)

Alla noder har en méarkning.

Kan nysta upp frén vilken nod som helst.
(3,5) ; (10,1) (15,3)
5

(4.5) (9.1) (13.4)

Vi far billigaste vag fran s till alla andra noder.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering
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Billigaste vag: Generaliseringar

Kan |osas med samma metoder.

min g Cjj

y

Billigaste vag yj = min(c;j + yi) ys =0
1
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Billigaste vag: Generaliseringar

Kan |osas med samma metoder.

Billigaste vag | min g ci | yj =min(cj + i) ys =0
I:i 1

Dyraste vig | max E ci | yj = max(cjj + yi) ys =0
.. !
ij
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Billigaste vag: Generaliseringar

Kan |osas med samma metoder.

Billigaste vag
Dyraste vag

Min produkt

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

min Z Cjj
ij

maxz C,'j
ij

min H Cjj
ij

Yj

Yj

Yj

ml_in(c,-j + i)
miax(c,-j +vi)

ml_in(c,-j “¥i)

YSZO
YSZO
ys:]-
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Billigaste vag: Generaliseringar

Kan |osas med samma metoder.

Billigaste vag | min g ci | yj =min(cj+ yi)
e !
ij

Dyraste vdg | max E cij | yj = max(cj + yi)
.. !

ij
Min produkt | min H ci | yj =min(cj-yi)
. !

ij
Max produkt maxH ci | yj = max(cj-yi)
.. !
ij

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering

ys =0
ys =0
ys =1
ys =1
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Billigaste vag: Generaliseringar

Kan |osas med samma metoder.

Billigaste vag
Dyraste vag
Min produkt

Max produkt

Min max

min Z Cjj
ij

maxz C,'j
ij

min H Cjj
ij

maxH C,'J'
ij

min max cj;
i

Yj

Yj

Yj

Yj

Yj

ml_in(c,-j +yi)
miax(c,-j +vi)
miin(c,-j “¥i)
miax(c,-j i)

miin(max(c,'j,y,'))
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Ys
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Billigaste vag: Generaliseringar

Kan |osas med samma metoder.

Billigaste vag
Dyraste vag
Min produkt

Max produkt

Min max

Max min

min Z Cjj
ij

maxz Cjj
ij

min H Cjj
ij

maxH Cjj
ij

min max cj;
ij

max min ¢;;
ij

Yj

Yj

Yj

Yj

Yj

= ml_in(c,-j +vi)
= miax(c,-j + i)
= miin(c,-j “¥i)
= mljax(c,-j i)

= min(max(cjj, yi))
1

e miax(min(Cij,)/i))

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering
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Billigaste vag: Generaliseringar

Kan |osas med samma metoder.

Billigaste vag
Dyraste vag
Min produkt

Max produkt

Min max

Max min

min Z Cjj
ij

maxz Cjj
ij

min H Cjj
ij

maxH Cjj
ij

min max cj;
ij

max min ¢;;
ij

Yj

yj =

yj =

Yj

Yj
Yj

= ml_in(c,-j +vi)

miax(c,-j +vi)
miin(c,-j “¥i)
mljax(c,-j i)

min(max(cjj, yi))
1

mlax(min(c,-j,y,-))

| de fyra sista fallen forutsatts c;; > 0 for alla (7, ).
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Billigaste vag: Alla till alla

Floyd-Warshalls metod for att finna billigaste vdg mellan alla nodpar:
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Billigaste vag: Alla till alla

Floyd-Warshalls metod for att finna billigaste vdg mellan alla nodpar:

Q Sitt djj = ¢jj for alla /, .
Q@ Fork=1,...,|N|
fori=1,...,|N|,
forj=1,...,|N|
satt d,J = min(d,-j, ik + dkj)-
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Billigaste vag: Alla till alla

Floyd-Warshalls metod for att finna billigaste vdg mellan alla nodpar:

Q Sitt djj = ¢jj for alla /, .
Q@ Fork=1,...,|N|
fori=1,...,|N|,
forj=1,...,|N|
satt d,J = min(d,-j, ik + dkj)-

Komplexitet O(|N|3).
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Billigaste vag: Alla till alla

Floyd-Warshalls metod for att finna billigaste vdg mellan alla nodpar:

Q Sitt djj = ¢jj for alla /, .
Q@ Fork=1,...,|N|
fori=1,...,|N|
forj=1,...,|N|
satt d,J = min(d,-j ik + dkj)-
Komplexitet O(|N|3).

Kan anvindas for att géra om ett TSPr till ett ATSP(r).
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Flode i natverk
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Flode i natverk

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (i, ).
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Flode i natverk

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (i, ).

Bagdata for bage (/,/):
e ¢jj: flodeskostnad per enhet.
e uj;: Svre grans for flodet.
e /j: undre grans for flodet.
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Flode i natverk

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (i, ).

Bagdata for bage (/,/):
e ¢jj: flodeskostnad per enhet.
e uj;: Svre grans for flodet.
e /j: undre grans for flodet.

Bivillkor: [ < xjj < ujj
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Flode i natverk

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (i, ).

Bagdata for bage (/,/):
e ¢jj: flodeskostnad per enhet.
e uj;: Svre grans for flodet.
e /j: undre grans for flodet.

Bivillkor: [ < xjj < ujj

Noddata for nod i:
e b;: kallstyrka/sankstyrka.
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Flode i natverk

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (i, ).

Bagdata for bage (/,/):
e ¢jj: flodeskostnad per enhet.
e uj;: Svre grans for flodet.
e /j: undre grans for flodet.

Bivillkor: [ < xjj < ujj

Noddata for nod i:

e b;: kallstyrka/sankstyrka. (maste vara givet)
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Flode i natverk

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (i, ).

Bagdata for bage (/,/):
e ¢jj: flodeskostnad per enhet.
e uj;: Svre grans for flodet.
e /j: undre grans for flodet.

Bivillkor: [ < xjj < ujj

Noddata for nod i:

e b;: kallstyrka/sankstyrka. (mé&ste vara givet)
Nodjamviktsvillkor: Z Xji — Z xjj = b forallaie N (in - ut)
J:U,)eB Jj:(i,j)eB
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Flode i natverk

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (i, ).

Bagdata for bage (1, J):
e ¢jj: flodeskostnad per enhet.
e uj;: Svre grans for flodet.
e /;: undre grans for flodet.

Bivillkor: [ < xjj < ujj

Noddata for nod i:

e b;: killstyrka/sankstyrka. (mé&ste vara givet)
Nodjamviktsvillkor: Z Xji — Z xjj = b forallaie N (in - ut)
Jj:U:i)eB Ji(ij)eB

Krav p3 indata: Z b =0.
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Flode i natverk

Sats
Varje anslutningsmatris ar fullstandigt unimodular. J
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Flode | natverk
Sats

Varje anslutningsmatris ar fullstindigt unimodular.

Slutsats

Flodesproblem kan betraktas som LP-problem. Flédet blir automatiskt
heltal.
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Flode | natverk
Sats

Varje anslutningsmatris ar fullstindigt unimodular.

Slutsats

Flodesproblem kan betraktas som LP-problem. Flédet blir automatiskt
heltal.

Obs: Inga andra bivillkor far finnas.
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Flode i natverk
Sats
Varje anslutningsmatris ar fullstindigt unimodular.

Slutsats

Flodesproblem kan betraktas som LP-problem. Flédet blir automatiskt
heltal.

Obs: Inga andra bivillkor far finnas.

Minkostnadsflodesproblemet
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Flode i natverk
Sats
Varje anslutningsmatris ar fullstindigt unimodular.

Slutsats

Flodesproblem kan betraktas som LP-problem. Flédet blir automatiskt
heltal.

Obs: Inga andra bivillkor far finnas.

Minkostnadsflodesproblemet

Skicka efterfragade mangder sé billigt som mdjligt.
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Flode i natverk
Sats
Varje anslutningsmatris ar fullstindigt unimodular.

Slutsats

Flodesproblem kan betraktas som LP-problem. Flédet blir automatiskt
heltal.

Obs: Inga andra bivillkor far finnas.

Minkostnadsflodesproblemet

Skicka efterfragade mangder s& billigt som majligt.

min E CijXjj

(ij)eB
da Z Xji — Z xj=bj forallaie N
j:(,eB j:(ij)eB

li < xij < uy foralla (i,j) € B
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Natverksformuleringstips
3
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Natverksformuleringstips
3

Mer tillgdng an efterfrégan:
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Natverksformuleringstips
3

Mer tillgdng an efterfragan: Tillgang: 15, efterfrdgan: 12.
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Natverksformuleringstips
3

Mer tillgdng an efterfragan: Tillgang: 15, efterfrdgan: 12.

Alternativ 1: Infor dummy-sanka, for varor som egentligen inte skickas.
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Natverksformuleringstips
3

Mer tillgdng an efterfragan: Tillgang: 15, efterfrdgan: 12.

Alternativ 1: Infor dummy-sanka, for varor som egentligen inte skickas.
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Natverksformuleringstips

Mer tillgdng an efterfragan: Tillgdng: 15, efterfragan: 12.
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Natverksformuleringstips

Mer tillgdng an efterfragan: Tillgdng: 15, efterfragan: 12.
Alternativ 2: Infor superkélla, med tillgédng lika med total efterfrégan.
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Natverksformuleringstips

Mer tillgdng an efterfragan: Tillgdng: 15, efterfragan: 12.
Alternativ 2: Infor superkélla, med tillgédng lika med total efterfrégan.
Begransa flodet i bagar fran superkallan till tidigare kallor,
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Natverksformuleringstips

Mer tillgdng an efterfragan: Tillgdng: 15, efterfragan: 12.
Alternativ 2: Infor superkélla, med tillgédng lika med total efterfrégan.

Begransa flodet i bagar fran superkallan till tidigare kallor, som nu blir
mellannoder.
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Natverksformuleringstips

Mer tillgdng an efterfragan: Tillgdng: 15, efterfragan: 12.
Alternativ 2: Infor superkélla, med tillgédng lika med total efterfrégan.

Begransa flodet i bagar fran superkallan till tidigare kallor, som nu blir
mellannoder.
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Natverksformuleringstips

Kép allt i nod 1 och slang allt i nod 8, men vet inte hur mycket.
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Natverksformuleringstips

Kép allt i nod 1 och slang allt i nod 8, men vet inte hur mycket.

Alternativ 1: Infor dterb&ge, nod 1 och 8 mellannoder. Cirkulerande flode.
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Natverksformuleringstips

Kép allt i nod 1 och slang allt i nod 8, men vet inte hur mycket.

Alternativ 1: Infor dterb&ge, nod 1 och 8 mellannoder. Cirkulerande flode.
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Natverksformuleringstips

Kép allt i nod 1 och slang allt i nod 8, men vet inte hur mycket.

Alternativ 1: Infor dterb&ge, nod 1 och 8 mellannoder. Cirkulerande flode.

Alternativ 1: Infor slackb&ge, nod 1 sénka och nod 8 sénka av styrka 1000.
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Natverksformuleringstips

Kép allt i nod 1 och slang allt i nod 8, men vet inte hur mycket.

Alternativ 1: Infor dterb&ge, nod 1 och 8 mellannoder. Cirkulerande flode.
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Natverksformuleringstips

Konvex styckvis linjar kostnad:
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Natverksformuleringstips

Konvex styckvis linjar kostnad:
De forst 20 enheterna kostar 10 kr/st, sedan 15 kr/st.
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Natverksformuleringstips

Konvex styckvis linjar kostnad:
De forst 20 enheterna kostar 10 kr/st, sedan 15 kr/st.
Infor en parallell bage for det dyrare flodet.
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Natverksformuleringstips

Konvex styckvis linjar kostnad:
De forst 20 enheterna kostar 10 kr/st, sedan 15 kr/st.
Infor en parallell bage for det dyrare flodet.

En extranod behdvs om parallella bagar inte accepteras.
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Natverksformuleringstips

Konvex styckvis linjar kostnad:
De forst 20 enheterna kostar 10 kr/st, sedan 15 kr/st.
Infor en parallell bage for det dyrare flodet.

En extranod behdvs om parallella bagar inte accepteras.

10,20

| o
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Natverksformuleringstips

Konvex styckvis linjar kostnad:
De forst 20 enheterna kostar 10 kr/st, sedan 15 kr/st.
Infor en parallell bage for det dyrare flodet.

En extranod behdvs om parallella bagar inte accepteras.

: 10,20 @

Observera: Den billigaste bdgen kommer automatiskt att anvandas fullt ut,
innan den dyrare borjar anvandas.
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Natverksformuleringstips

Konvex styckvis linjar kostnad:
De forst 20 enheterna kostar 10 kr/st, sedan 15 kr/st.
Infor en parallell bage for det dyrare flodet.

En extranod behdvs om parallella bagar inte accepteras.

: 10,20 @

Observera: Den billigaste bdgen kommer automatiskt att anvandas fullt ut,
innan den dyrare borjar anvandas.

Detta fungerar inte for konkava kostnader.
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Viagar: Maxflodesproblemet

Hur mycket kan man maximalt fa igenom en fabrik med ménga stationer,
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Viagar: Maxflodesproblemet

Hur mycket kan man maximalt f3 igenom en fabrik med ménga stationer,
och vilka stationer r det som ar begransande?
Indata: Riktad graf G = (N, B) med bagkapaciteter u, start/slutnod s, t.
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Vagar: Maxflédesproblemet
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och vilka stationer ar det som ar begransande?
Indata: Riktad graf G = (N, B) med bagkapaciteter u, start/slutnod s, t.

Skicka s& mycket som mgjligt frén s till t.

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (i, j).
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Vagar: Maxflédesproblemet

Hur mycket kan man maximalt f3 igenom en fabrik med ménga stationer,
och vilka stationer ar det som ar begransande?
Indata: Riktad graf G = (N, B) med bagkapaciteter u, start/slutnod s, t.

Skicka s& mycket som mgjligt frén s till t.

Variabeldefinition: x;; = flode i bage (/).

max f
—f dadi=s
da > xi— > xj=4 f dai=t forallaieN
j:(,ieB j:(ij)eB 0 fd

0<xj<uy foralla(i,j)e B

f fri
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Lésningsmetod for maxflodesproblemet

Pafyllnadsmetoden (Edmonds-Karp)
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Lésningsmetod for maxflodesproblemet

Pafyllnadsmetoden (Edmonds-Karp)
0. Bdrja fran noll.

1. Finn maximal flodesdkande vag fran s till t. Avbryt om ingen vag finns.
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0. Borja fran noll.
1. Finn maximal flodesdkande vag fran s till t. Avbryt om ingen vag finns.
2. Skicka s8 mycket som mojligt den vagen.

3. Andra tillatna riktningar.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 33 / 40



Lésningsmetod for maxflodesproblemet

Pafyllnadsmetoden (Edmonds-Karp)

0. Borja fran noll.

1. Finn maximal flodesdkande vag fran s till t. Avbryt om ingen vag finns.
2. Skicka s8 mycket som mojligt den vagen.

3. Andra tillatna riktningar.

4. Ga till 1.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 33 / 40



Losningsmetod for maxflodesproblemet

Pafylinadsmetoden (Edmonds-Karp)

0. Borja fran noll.

1. Finn maximal flédes6kande vag fran s till t. Avbryt om ingen vig finns.
2. Skicka s8 mycket som mojligt den vagen.

3. Andra tillatna riktningar.

4. Ga till 1.

xj = 0: Framat (dka). O—H—0
Tillatna riktningar: o < xjj < ujj:  Framét och bakat. (O~

Xijj = Uuj: Bakat (minska). O—~K++-O
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Maxflédesproblemet

Sats

Varje tillatet fléde ger en undre grans pa *.
Kapaciteten hos varje (s, t)-snitt ger en Svre grans pad f*.
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Sats

Varje tillatet fléde ger en undre grans pa *.
Kapaciteten hos varje (s, t)-snitt ger en Svre grans pad f*.

Sats

Kapaciteten hos ett minsnitt ar lika med den maximala flodesstyrkan, f*.

4
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Sats

Varje tillatet fléde ger en undre grans pa *.
Kapaciteten hos varje (s, t)-snitt ger en 6vre grans pa f*.

Sats

Kapaciteten hos ett minsnitt ar lika med den maximala flodesstyrkan, f*.

4

Sats

Flodesstyrkan & maximal (och lika med kapaciteten hos ett minsnitt) om
och endast om en flédesdkande vag saknas.
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Kapaciteten hos varje (s, t)-snitt ger en 6vre grans pa f*.

Sats

Kapaciteten hos ett minsnitt ar lika med den maximala flodesstyrkan, f*.

4

Sats

Flodesstyrkan & maximal (och lika med kapaciteten hos ett minsnitt) om
och endast om en flédesdkande vag saknas.

En flodesdkande vig finnes metodiskt med Dijkstras metod (max av min).
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Maxflédesproblemet

Sats

Varje tillatet fléde ger en undre grans pa *.
Kapaciteten hos varje (s, t)-snitt ger en 6vre grans pa f*.

Sats

Kapaciteten hos ett minsnitt ar lika med den maximala flodesstyrkan, f*.

4

Sats

Flodesstyrkan & maximal (och lika med kapaciteten hos ett minsnitt) om
och endast om en flédesdkande vag saknas.

En flodesdkande vig finnes metodiskt med Dijkstras metod (max av min).

Minst en ytterligare enhet skickas varje iteration. Det kravs hogst f*
iterationer.
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Maxflédesproblemet

Sats

Varje tillatet fléde ger en undre grans pa *.
Kapaciteten hos varje (s, t)-snitt ger en 6vre grans pa f*.

Sats

Kapaciteten hos ett minsnitt ar lika med den maximala flodesstyrkan, f*.

4

Sats

Flodesstyrkan & maximal (och lika med kapaciteten hos ett minsnitt) om
och endast om en flodesdkande vag saknas.

En flodesdkande vig finnes metodiskt med Dijkstras metod (max av min).

Minst en ytterligare enhet skickas varje iteration. Det kravs hogst f*
iterationer.

Komplexitet O(f|N|?) dar f > f*. Pseudopolynomisk metod.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 34 / 40



Maxflode: Exempel

Graf med kapaciteter.
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Maxflode: Exempel

Markera tilldtna riktningar.
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Maxflode: Exempel

Sék vag med Dijkstras metod.
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Maxflode: Exempel

Sék vag med Dijkstras metod.
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Maxflode: Exempel

Vg med kapacitet 3 funnen. Skicka 3 enheter.
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Maxflode: Exempel

Markera tilldtna riktningar.
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Maxflode: Exempel

Sék vag med Dijkstras metod.
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Maxflode: Exempel

Sok vag med Dijkstras metod. (Far minska flode.)
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Maxflode: Exempel
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Maxflode: Exempel

Vg med kapacitet 2 funnen.
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Maxfléde: Exempel

Skicka 2 enheter.
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Maxflode: Exempel

Markera tilldtna riktningar.
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Maxflode: Exempel

Sék vag med Dijkstras metod.
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Maxflode: Exempel

Sék vdag med Dijkstras metod. Stopp.
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Maxfléde: Exempel

Maxfléde uppnatt. Minsnittet g&r mellan markta och omérkta noder.
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Maxfléde: Exempel

Maxfléde uppnatt. Minsnittet g&r mellan markta och omérkta noder.
Maxflode: 5.
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Vagar: Dynamisk programmering

Billigaste vag-problem i acyklisk nivéindelad graf. Tid!
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Végar: Dynamisk programmering

Billigaste vag-problem i acyklisk nivéindelad graf. Tid!

Nodmarkningsmetod (Bellmans ekvationer): Ta en niva, Sk, i taget:
ey =0.
eFork=1,... N:

For varje j € Si: Satt y; = .r’gin (cij + yi)-

1€k -1
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Végar: Dynamisk programmering

Billigaste vag-problem i acyklisk nivéindelad graf. Tid!

Nodmarkningsmetod (Bellmans ekvationer): Ta en niva, Sk, i taget:
e y1 =0.
eFork=1,...,N:
For varje j € Si: Satt y; = min (¢ + yi).
i€SK_1

Ordningen inom en nivé oviktig.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 36 / 40
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Nodmarkningsmetod (Bellmans ekvationer): Ta en niva, Sk, i taget:
e y1 =0.
eFork=1,...,N:
For varje j € Si: Satt y; = min (¢ + yi).
i€SK_1
Ordningen inom en nivé oviktig.

Vagen kommer att passera en av noderna i varje niva. Vet €j vilken.
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Végar: Dynamisk programmering

Billigaste vag-problem i acyklisk nivaindelad graf. Tid!

Nodmarkningsmetod (Bellmans ekvationer): Ta en niva, Sk, i taget:
ey =0.
eFork=1,...,N:

For varje j € Si: Satt y; = min (¢ + yi).
i€SK_1

Ordningen inom en nivé oviktig.

Vagen kommer att passera en av noderna i varje niva. Vet €j vilken.

Majliga malfunktioner: min ", max >, min[], max ], min max, maxmin.
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Dynamisk programmering: Lagerh&liningsproblem

Kan |sa allt som “ar" ett vag-problem i en acyklisk nivéindelad graf.
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Dynamisk programmering: Lagerh&liningsproblem

Kan l6sa allt som “ar" ett vag-problem i en acyklisk nivaindelad graf.

Exempel: Lagerhallningsproblem

Nod: s, = antal enheter i lager efter period k.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 37 / 40



Dynamisk programmering: Lagerh&liningsproblem

Kan l6sa allt som “ar" ett vag-problem i en acyklisk nivaindelad graf.

Exempel: Lagerhallningsproblem
Nod: s, = antal enheter i lager efter period k.

Hur komma dit: x, = antal enheter som kdps/produceras/siljs i period k.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

min Y "¢xj da » ap; < b, 0<x < uoch heltal, for alla j
J J
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

min Y "¢xj da » ap; < b, 0<x < uoch heltal, for alla j
J J

Varje variabel ses som en niva.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

mianjxj da Zajxj < b, 0 < x; < ujoch heltal, for alla j
Jj J

Varje variabel ses som en niva.

Varje nivd innebar ett 6kat utnyttjande av den gemensamma resursen b.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

mianJ-xj da Zajxj < b, 0 < x; < ujoch heltal, for alla j
Jj J

Varje variabel ses som en niva.

Varje nivd innebar ett 6kat utnyttjande av den gemensamma resursen b.

Nod: s, = den del av hdgerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

mianJ-xj da Zajxj < b, 0<x; < ujoch heltal, for alla j
J J

Varje variabel ses som en niva.

Varje nivd innebar ett 6kat utnyttjande av den gemensamma resursen b.

Nod: s, = den del av hdgerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.

Koppling mellan nivderna: s,_1 = s, — axxk
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

Ex: max7x1; + 2xo + 4x3
da 2x1 + 3x + 2x3 < 4,
x1 € {0,1}, x» € {0,1}, x3 € {0,1,2}
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Dynamisk programmering: Berdkningar

max 7x1 + 2xo + 4x3
dad 2x; +3x2 +2x3 < 4, x; € {0,1}, x2 € {0,1}, x3 € {0,1,2}
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Dynamisk programmering: Berdkningar

max 7x1 + 2xo + 4x3
dd 2x1 + 3x2 +2x3 < 4, x; € {0,1}, x2 € {0,1}, x3 € {0,1,2}

Kan gora berdkningarna i en tabell p.g.a. strukturen hos natverket.
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Dynamisk programmering: Berdkningar

max 7x1 + 2xo + 4x3

dd 2x1 + 3x2 +2x3 < 4, x; € {0,1}, x2 € {0,1}, x3 € {0,1,2}

Kan gora berdkningarna i en tabell p.g.a. strukturen hos natverket.

xN\s1|0 1 2 3 4
0 0 00 0 O
1 - - 7 7 7
A(s) |0 0 7 7 7
)?1(51) 0 0 1 1 1
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Dynamisk programmering: Berdkningar

max 7x1 + 2xo + 4x3
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max 7x1 + 2xo + 4x3
dd 2x; +3x20 +2x3 < 4, x; € {0,1}, x2 € {0,1}, x3 € {0,1,2}

Kan gora berdkningarna i en tabell p.g.a. strukturen hos natverket.

xN\s1|0 1 2 3 4 xN&2|0 1 2 3 4
0 0 0 0 0O 0 o o0 7 7 7
1 - - 7 7 7 1 2 2
fi(s1) |0 0O 7 7 7 f(s2) o7 7 7
f(s1) |0 0 1 1 1 %2(2) |0 0 0 0 O
xN\83(0 1 2 3 4 )

0 00 7 7 7 Uppnystning:

1 |- - 4 4 11 T4 6=1L

5 S 8 $S=2, x=0,

f(s3) |0 0 7 7 11

A3(S3) 0 0 0 O 1
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Dynamisk programmering: Berdkningar

max 7x1 + 2xo + 4x3

dd 2x; +3x20 +2x3 < 4, x; € {0,1}, x2 € {0,1}, x3 € {0,1,2}

Kan gora berdkningarna i en tabell p.g.a. strukturen hos natverket.

xN\8110 1 2 3 4 x>0 1 2 3 4
0 0 00 0O 0 o0 7 7 7
1 - - 7 7 7 1 - -2 2
fi(s1) |0 0O 7 7 7 f(s2) o 7 7 7
f(s1) |0 0 1 1 1 %2(2) |0 0 0 0 O
x\83|10 1 2 3 4 .

0 00 7 7 7 Uppnystning:

1 |- - 4 4 11 T4 6=1L

5 S 8 sS=2, x=0,

A |0 0 7 7 11 72
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Dynamisk programmering: Berdkningar

max 7x1 + 2xo + 4x3
dd 2x; +3x20 +2x3 < 4, x; € {0,1}, x2 € {0,1}, x3 € {0,1,2}

Kan gora berdkningarna i en tabell p.g.a. strukturen hos natverket.

xN\8110 1 2 3 4 x>0 1 2 3 4
0 0 00 0O 0 o0 7 7 7
1 - - 7 7 7 1 2 2
fi(s1) |0 0O 7 7 7 f(s2) o 7 7 7
f(s1) |0 0 1 1 1 %2(2) |0 0 0 0 O
x\83|10 1 2 3 4 )

0 00 7 7 7 Uppnystning:

1 |- - 4 4 11 T4 6=1L

5 S 8 sS=2, x=0,

As) |0 0 7 7 11 =2 x=h
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Dynamisk programmering: Berdkningar

max 7x1 + 2xo + 4x3
dd 2x; +3x20 +2x3 < 4, x; € {0,1}, x2 € {0,1}, x3 € {0,1,2}

Kan gora berdkningarna i en tabell p.g.a. strukturen hos natverket.

xN\8110 1 2 3 4 x>0 1 2 3 4
0 0 00 0O 0 o0 7 7 7
1 - - 7 7 7 1 2 2
fi(s1) |0 0O 7 7 7 f(s2) o 7 7 7
f(s1) |0 0 1 1 1 %2(2) |0 0 0 0 O
x\83|10 1 2 3 4 )

0 00 7 7 7 Uppnystning:

1 |- -4 4 11 874 =1L

5 . . . g =2, x2=0,
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