Optimum?

Nar man har formulerat sin optimeringsmodell vill man |6sa den.
Dvs. finna en optimal I6sning, x*, till modellen.
Nastan alltid: Sokmetoder:

Std i en punkt, g till en annan (battre).
Upprepa, tills punkten ar optimal.

Metoderna baseras pd matematik, och vi behdver exakta definitioner.

Vad &r optimum?
Punkten man star i verkar optimal. Ar det det?

Vad kan man forvanta sig av olika metoder?
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Konvexitet

Konvex mangd: Innehéller alla linjesegment mellan punkter i mangden. (rita)

Definition
En mangd X ar konvex om Ax() + (1 — X\)x(® e X for alla
xXMeX, xDex, 0<A<1.

“Man kan se alla punkterna i en konvex mangd fran vilken punkt som helst.”

Exempel: Halvrum. Ett linjart bivillkor.

Kombinerade mangder: Snittet av konvexa mangder ar konvext. (rita)

Sats
Om X; ar konvex for alla 7 s8 ar X = N;X; konvex. J

Exempel: Flera halvrum. Flera linjara bivillkor.
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Optimum?

Globalt minimum: En punkt som ar bast. (rita)

Definition
En punkt x* &r globalt minimum i X om f(x*) < f(x) for alla x € X. J

Lokalt minimum: En punkt som &r bast for narsynta. (rita)

Definition
En punkt x* ar lokalt minimum i X om f(x*) < f(x) for alla x € X som
ar ndra x*. (T.ex. for alla x € X : ||x — x*|| <¢6.)
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Extrempunkt
Konvexkombination: En punkt “innanfér” de andra. (rita)
Definition
% ar en konvexkombination av punkterna x(¥) k =1,...,p, om
X

= Z)\kx(k), dar Z)\k =1 och Ay > 0 for alla k.
k k

Exempel: Mittpunkt. A, = 1/p.

Extrempunkt: En punkt som inte dr en konvexkombination av tvad andra
tillatna punkter. Horn. (rita)

Definition
% ar en extrempunkt i X om % = Ax() 4+ (1 — \)x(®), dar
x() e X, x € X och 0 < A < 1, endast 3r mdjligt om x() = x().

Exempel: Origo (under bivillkoren x; > 0 for alla 7).

Kaj Holmberg (LiU)

TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 4 /28



Konvexa holjet Polyeder

Konvexa hdljet: Alla konvexkombinationer. (rita) Mangd med “raka kanter”.

Sats/Definition Polyeder: (rita)

For I:an b_eg;éinsad mangd S bestar conv(S) av alla konvexkombinationer av Definition

Galloa Skarningen av dndligt ménga halvrum kallas polyeder. J

Exempel: x1 +x <1, x1 >0, x, > 0.
Konvexa holjet av S ar den minsta konvexa mangden som innehéller S. Exempel: x; + 3 = 1, x; > 0, x, > 0.
Definition Exempel: Ax < b.
Skarningen av alla konvexa mangder som innehéller en viss mangd S kallas Exempel: Ax = b, x > 0.
det konvexa holjet av S och betecknas med conv(S).

En polyeder har dndligt manga extrempunkter.

Exempel: 5 = {(0,0),(1,0),(0,1)}. Varfor ar konvexitet intressant?
conv(S) gesavxi >0, >0, x1 +x < 1. Ett lokalt optimum i ett konvext problem ar alltid ett globalt optimum!
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LP-problem Vart forsta exempel

Ett LP-problem: Variabeldefinition:

. 2 . .. ..
maxz =c'x dd Ax< b,x>0. x; = antal enheter Optimus som gors varje timme.
xo = antal enheter Rullmus som gors varje timme.
Den tilldtna mangden ar en polyeder och konvex. Ma&lfunktionen ar linjar.

Matematisk modell:
Var ligger optimum?

) ) max z= 4x1 + 3x
K?nstant lutning p& malfunktionen. Ga s l&ngt man f&r &t nigot hall. = da 24 + 3% < 30 (1) (knappar)
Horn. X1 < 6 (2) (optik)
Sats (Linjarprogrammeringens fundamentalsats) 6x1 + 4x < 50 (3) (monteringstid)
Om ett LP-problem har begransad optimalldsning, sd antas den i (minst) en X i 8 Eg;
X2 2

extrempunkt.
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Baslosningar representerar extrempunkter

max 2z =

da

Infor slackvariabler.

4-X1
2X1
X1
6X1
X1

max z= 4x
dé 2X1
X1
6X1
X1,
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Baslosningar representerar extrempunkter

} 3)
A 2)
@ B m
b ® Il N X
Horn- | Aktiva | Variabler som Variabler som
punkt | bivillkor | satts till noll |6ses ut
A 1,3 x3=0,x5 =0 x1=3,x%=8x4=3
B 2,3 X4:0,X5:0 X1:6,X2=7/2,X3:15/2
C 2,5 X2=0,X4:0 X1=6,X3=18,X5=14
D 4,5 X1:0,X2:0 X3:30,X4:6,X5:50
E 1,4 x1=0,x3=0 xo =10,x4 = 6,x5 = 10
F 3,4 X1:0,X5=0 X2=25/2,X3:—15/2,X4=6
G 1,2 x3=0,x4=0 x1=6,x=06,x5 =—10

Punkt F och G €j tilldtna, ty negativa variabelvarden.
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Baslosningar representerar extrempunkter

X2

F
3)
B
A (2)
G
(4 B (1)
| |
D 5) Ic ‘
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Baslosningar representerar extrempunkter

xiF(l?)
. A 2)
(4 B 1)
D| &) Ic } X
Horn- | Ickebas- | Basvariabler | Malfunktion
punkt | variabler
(=0)
A X3,X5 | X1, X0, X4 z=236—1/5x3 —3/5xs
B X4, Xs X1, X2, X3 z=1069/2+1/2x4 — 3/4xs5
C X0, X4 X1, X3, X5 Z=24+3x — 4xy
D X1, X2 X3, X4, X5 z=4x1 4+ 3xo
E X1, X3 X2, X4, X5 z=3042x1 — x3

Punkt A optimal, ty negativa reducerade kostnader.
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Baslosningar, hur byta

@ Byt en basvariabel i taget.
o Oka ickebasvariabel med positiv reducerad kostnad. (Okar z.)
@ Gor dkningen s3 stor som mgjligt,

dvs. s& att en basvariabel blir noll och ingen negativ.
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Baslosning, teoretiskt

Definition

En baslGésning fas genom att vilja ut m basvariabler,

satta icke-basvariablerna till noll,

och |6sa ut basvariablerna mha ekvationssystemet Ax = b.
Baslosningen ar tillaten om alla basvariabler f&r icke-negativa varden.

x = (xg,xn), A= (B N). Bxg + Nxy = b ger xg = B~1b — B~ Nxy.
Eliminera xg fr&n malfunktionen: z = CEXB + c,;’,—xN =Z+ &,;I/—XN

dir 2= ctB b och &y = cy — (cF B7IN)T.

¢y kallas reducerade kostnader. Baslsningen som fas for xy = 0 och
xg = B71b ar tillaten om B~1bh > 0 och optimal om &y < 0.

Sats

Varje extrempunkt i en polyeder kan definieras av (minst) en tilldten baslds-
ning.
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Exempel
max z= 4x; + 3x
da 2x1 + 3x + X3 = 30
X1 + Xa = 6
6x1 + 4x + x5 = 50
X1, X2, X3, X4, X5 > 0

Basvariabler: x3, x4, x5. Dvs. x1 = 0, xo = 0 och x3 = 36, X3 = 6, x5 = 50.
Oka x; (verkar bast). Satt x; = t, xo = 0, vilket ger

2t 4+ x3 = 30
t + Xxu = 6
6t 4+ x5 = 50

x3=30—-2t>0=1t<30/2=15
X4 =6—-1t>0=1t<6
x5 =50 — 6t >0 = t < 50/6 ~ 8.333

Gert =6, dvs. x1 =6
ochx3=30—-12=18, x4 =6 -6 =0, x5 = 50 — 36 = 14.
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Simplexmetoden
Bdrja med att skriva problemet pa likhetsform (infor slackvariabler).

0. Skaffa en till3ten startbas.

1. Vilj inkommande variabel s3 att forbattring fas: Mest positiv reducerad
kostnad, max¢;.  (for max-problem)
J

Om & < 0 for all j: Stopp, optimum funnet.

2. Valj utgdende variabel s3 att tilldtenhet behalls: Minst kvot rrA\eIIan
hogerled och positiv koefficient i inkommande kolumn, I_:rg:jigo (5—;)
Om a; <0 for alla i: Stopp, I6sningen ar obegransad.

3. Byt bas (pivotera): Eliminera inkommande variabel frén alla andra rader.

Ga till 1.
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Lost exempel

max 2z =

da

Infor slackvariabler, x3, x4, Xs.

max 2z =

da

4-X1
2X1

X1
6X1
X1,

4X1
2X1

X1
6X1
X1,
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30 (1)
6 (2
50 (3)
0
X3
+ Xxa
X3, X4,

X5
X5

Simplexmetoden

Bas |z x1 x X3 x4 Xs b
z|1 0 -3 0 4 0|24
x3/0 0 3 1 -2 0]18
xx|0 1 0 0 1 0] 6
x50 0 4 0 -6 1|14

Inkommande variabel: x;.

Utgéende variabel: xs.

~

Bas |z x1 x x3 Xxa X5 b
z|1 0 0 0 -1/2 3/4]69/2
x3/0 0 0 1 5/2 -3/4]|15/2
xx|0 1 0 O 1 0 6
|0 0 1 0 -3/2 1/4| 7/2

Inkommande variabel: x4. Utgdende variabel: x3.
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Simplexmetoden

max z= 4x1 + 3x
da 2x1 + 3% 4+ x3
X1 + Xxu
6x; + 4x X5
X1, X2, X3, X4, X5
Starttabla:
Bas |z x1 x X3 x4 Xs b
z|1 -4 3 0 0 0]0
x3|/0 2 3 1 0 0]30
x/0 1 0 0 1 0|6
x |0 6 4 0 0 1|50
Inkommande variabel: x;. Utgdende variabel: x4.

Simplexmetoden

Bas | z x1 X X3 X4 X5 b

z|{1 0 O 1/5 0 3/5 |36

x |0 0 0 2/5 1 -3/10| 3
xx |0 1 0 -2/5 0 3/10 | 3
x|0 0 1 3/5 0 -1/5] 8
Ingen inkommande variabel. Optimaltabla.

Optimallsning: x; = 3, xo = 8, z = 36.

Slack:

Villkor 1 aktivt (x3 = 0).
Villkor 2 ej aktivt (xa = 3).
Villkor 3 aktivt (x5 = 0).
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Simplexmetoden Simplexmetoden, matrisform

Skriv problemet p& likhetsform (infor slackvariabler), Ax = b.

X | 0. Skaffa en tillaten startbas: x = (xg, xn), A= (B N), ¢ = (¢, cn)-
T 1. Berdkna B71.
| 2. Berikna hégerled: b = B1b. Variablernas virden: xg = b, xy = 0.
3. Berakna malfunktionsvardet: z = C;—XB-
4. Berikna skuggpriser: y = (cfB™1)T.
5. Berdkna reducerade kostnader: &y = cy — Ny (dvs & = ¢j — ajTy).
6. Om ¢y < 0: Stopp, optimum.
7. Vilj inkommande variabel x s& att forbattring fas: ¢, = max; ;.
8. Berikna inkommande kolumn fér aktuell bas: 3, = B~ ay.
9. Om 3, < 0: Stopp, problemet har obegriansad [6sning.
10. Valj utgdende variabel s§ att tilldtenhet behalls: Ab—l = min (Ab—'>
dlk  i:aw>0 \ dik
11. Byt bas: Uppdatera B, N, cg och cy. G4 till 1.
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Simplextablén, teoretiskt Degeneration och konvergens
max z= c’'x
da Ax + Ixs = b Definition
x,xs >0

En baslosning dar en eller flera basvariabler har vardet noll kallas
degenererad baslsning.

Bas | z X Xs b
z|1 —c" o]0 (Starttabld) Om inga baslosningar ar degenererade:
xs |0 A I |b @ Varje extrempunkt motsvaras av exakt en basldsning.

R @ Varje iteration i simplexmetoden ger ett positivt varde p& inkommande
Bas | z . 1X . TXS . . b . . variabel, och en strikt férbattring i malfunktionsvarde.
z| 1 B ’? Y Bl ‘B 81 b (Optimaltabla) @ Man kan darfér aldrig komma tillbaka till en redan besokt
xg | O B~*A B~ B~'b

extrempunkt.

Det finns dndligt m&nga extrempunkter, sd detta kan bara upprepas
ett andligt antal ganger.

B~ kan lasas ut ut optimaltablan.

Och cfB~1.
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Degeneration och konvergens

Sats

Om det tilldtna omréadet till ett LP-problem &r icketomt, och inga baslds-
ningar ar degenererade, s& kommer simplexmetoden att avslutas inom ett
andligt antal iterationer.

| en degenererad baslosning: b; = 0.

Kan ge minsta kvot noll. Hégerleden andras da ej. Inkommande variabel
okas ej. En annan baslésning ger samma punkt.

Om flera basvariabler &r noll: Manga iterationer i samma punkt. Ingen
forbattring. Samma bas kan dterkomma.

Om samma bas &terkommer: Cykling!

Cykling kan férhindras genom speciella val av inkommande och utgdende
variabler.
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Vista fall for simplexmetoden
Oka antalet variabler, n.
n
max z = Z 10" x;
j=1
i—1
da 2) 1077 +x < 1007 i=1,....n
j=1
Xj = 0 j=1,...,n
Simplexmetoden kraver 2" — 1 iterationer.
Varje iteration kriver O(m?) (uppdatering av B~1).
Empiriskt: | medel m® iterationer for verkliga problem.
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Vista fall for simplexmetoden

Beromt exempel: Klee-Minty (1972)

max z= 10x3 + 3x

da X1 S 1
20 + x < 100
X1, X2 > 0

X2

100%

\\/ 4
1 X1

Besoker alla extrempunkter.
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Simplexmetoden for stora problem

Antag att vi har jittemanga variabler (n), men inte s& manga bivillkor (m).

Notera att B (och B~1) har storleken m x m.
y har langden m.

xg har langden m.
Men xy och ¢y ar valdigt 1anga. N 3r j3ttestor.

Var smart: Lds in a; och berdkna & = ¢; — ajTy for ett j 8t g&ngen.
Slang de som inte blir inkommande, ¢; < 0.

Tag forsta x; med ¢; > 0 som inkommande.

Resultat: Vi behover aldrig spara nagot jattestort.

Kan |6sa problem som ar s stora att vi inte far plats med hela problemet i
minnet.
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