Flode | natverk

Det ligger hogar av “viktiga saker” pa nagra platser, och de ska
transporteras till andra platser. Kostnaderna ar linjara.

Variabeldefinition: x;; = fléde i bage (i, ).
Bagdata for bage (i, /):
e c;j: flodeskostnad per enhet.

e ujj: dvre grans for flodet.
e /;: undre grans for flodet.

Bivillkor: ;i < xji < ujj

Noddata for nod i:

e b;: killstyrka/sdnkstyrka. (maste vara givet)

Nodjamviktsvillkor: Z Xji — Z xjj = bj forallaie N (in - ut)
J:(,)eB ji(ij)eB

Krav pd indata: Z b; = 0.
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Specialfall av minkostnadsflodesproblemet

Billigaste vag-problemet: Minkostnadsflédesproblem med en killa och en
sanka, b&da av styrka ett.

-1 dédi=s
b; = 1 dai=t
0 fo

lij = 0 och ujj stor (men i praktiken 1) for alla bagar.

Riktade brevbararproblemet: Cirkulerande minkostnadsflédesproblem
med undre grans ett for alla bagar.
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Flode i natverk
Sats

Varje anslutningsmatris ar fullstindigt unimodular.

Slutsats

Flodesproblem kan betraktas som LP-problem. Flodet blir automatiskt
heltal.

Obs: Inga andra bivillkor far finnas.

Minkostnadsfl6desproblemet

Skicka efterfrdgade mangder s& billigt som majligt.

min E Cij Xij

(ij)eB
da > xi— Y xy=0b forallaieN
J:U,NeB J:(i,j)eB

lj < xij < wj foralla (i,j) € B

Kaj Holmberg (LiU)

TAOP86/TAOP33 Optimering

31 augusti 2020 2/22

Specialfall av minkostnadsflodesproblemet

Maxflodesproblemet: Infor &terbége (t,s). Satt ¢;s = —1 och ¢;; = 0 for
alla (i,j) € B\ (ts). Sok cirkulerande fldde (inga killor eller sankor).

max f
—f ddi=s
da Z Xji — Z Xjj = f dai=t forallaieN
J:G,)eB J:(ij)eB 0 o
0<x; <uj foralla (i,j) e B
f fri
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Specialfall av minkostnadsflodesproblemet Specialfall av minkostnadsflodesproblemet

Tillordningsproblemet: Transportproblem med all tillgdng och efterfrégan

Transportproblemet: Minkostnadsflédesproblem i tudelad graf. lika med ett.
_ zm:z": Varje person i skall géra en uppgift och varje uppgift j ska goras en gang.
min CiiXii
= i i Variabeldefinition: xjj = 1 om person i gor uppgift ;.
n

n n
da E xj=si i=1,...m .
min E E Cinij
Jj=1

m i=1 j=1
S d j=1 .
xjj = d; =1,...n . .
U i ’ da g xj=1 i=1,...n
i=1 ;
xj >0 for alla 7, J=1
. e e . e E xj=1 j=1,...n
Kan ses som ett matrisproblem, dar i star for rader och j for kolumner.
. i i=1
Bivillkoren specificerar radsummor och kolumnsummor. xj >0 for alla i,

(Eftersom detta ar ett minkostnadsflddesproblem blir [6sningen heltal.) Lésningsmetod: Ungerska metoden. Baseras pa LP-dualen.

(Eftersom detta r ett minkostnadsflddesproblem blir [6sningen heltal.)
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Utvidgning av minkostnadsflodesproblemet Lésningsmetod for minkostnadsflodesproblemet
Flervaruflode: Flodet bestar av olika sorters varor med separat min Z CijXij
tillgang/efterfrdgan men med gemensamma kapaciteter. (iJj)eB
N o . _ ) da Z Xji — Z xj=b; forallaiec N
Aven for olika start- och slutnodsbundna signaler, som i telekomnit. = e

J:U,ieB J:(ij)eB
Variabeldefinition: x,-f = fléde av sort k i bage (i,J). lj < xij < uy foralla (i,j) € B
Simplexmetoden
min 33 chxk e
ury Basl6sning:
(ij)eB keC _
Icke-basvariabler: x;; = [;j eller x;j = uj;.
da Z lef — Z xéf = bF forallaie N, ke C (Ovre och undre grinser behandlas implicit.)
J:(,i)eB J:(ij)eB .
Hur m&nga basvariabler?
ng < ujj for alla (i,j) € B Ett av nodjamviktsvillkoren ar redundant. En n x n-matris vore linjart
keC beroende. Kan bara ha bas av dimension n — 1. Allts& n — 1 basvariabler.
k k k -- - - : :
li < xj < uj foralla (i,j) € B,k e C En cykel motsvarar linjart beroende. Alltsd ingen cykel i basen.

Bivillkorsmatrisen ar ej fullstandigt unimodular.

Slutsats: En bas motsvarar ett uppspannande trad.
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Simplexmetoden for minkostnadsflodesproblemet

En iteration:

Basvariablerna ger ett uppspannande trad.
Inkommande variabel bildar en unik cykel.

Man vill skicka runt s& mycket som majligt i cykeln.

Utg8ende variabel begransar flddesandringen i cykeln. Den hamnar p& dvre
eller undre grans.

Utgaende variabel bryter upp cykeln.
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Simplexmetoden for minkostnadsflodesproblemet

0. Finn tilldten startbas (trad).

1. Satt y; = 0. Berdkna resterande y via bastradet. (c;; = y; — y; for alla
basbégar.)

. Berdkna reducerade kostnader ¢;; = cjj + y; — y; for alla icke-basbagar.
. Kontrollera optimalitet. Om optimum: Stopp.

. Vélj mest lovande variabel som inkommande.

. Finn cykeln som bildas.

. Andra flédet i cykeln maximalt i 6nskad riktning.

. Valj den variabel som begransar dndringen som utgdende variabel.

. Ga till 1.

coO N O OB~ W DN
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Simplexmetoden for minkostnadsflodesproblemet
Hur vilja inkommande variabel?

y: dualvariabler till nodjamuviktsvillkoren. y; kallas nodpris for nod /.
Reducerade kostnader: & = ¢jj + yi — y;.

(Nod i till j: Jamfor skillnaden i nodpris, y; — y;, med direktvagen, c;;.)
Minimering

&j < 0 = Bage (i,j) billig. = Skicka s& mycket som méjligt. = Oka x;.
Xjj = ujj ar optimalt.

¢j > 0 = Bage (i, /) dyr. = Skicka s lite som mdgjligt. = Minska xj;.
xjj = Iy ar optimalt.

Optimalitetsvillkor

¢ij < 0= x; = ujj, (billig ickebas)

Cij > 0 = x; = [;j (dyr ickebas)

samt [;j < xjj < ujj = ¢ = 0 (bas). (Anvénds for att rdkna ut y.)

v
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Simplexmetoden for minkostnadsflode: Exempel

Indata:

Startlosning
Bagdata: c,u,x

6,2,0

3.2,1 2,2,1

Totalkostnad: 18
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Simplexmetoden for minkostnadsflodesproblemet Busacker-Gowens metod

Alternativ metod for minkostnadsflédesproblem med en killa och en sdnka:
Kanslighetsanalys Modifiering av maxflddesmetoden:

) Sk billi f5desik . ion.
Andring av kostnad for icke-basbage eller inférande av ny bage: S8k billigaste flsdesskande vag i varje iteration

Berdkna ny reducerad kostnad, &; = ¢;j + y; — yj och kontrollera Pseudopolynomisk.
optimalitet.

Billigaste-maxflodesmetoden

Busacker-Gowens metod kan finna billigaste maxfléde om man inte slutar
forran flodet ar maximalt.
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Tillordningsproblemet Tillordningsproblemet: Lés LP-dualen
n n
Varje person i skall géra en uppgift och varje uppgift j ska goras en gang. min 2= z;z; CiiXij
. - - o - I=1J=
Variabeldefinition: xj; = 1 om person i gor uppgift ;. n
oo da .ZXU:l i=1,...n
min z= Z Z Cij Xij le
i:nljzl Zx,-jzl Jj=1...n
. _ . i=1
da ZX’J_l f=1,...n xj >0 for alla 7, j
j=1
n n
z:Xij:1 J=1...n LP-dual: maxv:Za;—l—Zﬂj da «j+ B < ¢ foralla (i,J).
i=1 i=1 j=1

xj >0 for alla 7, j
Komplementaritetsvillkor:  xji(a; + 8; — ¢;j) = 0 for alla (7, /).
Metod: Formulera och 16s LP-dualen. = . -
! ! Metod: Lds dualen: Oka o och 3, utan att dverskrida duala bivillkoren.
Forsok sedan finna en tilldten primallésning som uppfyller
komplementaritetsvillkoren. Andra o och 3 om det inte gar.
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Arbeta med dualvariabler och reducerade kostnader.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Los dualen.
Arbeta med reducerade kostnader:

Satt a; = 0 for alla i och 8; = 0 for alla j (vilket ger &; = cj).
o Oka enstaka «; och 3; s mycket som mdjligt (utan att &; blir

Duala bivillkoren (primal optimalitet): ¢; > 0 for alla (/, ) negativt).

@ Kan en etta placeras i varje rad och kolumn p& de tilldtna

Komplementaritetsvillkoren: &jix; = 0 for alla (7, /) positionerna? Om ja, stopp

Optimalitetsvillkor: ¢; > 0= x; =0, x; >0=2¢; =0 Om inte, andra dualvariablerna i par:

. . o Oka o och minska 3; s3 att inget ¢&; blir negativt.
Tillatna positioner: dar &; = 0. i Bj get Cjj g

o o _ Gor detta sa att nya tilldtna positioner, ¢; = 0, bildas,
Mal: Placera exakt en etta i varje rad och i varje kolumn p3 de tilldtna

o samtidigt som ¢&; > 0 for alla /, .
positionerna.

Upprepa tills tilldten 16sning f&s.
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Ungerska metoden for tillordningsproblemet Ungerska metoden for tillordningsproblemet

Matris av reducerade kostnader, C.

Stryk alla tilldtna positioner med minsta mdjliga antal streck. )
Y P e 0. Starta med de ursprungliga kostnaderna (o =0, 8 = 0).

Sats 1. Dra bort det minsta elementet i varje rad fran alla elementen i raden

Hogsta antalet ettor som kan placeras ut &r lika med minsta antalet streck (oka ).

som behdvs. 2. Dra bort minsta elementet i varje kolumn frén alla elementen i kolumnen
(6ka B).

Oka «; for ostrukna rader, och minska j3; for strukna kolumner. 3. Stryk alla nollor med minsta mdjliga antal streck.

. antalet streck ar lika med n, finn tilldten 16sning, och sluta.
Effekt: Ostrukna element minskas, Om an r rlikamed na, finh N 1osning, u

enkelt strukna element oférindrade 4. Dra bort minsta ostrukna element fran alla ostrukna element och addera

dubbelt strukna element &kas. till alla dubbelt strukna element. (Oka «; fér ostrukna rader, och minska 3;
for strukna kolumner.) G3 till 3.

¢;j minskas inte for nagon tilldten position.

Inget ¢;; blir negativt.

Minst en ny tilldten position bildas.
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Ungerska metoden: Exempel Ungerska metoden: Exempel

Cj = cj —aj— 010 0
. . 0010
Optimalldsning: x = 00 0 1
1 000

Person 1 gor uppgift 2, person 2 gor uppgift 3, person 3 gor uppgift 4,

person 4 gor uppgift 1.
Total kostnad: 17

N NN WIR

© ot
j o
+©
©
0

Dualldsning:
2—5—1 a = (3,6,2,5)
ﬂ - (07 17 _17 1)
B I -11

n n
Kolla garna starka dualsatsen: v = E ;i + E B;
i=1 j=1
Summan av dualvarialerna ska vara lika med totala kostnaden.

Till slut 8terstar bara en nolla.
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