Heltalsprogrammering

Man ska hyra in ett antal kranar for att lyfta saker under byggnationen av
det nya Studenthuset.

Det finns tva olika sorters kranar, med olika kapacitet och kostnad.
xj anger hur méanga kranar av sort j man hyr in.

Man vill maximera total lyftkapacitet under bivillkoret att kostnaden inte
overstiger den budgeterade.

max z= 10x3 + 15x
da 4xy + Txo < 22
x1, x> > 0, heltal

Ett linjart problem plus heltalskrav.

Vi kan |6sa LP-relaxationen med Simplexmetoden,

man far da kanske inte heltal.

Kaj Holmberg (LiU)
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Speciell anvandning av heltalsvariabler

Logiska beslut:
x; = 1 om vi véljer alternativ 1, xo = 1 om vi valjer alternativ 2.

Alternativ 1 kostar c7, alternativ 2 kostar ¢p.

Vi méste gora ett av dem.

min c1x1 + &xp d&d x1 +x2 = 1, x3 € {0,1}, xp € {0, 1} plus andra bivillkor.

Vi méste géra minst ett av dem: x; + xp > 1.

Vi far gora hogst ett av dem: x; + xo < 1.

17
Vi méaste gora 5 av 17 alternativ: ij =b.
j=1
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Heltalsprogrammering

n
max z = chxj-
Jj=1
n
dé dapg<b  i=1...,m
j=1
xi >0 Jj=1....n
x; heltal j=1,...,n
ofta xj < uj j=1,...,n

Oftast ¢, A, b heltal. Ibland u; = 1.

Obs: Tillatna mangden ej konvex.

Kaj Holmberg (LiU)
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Speciell anvandning av heltalsvariabler

Antingen-eller-villkor:

Ex: | ord: Antingen 2x; + 3xo < 5 eller 5x; + 2x> < 6.
Formulera som féljer (med M >> x)

2x; + 3x0 < 54+ M(1 — y1),

5x1 + 2x2 < 64+ M(1 — y»),

vi+y2=1,

1€ {07 1}' ¥2 € {07 1}

13
Utvidgning: minst 4 av 13 bivillkor skall gélla. Zyj =4,
j=1
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Antingen-eller-villkor: Exempel Speciell anvandning av heltalsvariabler

Antingen 2x; + 3xp < 5 eller 5x; + 2x, < 6.

M =5:

2x1+3x2 <54 5(1 — y1),

5x1 +2x2 < 6+ 5(1 — y»), Icke-konvexa tilldtna omraden, t ex villkorliga undre granser:
vi+y2=1y1€{0,1}, y» € {0,1}.

 ord: x =0 eller x > L.
Formulera som

Ly <x < My, ye{0,1}.
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Speciell anvandning av heltalsvariabler Speciell anvandning av heltalsvariabler

Fasta kostnader:
| ord: Kostnaden ar 0 om x = 0, men K + ¢cx om x > 0.

flx) /

K

¢ %
Oomx=20
K+ cxomx>0

Modellera som: f(x) = cx+ Ky dir x < My, y € {0,1}

Forutsdtter minimering.

| ord: Fast kostnad: f(x) = {
Ett icke-konvext omréde. (Unionen av tvd konvexa omréaden.)

yvi+ys=1y1 €{0,1},y0 € {0,1} ger x € X1 U Xz

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 7/ 47 Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 8 /47



Heltalsprogrammering: Speciella problem Overtickningsproblemet

Kappsicksproblemet: Vilka atgarder skall goras for att varje effekt skall erhallas?
. Indata: 2 — 1 om effekt i ges av &tgard j
. P 0 om inte
max z = chxj
=1 Atgard j kostar ¢j. Minimera totalkostnaden.
n
. . .. 1 om &tgard j utfors
da JZ; ajx; < b Variabeldefinition: x; = { 0 om inte
0<x;<u, heltal j=1,...,n n
= J min z = Z G X;
Ett bivillkor. (Ickenegativa koefficienter.) j=1
LP-relaxationen kan l6sas med en greedy-metod: da Z ajx;i>1 i=1,...,m
j=1
Sortera enligt max;(cj/aj). Fyll pa bast forst. x; € {0,1} j=1,...,n

(Harled med LP-dualitet.)

Uppdelningsproblemet (partioneringsproblemet): Likhet i bivillkoren.
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Lokaliseringsproblemet Lokaliseringsproblemet

Anlaggning i: Fast kostnad f;, kapacitet s;. m n m

Kund j: Efterfragan dj. min Z;Z;CUXU T Z; fiyi
I=1 Jj= 1=

Transportkostnad fran anlaggning i till kund j: ¢j; per enhet.

n
da xj < sy forallai (1)
Vilka anldggningar skall byggas? J; ! !

HL.1r.mycket ska varje anlaggning skicka till varje kund? inj . for alla j )
Minimera totala byggkostnader och transportkostnader. P
xj—siyi < 0 foralla i,j (3)
Variabeldefinition: xj > 0 forallai,j (4)
B 1 om anlaggning i byggs yi € {0,1} forallai (5)
i = { 0 om inte.

Behdvs bivillkor 37 (se lab 4)

xjj = antal enheter som skickas fran anlaggning i till kund j
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Natverksdesignproblemet Natverksdesignproblemet

oD Gt Y fivy

Noder: NV. Méjliga lankar: A. ke ( I,j)E.A (i) eA

Trafikbehov k: startnod o(k), slutnod d(k), behov r. da Z Z ij = b forallaic N keC (1)

Kostnad for lank (i, j): Fast kostnad: f;, rorlig kostnad: cf. JGieA JH(i)EA

Maxkapacitet for lank (i,)): uj. ng < uyy  feralla(ij)e A (2)

Uppfyll trafikbehoven till minsta kostnad. < x; < d,-fy;j foralla (i,j) e A,keC (3)

Variabeldefinition: xj > 0 foralla(ij)eAkeC (4)
yi € {0,1} foralla(i,j)e A (5)

x,.jf = flode fran o(k) till d(k) i lank (i),
Vi = { 1 om lank (/,j) anvdnds
i =

dar d,-j? = min(rk, u;) och
—rk om i = o(k)

0 om inte. h B _
b = r* om i = d(k)
0 annars.
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Heltalsprogrammering: Exempel Heltalsprogrammering: Exempel

max z= 30x3 +18x
da 81 +5x < 31 (A)

—a t2e < 6 (5) LP-relaxati 3.875, xo = 0 och 116.25

x1,% > 0 -relaxationen: x3 = 3. , X0 =0 och zip = .29.

x1, x> heltal Sats

LP-relaxationen ger en optimistisk uppskattning av z*.
For max-problem: z;p > z*.

Alltsd z* < 116.25

Alla koefficienter i malfunktionen ar heltal. Alla variabler skall vara heltal.
= z* heltal. Avrunda z; p nerét.

z* <116

LP-relaxationen: x; = 3.875, xo = 0 och z;p = 116.25.
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Heltalsprogrammering: Exempel Heltalsprogrammering: Exempel

LP-relaxationen: x; = 3.875, xo = 0 och z;p = 116.25. Férbattra grinserna:

Avrundning: x1 = 4, x = 0. Ej tillaten. Enkel lokal sékning: Andra en variabel i taget.

Avrundning till ndrmaste tilldtna punkt: x; = 3, x = 0. z = 90. Tillatet att oka x» till 1. = z = 108.

Sats Ingen enkel dndring ger forbattring: Lokalt optimum.

Varje tillaten I6sning ger en pessimistisk uppskattning av z*. Fér max-

108 < zF <116
problem: z < z*.

Optimum: x; = 2, xo = 3 och z* = 114.
190 < z* < 116 (Op )
Heltalsprogrammering: Vagval Heltalsprogrammering: Metodprinciper

Optimerande metod: Finner garanterat optimum (och bevisar det).

Fullstandig upprakning av alla mgjliga |6sningar: Nej!
Optimerande / heuristisk? _ ) _
Ofullstindig upprikning kan vara bra. Kan dock aldrig garantera

LP-baserad / kombinatorisk? polynomisk |9sningstid.

Tradsskning / plansnittning? Heuristik: Snabbare. Inga garantier. Bevisar e optimalitet.
Konstruktiva metoder.
Sékmetoder.

Lagrangerelaxation.
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Heltalsprogrammering: Metodprinciper

LP-baserad metod:
o L6s LP-relaxationen.
e Modifiera LP-problemet.

e Los om.

Kombinatorisk metod:

e Utga frén problemets kombinatoriska struktur. (0/1)

Kaj Holmberg (LiU)
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Heltalsprogrammering: LP-baserad tradsokning
Land-Doig-Dakins metod:
Relaxation: LP-relaxationen.

Forgrening: Skapa tva nya problem:
Ett dar x; < |X;] och ett dir x; > [X;| = | X;] + 1.

Kapa grenar som:
e Inte kan ge nagon tilldten [Gsning.
e Inte kan ge ndgon battre |6sning.

e Ger heltalslosning.
Varje ny forgrening innebar ytterligare begransningar. Optimistiska
uppskattningen z;p kan ej bli battre, nar vi gar djupare i tradet.

Varje tilldten 16sning ger en pessimistisk uppskattning, z, som galler i hela
tradet.

Kaj Holmberg (LiU)
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Heltalsprogrammering: Metodprinciper
Tradsokning:

e Relaxation.

e Forgrening: Dela upp problemet i flera (disjunkta) problem.
e Rekursivt.

e Kapa grenar.

e Avsoka hela tradet.

e Ovre och undre grinser (for z*).

e “Branch-and-bound”

Plansnittning:

e Ligg till bivillkor som skar bort LP-optimum, men inte ndgon tilldten
heltalslosning.

e Ett LP-problem.
e Okande storlek.

Kaj Holmberg (LiU)
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Heltalsprogrammering: Land-Doig-Dakins metod

Undersokning av LP-problem:
e Om tillaten |6sning saknas: Kapa grenen.
e Om z,p ar sdmre dn kind |6sning z: Kapa grenen.

e Om lGsningen 3r heltalig och z;p &r battre an kénd |6sning z: Spara
|6sningen. Kapa grenen.

e Om |6sningen inte ar heltalig och z;p ar battre an kiand I6sning z:
Forgrena.

Kaj Holmberg (LiU)
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Heltalsprogrammering: Land-Doig-Dakins metod Heltalsprogrammering: Land-Doig-Dakins metod

Algoritm (max):

. . ificera:
1. Om inget oavsokt problem aterstar: Stopp. Specificera
Annars valj ett oavsokt problem. e Forgreningsstrategi (vilken variabel forst).
2. Los LP-relaxationen (simplexmetoden). e Nodavsokningsstrategi (vilken nod/problem forst).
Om den saknar tilldten 16sning: Kapa grenen. G4 till 1.
Exempel:
3. Om z;p < z: Kapa grenen. G3 till 1. Djup-forst.

4. Om lasningen ar heltalig: Spara I6sningen och kapa grenen. G3 till 1. Forgrena over variabeln med stérst fraktionell del forst.
G3& ner i (>)-grenen forst.
5. Forgrena: Vilj en variabel, x;, som ] ar heltal, x;. Skapa tva nya

Forgrena Over variabeln med minst fraktionell del forst.
problem:

Ga& ner i (<)-grenen forst.

Ett dar x; < |X;] och ett dar x; > [x;] = %] + 1.
Ga till 1.
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Land-Doig-Dakins metod: Exempel Land-Doig-Dakins metod: Exempel
max z= 30x; + 18x; z=116
da 8x1 + bxp, < 31 (A)

—x1+ 2x0 < 6 (B) x,>=4
x1, x> > 0 heltal

LP-relaxationen PO: x; = 3.875, xo = 0 och z;,p = 116.25. z = 116.

Valfritt: Avrunda nerdt: x; = 3, xo = 0 och z = 90. z = 90.

Forgrena: Skapa P1: PO + (x1 < 3) och P2: PO + (x; > 4).

Los P1: x; =3, xo = 1.4 och z = 116. z = 116.

Forgrena: Skapa P3: P1 + (x» < 1) och P4: P1 + (x2 > 2).

Los P3: x; =3, xo = 1 och z = 108. Heltal. z = 108. Kapa.

Los P4: x; = 2.625, xo = 2 och z = 114.75. z = 114. 7=108

Forgrena: Skapa P5: P4 + (x1 < 2) och P6: P4 + (x; > 3). - X, >=3

Los P5: x; =2, xo = 3 och z = 114. Heltal. z = 114. Kapa.

P6 har z = 114. Kapa. (Saknar tillaten 18sning.)

Los P2: Saknar tilldten [6sning. Kapa. >~

z=114 Dalig
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Kranexemplet Kombinatoriskt baserad tradsokning

max z = 10x3 4+ 15x
da Ax1 + Txp < 22 Balas metod for 0/1-problem: (Constraint Programming)
x1,x > 0, heltal

Dividera malfunktionen med 5: maxz = 2x; + 3xo Undersok ett bivillkor i taget, cykliskt.

Lés LP-relaxationen: x; = 11/2 = 5.5, xp = 0, z = 11, vilket ger z = 11. Observation: Det som ar forbjudet i ett bivillkor ar inte tillatet.
Forgrena dver xi: P1 = PO+(x; < 5), P2 = PO+(x1 > 6). Ta bort férbjudna méjligheter (variabelvarden), genom att fixera variabler.
Pl: x; =5, xo =2/7, z =10 + 6/7, vilket ger z = 10. Ar x; = 1 omgjligt, s& giller x; = 0. Ar x; = 0 oméijligt, sa giller x; = 1.

Forgrena dver xa: P3 = P1+(x2 < 0), P4 = Pl+(x > 1).
P3: x; =5, xo =0, z = 10, tilldten 16sning, vilket ger z = 10.
P4: Kapa, ty z = z = 10.

Kapa grenar som inte kan ge ndgon tilldten I6sning.

Gor om malfunktionen till ett bivillkor:

. Krav ba |Gsning, o -problem: ¢"x > 1.
P2: Saknar tillsten I5sning. rav battre |6sning, for max-problem: ¢’ x > z +

Tridet avsdkt, optimum (fran P3): x; =5, xo = 0, z = 10. Forgrening: Skapa tvd problem: Ett med x; = 0 och ett med x; = 1.

| ord: Hyr in 5 kranar av sort 1.
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Kombinatoriskt baserad tradsokning: Bivillkorsfixering Bivillkorsfixering: Exempel
3x1 +4xo + 8x3 — bxy < 10 (1)
5x1 +6x0 +5x3+10x, < 14 (2)
Undersékning av delproblem (bivillkor): Ox; —4xo —3x3 +3x4 < -2 (3)
e Om tilldten 18sning saknas: Kapa grenen. Inga fixeringar. Forgrena dver x;. P1: x; = 1:
e Om tillaten I6sning saknas da x; = 1: Fixera x; till 0. (1): 3+4x2 +8x3 — bxg < 10: 4xp + 8x3 — 5x4 < 7. Ger inget.

(2): 54 6x2 + 5x3 + 10x4 < 14: 6xp + 5x3 + 10x4 < 9. Fixera x4 = 0.
(3): 2 —4x; —3x3 < —2: —4xp — 3x3 < —4. Fixera xp = 1.
e Om inget av ovanstdende for n&got bivillkor: Férgrena. (1): 3+ 4 + 8x3 < 10: 8x3 < 3. Fixera x3 = 0.

e Om tilldten I6sning saknas d& x; = 0: Fixera x; till 1.

Allt fixerat. Kolla alla bivillkor en géng till.
(2): 5+6 < 14: OK.
Constraint Programming: Samma princip, krangligare bivillkor. (3):2—-4< -2: 0K
(Bivillkor = subrutin.) (1): 344 < 10: OK.
Tillaten 16sning funnen: x; =1, xo =1, x3 =0, x4 = 0.

Fixering av variabel innebar att vi slipper en av tva grenar.

(Nu har vi grenen med x; = 0 kvar.)
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Bivillkorsfixering: Exempel

N

-
-‘l
(5]
W

Q| = |CO W

w
N
w
(2]

=

QO N|—=+]|w
=]
(4

Fler an man skulle tro anvander bivillkorsfixering...
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Bivillkorsfixering: Exempel: Sudoku

Givna siffror:
Om xjjrir = 1 sa fixeras alla andra variabler i samma bivillkor till noll.

Ingen mer siffra k" i rad /'
Ingen mer siffra k” i kolumn j'.
Ingen annan siffra i position (', j').

Ingen mer siffra k’ i mindre kvadrat (p, q).

Nar siffra k bara har en mgjlighet kvar i en rad/kolumn/mindre kvadrat:
L&s den och fixera pa ovanst3ende sitt.

Na&r position (i,/) bara har en mgjlighet kvar:
L&s den och fixera p& ovanstdende satt.

For latt sudoku ger detta alltid en unik |6sning.

Metod: Lat Xj; vara alla siffror som kan placeras i position (i, ). Forst
Xij =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Ta sedan bort de som inte kan vara dar.

Kaj Holmberg (LiU)
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Bivillkorsfixering: Exempel: Sudoku
Variabeldefinition: xjx = 1 om siffran k ska sta i position (i, j).

Bivillkor:
Zx,-jk =1 forallai, k (siffra k en gdngirad i)
J

Zx,-jk =1 forallaj, k (siffra k en géng i kolumn )
injk =1 forallai,j (ensiffrai position (i,j))

k
Z Z xjk =1 forp=1,...,3,¢g=1,...,3 alla k
3p—2<i<3p,3q—2<j<3q
(siffra k en géng i mindre kvadrat (p, q))

xjjk € {0,1} for alla i, j, k.

Xijk e )_(Uk 'FOF vissa givna i7j7 k

Ingen malfunktion.

Kaj Holmberg (LiU)
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Bivillkorsfixering: Utvidgade tester for speciella strukturer
Utvidgade tester for Sudoku:

Tvé siffror ska vara i tvd positioner, men vi vet inte vilken.
T.ex. x111 + x132 = 2 (siffra 1 och 2 ska vara i pos (1,1) och (1,3)).

Eliminera siffra 1 och 2 frn alla andra positioner i rad 1, och lilla kvadrat
(1,1), samt eliminera alla andra siffror fran pos (1,1) och (1,3).

Bygger pa strukturen hos problemet.

Overtickningsproblemet: min ¢’ x d& Ax > 1, x binir. Reduktionstester:
e En rad endast nollor: Ingen tilldten I3sning.
e Kolumn j endast nollor: Satt x; = 0 och stryk kolumn ;.

e Rad i endast en etta, i kolumn j: Satt x; = 1, stryk kolumn j. Stryk alla
rader med ettor i kolumn j.

e Rad i dominerar rad k (dvs. a; > ay; for alla j): Stryk rad /.

e Kolumn j dominerar kolumn k (dvs. aj; > aj, for alla i och ¢; < ¢,): Satt
xx = 0 och stryk kolumn k.
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Kombinatoriskt baserad tradsokning for TSP

Relaxation 1:
Billigaste uppspannande 1-trad.

Motsvarar relaxation av valensvillkoren for alla noder utom en, samt av
vissa subtursférbjudande villkor.

Ger en cykel genom nod 1 som kan vara for liten. Nod 1 far ratt valens, alla
andra noder kan f3 fel.

Finn billigaste uppspannande trad for noderna 2 - n. Addera de tva
billigaste bagarna till nod 1.
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TAOP86/TAOP33 Optimering

Kombinatoriskt baserad tradsokning for TSP
Forgrening 1:
Syftar till att ge alla noder ratt valens.

Forbjud en av de bdgar som gér in till en nod med for hog valens.

Forgrening: For varje bage som ansluter till noden: Skapa ett problem dar
bagen ar forbjuden (x; = 0).

Minst en av grenarna maste inneh&lla optimum.
For att f3 optimum i exakt en, tvinga med tidigare forbjudna bagar.

Valensen skall vara 2, vilket ger féljande tre mojligheter.

Gren 1: Forbjud forsta bagen.
Gren 2: Forbjud andra bagen och tvinga med forsta bagen.

Gren 3: Tvinga med forsta och andra b&garna samt forbjud alla andra b&gar
till noden.

(Fungerar ej med tillordningsrelaxationen.)

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering
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Kombinatoriskt baserad tradsokning for TSP

Relaxation 2:
Tillordningsproblemet.
Motsvarar relaxation av subtursférbjudande/sammanhangande villkoren.

Alla noder fér ratt valens. Losningen ej sikert sammanhingande/kan
innehélla mindre cykler.

Los med ungerska algoritmen.
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Kombinatoriskt baserad tradsokning for TSP

Forgrening 2:
Syftar till att forbjuda fér smé cykler.
Forbjud en bage i cykeln.

Forgrening: For varje bage i cykeln: Skapa ett problem dar bagen ar
forbjuden (x; = 0).

Gren 1: Forbjud forsta bagen.

Gren 2: Forbjud andra bagen och tvinga med forsta bagen.

Gren 3: Foérbjud tredje bdgen och tvinga med férsta och andra bagarna.
Gren 4: ...

Manga grenar.
(Kan ej anvandas for TSPr.)
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Kombinatoriskt baserad tradsokning for TSP Kombinatoriskt baserad tradsokning for TSP: Exempel
Forgrening 3: B
Syftar till att gora [6sningen sammanhangande.
Tvinga med en b&ge mellan separata delar.

Forgrening: For varje bage i snittet mellan tva separata delar: Skapa ett
problem dar bagen ar med (x; = 1).

Minst en av dessa grenar maste innehélla optimum.
For att fa optimum i exakt en, forbjud tidigare medtvingade bagar.

Gren 1: Tvinga med forsta bagen.

Gren 2: Tvinga med andra b3gen och forbjud férsta bégen.
Gren 3: Tvinga med tredje bagen och forbjud férsta och andra bagarna.

Gren 4: ...
1-trad, kostnad: 108.

(Fungerar ej med 1-tridsrelaxationen.)
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Plansnittning Plansnittning
Overgang fran icke-konvext problem till konvext: Skapa konvexa holjet. Algoritm:

1. Los LP-relaxationen.
2. Om lésningen ar heltal: Stopp. Optimum.

3. Konstruera ett linjart bivillkor som skar bort LP-optimum, men inga
tillatna heltalspunkter. G3 till 1.

Hur konstruera bivillkor? Helst fasetter.
e Gomorys metod (simplextabla).

e Problemspecifikt:

Kappsacksproblem: Minimala évertiackningar.
TSP: (forskning)
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Gomorysnitt

Plocka en rad ur optimala simplextablén: Z ajjxj = b;
J

Avrunda alla koefficienter i vansterledet nerat.

Vansterledet blir mindre och heltal.

Avrunda hogerledet nerat.
Resulterande bivillkor, Gomorysnitt: ZLaUJXJ < |bi]
J

Exempel: 0.3x; +4.5x, — 3.2x3 + x4 = 6.7
Gomorysnitt: 4xy —4x3 + x4 < 6
Baslosning: x;1 =0, xo =0, x3 = 0,x4 = 6.7. Den |6sningen skars bort.
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Heltalsprogrammering

Kombinerade metoder: Tradsdkning + plansnittning + férbehandling.
For att |6sa riktigt stora problem, m&ste man utnyttja flera verktyg.

Forbehandling: Forsok reducera problemstorleken eller omformulera
problemet p& ett battre satt.

Avlagsna redundanta bivillkor: Jamfor majliga varden pa vansterledet med
hogerledet. (Mindre LP.)

Fixera variabler: Balas metod, constraint programming. (Mindre LP, mindre
trad.)

Modifiera koefficienter: Minska dvre granser, anpassa bivillkorskoefficienter.
(Mindre trad.)

Addera logiska bivillkor: T ex minimala &vertdckningar. (Mindre trad.)
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Minimala overtackningar

Minsta mangden som &r for stor.
Bivillkor: Zajxj- < b, xj € {0,1} for alla ;.

J
En dvertickning, S, ar for stor, Z aj > b.
JES
Giltigt bivillkor: ZXJ < |S] — 1. (Allai S far inte plats.)

JE€S
Valj helst den minsta mangd som inte f&r plats.
Exempel: 7x; + 5xp + 6x3 + 3x4 < 12.
Minimala Overtackningar:

7x1+5xp + 6x3 +3x4 < 12, {1,3}:= x3 + x3 < L.
7x1+5x2 + 6x3 +3x4 <12, {2,3,4}:= xo + x3 + xa < 2.
7x1+5x0 +6x3 +3x4 <12, {1,2,4}:= x1 + x0 + xq < 2.
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