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Komplexitet
Teoretisk bas for frégorna:
e Ar en viss metod bra eller dalig?

o Ar ett visst problem litt eller svart?
Teori och praktik inte alltid dverens, men i stort sett. ..

Algoritmkomplexitet:
Hur m&nga operationer kravs, som funktion av indatas storlek, i varsta fall?

(Problemstorlek — oo, alla mgjliga koefficienter.)

Definition
En polynomisk algoritm har polynomisk tidkomplexitet som funktion av
indatastorleken. (Bra, dvs. snabb)

En exponentiell algoritm har exponentiell tidkomplexitet som funktion av
indatastorleken. (Dalig, dvs. 1angsam)

En pseudopolynomisk algoritm har polynomisk tidkomplexitet som
funktion av indatastorleken och en (storsta) konstant i indata.

y.
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Problemkomplexitet

Vilken tidskomplexitet har den basta kinda metoden for problemet?

Optimeringsversionen: Finn optimala (till&tna) l&sningen.
Evalueringsversionen: Finn kostnaden for den optimala I6sningen.
Vittnesversionen: Finn en tilldten |8sning som har ¢7x < L.

lgenkanningversionen: Finns det en tilldten |8sning som har ¢”x < L?
(Svar: Ja eller nej.)
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Algoritmkomplexitet

Exempel 1: Dijkstras metod i en graf med n noder:

Varje nod mirks permanent en gang, alltsd behévs n permanenta
markningar.

For varje permanent markning, behdver man |6pa igenom alla n noderna
(2 ganger).

Komplexiteten blir O(n?), och algoritmen &r polynomisk.

Exempel 2: Genoml6pa alla hérn i en hyperkub i n dimensioner:
O(2"). Exponentiell algoritm.

Exempel 3: Edmonds-Karps metod for maxflédesproblemet:

| varje iteration: Dijkstras metod: O(n?).

Hur manga iterationer?

Minst en enhet till i varje iteration. Alltsd hogst f* iterationer.

Uppskattning av f*: f = Z ujj. Komplexitet: O(fn?).
(ij)eB

Pseudopolynomisk metod.
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Problemkomplexitet

Sats

Om igenkdnningsversionen inte dr polynomiskt Idsbar, s ar inte vittnes-,
evaluerings- eller optimeringsversionen det.

Sats

Om igenkanningsversionen ar polynomiskt |6sbar, s& ar dven vittnesversionen
det.

Sats

v

Om igenkinningsversionen ar polynomiskt I6sbar, och 0 < ¢Tx* < 2P("),
dar p(n) ar ett polynom, s§ &r dven evaluerings- och optimeringsversionen
polynomiskt lésbara.

(Anvind intervallhalvering pa L = ¢ x*.)

Fokusera p& igenkanningsversionen.
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Komplexitet: P och NP

Definition
P &r den klass av igenkdnningsproblem som kan I6sas (besvaras) av en
polynomisk algoritm.

Definition
NP &r den klass av igenkdnningproblem dar ett ja-svar kan bekréftas pé
polynomisk tid.

Om svaret till igenkdnningsproblemet ar ja, s méste det finnas en |3sning,
som kan kontrolleras pa polynomisk tid.

Exempel p& problem i NP:

e Finns en handelsresandetur (Hamiltoncykel) med kostnaden mindre eller
lika med L?

e Finns en delmdngd S av {1,2,..., n} sidan att Zaj = b?
=
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Komplexitet: Polynomiska relationer

Polynomisk reduktion frén A till B: Lés problem A genom att anropa en
subrutin, som |3ser B, ett polynomiskt antal g&nger.

Sats

Om det finns en polynomisk algoritm fér B, och A kan reduceras polynomiskt
till B, s& finns det en polynomisk algoritm for A.

Polynomisk transformation fran A till B: Konstruera ett exempel av B ur
ett exempel av A pé polynomisk tid, s& att exemplet av B ger ja-svar om
och endast om exemplet av A ger ja-svar.

Definition
Ett igenkdnningsproblem A € NP &r NP-fullstandigt om alla andra
problem i NP har en polynomisk transformation till A.

Kaj Holmberg (LiU)

TAOP86/TAOP33 Optimering

31 augusti 2020 7/ 46

Komplexitet: P och NP

Sats
P C NP. J
Ar P = NP? Njae.

Manga har forsokt bevisa det, men ingen har lyckats.

Bl.a. V. F. Romanov, som ger en polynomisk algoritm for
3-SAT-problemet, vilket skulle betyda att P = NP.

Artikeln inneh&ller dock flera oklarheter.
Ett bevis for att P # NP vore mindre 6verraskande, eftersom alla tror det.

Vinay Deolalikar sager sig, i augusti 2010, ha bevisat detta.
Man har dock hittat ndgra mojligtvis fatala fel i artikeln.
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Komplexitet: NP-fullstindighet

For att bevisa att ett problem, A, ar NP-fullstindigt:
1. Visa att problemet A tillhor NP.

2. Visa att alla andra problem i NP kan transformeras polynomiskt till A.

(Men hur gér man det?)

2: Visa att ett NP-fullstandigt problem kan transformeras polynomiskt till
A.

Obs: Om man skulle hitta en polynomisk algoritm for ett enda
NP-fullstandigt problem, s& har man bevisat att P = NP.

Slutsats

Det finns ingen polynomisk algoritm for ndgot NP-fullstandigt problem (om
inte P = NP).
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Komplexitet: NP-svart Komplexitet

Definition

Ett problem A kallas NP-svéart, om n&got NP-fullstindigt problem kan NP-svara
transformeras polynomiskt till A, men vi ej kan visa att A € NP.

NP-svar minst lika svar som NP-fullstandig. NP

Om 0 < c"x* < 2°(" jnte giller, kan man ej visa att optimeringsversionen
tillhér NP.

Ofta: Igenkdnningsversionen NP-fullstandig, optimeringsversionen NP-svér.

NP—fullstandiga

Slutsats

NG N N
N AN A

Det finns ingen polynomisk algoritm for ndgot NP-svart problem (om inte
P = NP).
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Vilka problem ar NP-fullstandiga/NP-svéra? Flera NP-fullstandiga/NP-svara problem

Satisfieringsproblemet: (SAT) Finns en tilldelning av vérden till n logiska

e Existerar en (o)riktad Hamiltonvig/cykel?
variabler, s3 att en boolsk formel med m satser blir sann?

Bevisat NP-fullstindigt av Cook 1971. e Handelsresandeproblemet (olika varianter).
Bindra heltalsproblemet: (BHP) Finns en binar n-vektor, x, som uppfyller e Kappsicksproblemet.
Ax > b?

e Steinertradsproblemet.
SAT kan transformeras polynomiskt till BHP.

e Minkostnadsflddesproblemet med olika varusorter.
Allmanna heltalsproblemet: (HP) Finns en ickenegativ, heltalig n-vektor,

x, som uppfyller Ax > b, x < u? e Valensbegrinsade billigaste uppspannande trad-problem (VMST): Finns
- - . . T I . .
Transformation fran BHP: Ersatt heltalsvariabler med bindra, x; = E 2'yi. (:(e;: ett uppspannande trad med ¢ x < L dar ingen nod har valens stdrre an
I_ .
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Flera NP-fullstindiga/NP-svara problem

e Finns en oberoende nodmangd med minst K noder?
e Finns en noddvertickning med hogst K noder?

e Kan noderna fargas med hogst K olika farger, s& att inga tvd narliggande
noder har samma farg?

e Finns det ett snitt med minst kapacitet K i ett natverk med kapaciteter?
e Innehéller en graf en “klick” (fullstandig subgraf) med minst K noder?

e Billigaste-enkla-vagproblemet: Finns en enkel vag frén start- till slutnod
med ¢Tx < L?

e ...samt ca 3000 till.
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Heuristiker

Modifieringar av tradsdkningsmetoder:
e Kapa grenar da (z —z)/z < e.
e Kapa grenardd z — z < e.

e Avbryt d3 den forsta tilldtna |3sningen erhalls.

Men metoden fortfarande exponentiell.

Kappsacksproblemet kan |6sas med DynP i pseudopolynomisk tid. Definiera
ett tillstdnd for varje varde av b.

Snabba upp genom trunkering av koefficienter. Definiera ett tillstand for
vart tionde varde av b.
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Heuristiker

“Smarta” metoder som ger “skapliga” |6sningar.

Ger ej garanterat optimum.

Men kan gora det om man har tur. (Fast det vet man inte.)
Snabbare dn optimerande metoder.

Enda mojligheten for riktigt stora svéra problem.

Ofta: NP-svart problem, polynomisk heuristik.
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Heuristiker: Giriga metoder

Giriga metoder dr snabba, men Iser bara vissa enkla problem (matroider)
optimalt.

(Kruskal 16ser MST.)
De kan dock anviandas som heuristik fér manga problem.

Kappsacksproblemet:
Sortera kvoterna ¢;/a;. Fyll pad med basta forst.

Loser LP-relaxationen exakt.

Samma metod p3 heltalsproblemet (dvs avrunda nerét), kan ge upp till
100% relativt fel.
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Heuristiker Heuristiker for handelsresandeproblemet

Narmaste granne-algoritmen:

Partiell handelsresandetur, utoka med en nod i taget.

maxz =3x1 +4x +5x3 di 2q+30+43<6, x €101} forallaj Ligg till ndrmaste grannen till sista noden i turen.

Kvoter: x1 : 3/2, xo : 4/3, x3: 5/4

ger lésningen x; =1, x0o =1, x3 =0, och z = 7.

Optimum: x; =1, x =0, x3 =1, z =8.

maxz = 3x; +100x; d& 2x; +99x, < 100, x; € {0,1} for alla j

Kvoter: x; : 3/2, xo : 100/99 ger ldsningen x; =1, xo = 0 och z = 3.

Optimum: x; =0, x» = 1, z = 100.

Kan fallera helt for icke fullstindig graf.
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Heuristiker for handelsresandeproblemet Heuristiker for handelsresandeproblemet

Narmaste sammanslagnings-algoritmen:

Flera partiella turer som successivt sl&s samman.

. - ) . : : Insdttnings-algoritmer
Sl ihop de turer som ligger ndrmast varandra: min(__ min _ ¢;), N . _
Kkl NieTejeT (en tur som utdkas med en nod i taget):

och vilj bdgar att ta bort s§ att kostnaden for nya turen blir minimal. i . ) )
e Narmaste additions-algoritmen, O(n<).

\Q (Lagg till en viss ny nod intill en given nod i turen.)

e Nirmaste insittnings-algoritmen, O(n?).
(Lagg till en viss ny nod p& basta stélle i turen.)

e Billigaste additions-algoritmen, O(n?log,(n)).
(Lagg till den nya nod som ger lagsta kostnad.)

zy < 2z*.
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Specialutvecklade (ad hoc) algoritmer Tradalgoritmen for handelsresandeproblemet

Utnyttja problemets struktur.
Tradalgoritmen for handelsresandeproblemet ATSP:

1. Finn billigaste uppspannande trad.

2. Konstruera en graf med parallella bdgar genom att dubblera varje bage i
tradet.

3. Finn en Eulercykel.

4. Transformera Eulercykeln till en Hamiltoncykel (genom att ta genvégar
vid aterbesok).

Komplexitet: O(n?) (Prim, steg 1).

Malfunktionsvardet: zys1 < z*, ze = 2zpmsT, ZH < ZE = zy < 2z*.

Samre for TSP utan A.
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Heuristiker for handelsresandeproblemet Heuristiker for handelsresandeproblemet

Christofides algoritm: Addera bara bagar till noder med udda valens.

1. Finn billigaste uppspannande trad T.

2. Finn alla noder som har udda valens i T och finn den billigaste perfekta
matchningen M i den fullstindiga grafen med dessa noder.

3. Finn en Eulercykel i T+ M och den handelsresandetur den innehéller.

Steg 2: Matchningsproblem, O(n*).

zy < 3/2z* for ATSP.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 23 / 46 Kaj Holmberg (LiU) TAOP86/TAOP33 Optimering 31 augusti 2020 24 / 46




Heuristiker for Steinertradsproblemet
1. Finn billigaste uppspannande trad.

2. Ta bort alla noder i ¢ N’ (dvs. som inte maste besdkas) som har valens
ett (samt anslutande bage).

3. For varje nod i € N’ som har valens tv4, kontrollera om det ar billigare
att anvanda direktbdgen istallet for att besdka nod i.
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Heuristiker for hinkpackningsproblemet
Forsta plats (“First fit"): Placera nasta objekt i den hink langst till vanster
dar den far plats.

Sista plats (“Last fit"): Placera ndsta objekt i den hink langst till hoger dar
den far plats.

Nasta plats (“Next fit"): Placera n3sta objekt i hinken langst till hoger
(dven om en ny kravs).

Basta plats (“Best fit") Placera nésta objekt i den fullaste hink dar den far
plats.

Virsta plats (‘Worst fit") Placera nasta objekt i den tommaste anvandna
hinken.

Nast varsta plats (‘Almost worst fit") Placera n3sta objekt i den nist
tommaste hinken.

Forbattring: Sortera forst objekten, sd att de tyngsta kommer forst.

Forsta/basta plats: zy < 17/10 z* + 2.
Sorterad forsta/basta plats: zy < 11/9 z* + 4.
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Heuristiker for Steinertradsproblemet
1. Kalla en nod i N for S.

2. Finn den nod i N\ S som ligger ndrmast S.

3. Lagg till den funna billigaste vagen till 16sningen, samt de noder som
ingdr i vagen till S, och upprepa detta tills alla noder i N” &r med i
|6sningen.
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Heuristiker for hinkpackningsproblemet

Forsta plats

2 0 1 2
9
A C E| |F
5 3 4 3 5 3
1 2 3 4

Undre grans. [2] = 4. Optimum.
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Heuristiker for maxsnittsproblemet Heuristiker for andra grafproblem

Maxsnittsproblemet: Finn ett snitt genom en oriktad graf s3 att antalet Ofta ganska sjilvklara:
bdgar som passerar snittet & maximalt. Ta noderna/b3garna i nummerordning. Bygg upp l8sningen girigt.

1. Starta med valfritt snitt.

2. Flytta 6ver en nod till andra sidan snittet om detta férbattrar 16sningen
(dvs. okar antalet bagar Gver snittet).

@ Maximal oberoende nodmiangd: Ta med nasta nod om det gér. Mark
anslutande noder (fér ej tas med).

3. Upprepa tills ingen flyttning av en enstaka nod ger ndgon forbattring. ° N(_)flfargn_l.ng med min antal farger: Férga ndsta nod med l3gsta

mojliga farg.

z¥ < 2zpy. e Bagfargning med min antal firger: Farga nista bage med lagsta
mojliga farg.

@ Minimal noddvertdckning: Ta med noden med maximal valens. Ta bort
alla anslutande bagar.

@ Minimal nododvertackning: Finn maximal matchning, ta med alla
andnoder till bdgarna i matchningen.

@ Minimal b&gdvertiackning: Finn maximal matchning, fyll p& med bagar
till omatchade noder.
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Heuristik for maximal oberoende nodmangd Heuristik for minimal nodfargning
Ta med ndsta nod om det g&r. Mark anslutande noder (fér ej tas med). Farga ndsta nod med lagsta majliga farg.
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Heuristik for minimal bagfargning Heuristik for minimal noddvertackning

Farga nasta bage med lagsta mojliga farg. Ta med noden med maximal valens. Ta bort alla anslutande bagar.
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Lokalsckning Lokalsckning

Hoppa frén en punkt till en battre granne. Upprepa.

Definiera omgivning N (narliggande punkter, grannar), mha avstdndsmatt
samt avstandsgrans.

Varianter for bivillkor:

e Endast tilldtna punkter.

Exempel: R ] o o )
e Euklidiskt nirmaste punkterna. e Aven otilldtna punkter. Lagg till straffunktion till malfunktionen.
e Utbyte av element, t ex bagar, noder. Klattringsstrategier:

e Byte av 0 mot 1 och wv. e Finn bista punkten i hela omgivningen.

Genomsdk omgivningen efter en battre punkt. e Finn bista punkten i delmingd av omgivningen.

0. Finn startpunkt x(k) € X. Sitt k = 0. o Finn forsta battre punkten.

1. Genomsok N(x(K) efter en punkt X med f(X) < f(x(K).
2. Om ingen finns: Stopp, x(K) 3r lokalt optimum.
3. Annars satt x(kt1) = . Sitt k = k + 1 och g3 till 1.

e Finn forsta battre punkten i delmangd av omgivningen.
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Lokalsokning

Omgivning for handelsresandeproblemet:
2-byte: Ta bort tvd bagar och satt dit tva nya.
3-byte: Ta bort tre bagar och satt dit tre nya.

Def: Lokalt optimum map viss omgivning. (T ex 2-bytes-optimum.)
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Utvidgningar av lokalsckning

“Forstor - reparera” (LNS, Large Neighborhood Search):

Forstor en |6sning genom att ta bort en viss del av den, och reparera den
genom att sitta dit andra delar.

Ta bort delar slumpmassigt, och reparera med en girig heuristik.

Girig slumpmadssig adaptiv sékning (GRASP, Greedy Randomized
Adaptive Search Procedure):

Giriga slumpmadssiga lésningar forbattras med lokalsdkning.

Losningar som ar bra placeras i en kortare lista, ur vilken punkter
slumpmassigt valjs.
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Utvidgningar av lokalsckning

Itererad lokals6kning: Gor ménga sokningar med olika startpunkter.
Hur vélja startpunkter? Gammalt: Slumpmassigt.

Nyare: Baserat p3 tidigare optimum. Forsok f& annat opt.

Variabel omgivning (Variable Neighborhood Search, VNS):
Byt omgivning d& och da.
Ett lokalt optimum i en omgivning ar kanske inte ett lokalt optimum i en

annan omgivning, men ett globalt optimum &r lokalt optimum i alla
omgivningar.

Stora omgivningar (Very Large Scale Neighborhood Search, VLSN):

Eftersom vi byter omgivning, kan man anvinda stdrre omgivningar.
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Tabusokning

Utvidgning av lokalsékning.
For att ej fastna i lokalt optimum: Till&t temporar forsamring.

Forbjud forflyttningar till nyss besokt grannar. Spara tidigare forflyttningar
(besdkta punkter) i en tabulista, av viss langd (ko).

1. Vilj startpunkt, x(9) € X. Sitt k = 0. Bérja med en tom tabulista.
2. Vilj en sokmangd A(x(9)) € N(x(k)) av punkter som ej ar tabu.

3. Finn nista punkt, x(kt1) mha  min  f(x).
x€A(x(K)

4. Uppdatera tabulistan: Tillfor x(X). Om listan &r full, ta bort 3ldsta
punkten.

5. Stoppa om k > K. Annars sitt k = k + 1 och g3 till 2.
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Simulerad kylning
(Harma fysikaliskt férlopp: Langsam kylning av metall.)

Acceptera forsimring med viss sannolikhet, e 2/7T dar T &r
“temperaturen” som |&ngsamt minskas.

1. Vilj en startpunkt, x(0) ¢ X. Sitt k = 0.
Vilj en starttemperatur, T, och en kylfaktor, r : 0 < r < 1.

2.5att [ =0.
3. Vilj en slumpmissig granne, X € N(x(¥)).
4. Berikna andringen A = f(X) — f(x(¥).
5.0m A < 0 (battre), sitt x(k*1) = . Ga till 5.
6. Om A > 0 (samre), sitt x(k*1) = x med sannolikheten e=2/T .
7.Satt /=141 0m /<L, gatill 3.
8. Reducera temperaturen: Satt T = rT.
9. Stoppa om systemet ar “fruset”. Annars satt k = k+ 1, / =0, gé till 2.
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Genetiska algoritmer
(Harma biologiskt forlopp: Evolution av en population.)

En population av I8sningar uppdateras genom vissa operationer, s att bra
|6sningar har storre chans att overleva. Nya punkter bildas genom
“crossover” (kombination av tva “fordldrar’ ger tvd “barn”), samt genom
“immigration”/“mutation” (helt nya inférs). De basta (“eliten”) fran forra
populationen sparas.

Féljande steg genomgas:
Evaluering: Berdkning av kvaliteten av varje individ (mé&lfunktionsvarde).

Foraldraval: Vissa par av I6sningar (foréldrar) viljes, baseras pa deras
kvalitet.

Crossover: Varje foraldrapar kombineras till en eller tvd nya |6sningar

(barn).

Mutation: Nagra av barnen foérdndras slumpmissigt.

Populationsurval: Val av en ny population (baserat pa kvalitet) genom att

vissa barn ersatter lika ménga av den gamla populationen.
TAOP86/TAOP33 Optimering
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Myroptimering

Myror vandrar omkring slumpmassigt, tills de hittar mat.
Nar de &tervander till myrstacken, lamnar de ett doftsp&r pd marken.

N&r andra myror stoter p& detta doftspér, fljer de sparet (for att oka
sannolikheten att finna mat).

Fler och fler myror foljer sparet och doftspéret blir starkare, s& lange det
finns mat dar.

Nar det inte langre finns mat dar, kommer doftspéret att forsvinna.

Framgangsrika vagar kommer att anvindas mer och mer, medan andra
vagar blir mer oanvanda.

Ant Colony Optimization: Gor s§ for att hitta optimala vagar i stora
natverk.
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Partikelsvarmoptimering

Particle Swarm Optimization, PSO:

En “svarm” av I6sningar (“partiklar”) uppdateras med enkla matematiska
formler baserade p& position och hastighet.

Jamfor med fagelsvarmar som ror sig i skyn, som antas ha ndgon sorts
“svarmintelligens” som leder dem ratt.

Rorelserna baseras p3 en partikels basta position men ocksd p3 hela
svarmens basta position.

N&r nya basta positioner uppnas, pdverkas svarmens rorelser.

Metoden prestanda beror p& en balans mellan “exploration” och
“exploitation”, dvs. mellan att leta i nya omr&den och att intensifiera
sokningen i ett lovande omréde.
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Sokmetod for ickedifferentierbar funktion
Nelder-Meads metod

© Starta med n+ 1 (linjart oberoende) punkter (en simplex).

@ Finn den samsta punkten, X.

© Finn mittpunkten av de n basta, x.

Q Beridkna riktningen: Ax = x — X.

© Ersatt den sdmsta punkten med x = x + Ax. (Vippa simplexen.)
O Gatill 2.

Extrafinesser (dndra form pa simplexen):

@ Om nya x ar battre an basta, g& dubbelt s& langt, x = x 4+ 2Ax.
@ Om nya x ar inte battre dn nast sdmsta, g& halften s langt,

x = x4+ 0.5Ax.
@ Om nya x ar inte battre an sdmsta, gd halften s& l&ngt bakat,
x =Xx — 0.5Ax.

@ Om inget ger en battre punkt, flytta alla punkter ndrmare den basta.
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Relaxationsmetoder

Relaxera bivillkor, ger lattare problem.
Forsok aterskapa relaxerade bivillkor m.h.a. linjara straffkostnader

och heuristiker. (Teori: Lagrangedualitet.)
Exempel: Lagrangeheuristik for TSP:

Relaxation: 1-trdd (relaxerat nodvalens < 2).

Nodstraff: Addera 0 till kostnaden for alla b&dgar som ansluter till en nod
med for hog valens.

Forsok f& en tillaten 16sning genom att flytta bagar fran noder med for hog
valens till noder med fér 1ag.

Forsok fixera variabler m.h.a. dvre och undre granser.
Anvind ndrmaste granne, tvé-byte eller annan heuristik d& och da.

Starta girna heuristiken med delar av subproblemldsningen.
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