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Svar och kortfattade losningar

(Dessa losningar kan anvdndas for att kontrollera huruvida man har rdtt svar.
De dr dock inte sdikert tillrackligt detaljerade for att ge full podng pa tentan.)

Uppgift 1
la: Ja, grafisk 16sning ger optimum i skarningen mellan de tva bivillkoren.

1b: Starta med slackvariablerna, x4 och x5, i basen. I den forsta iterationen blir
21 inkommande, och x4 utgadende. I andra iterationen blir xo inkommande och x3
utgaende. Dérefter fas optimum. Den optimala l6sningen ar 1 = 1,22 = 4 med
z =11.

1c: Skuggpriser (dual optimallsning) &r y; = 1 och y = 1 (kan ldsas ur optimaltablan
i 1b). Bada villkoren ger samma fortjanst. (Annars hade vi tagit den som har storst

skuggpris.)

1d: Andring av ¢ med 0 ger reducerade kostnader ¢3 = —1 — 26 och ¢4 = —1 + 4.
Baslosningen &r optimal om ¢ < 0, vilket ar uppfyllt om —0.5 < § < 1 (dvs. om
1.5 < ¢ < 3).

For att fa xo ut ur optimalbasen krévs (givetvis) att co minskar. I optimaltablan ser
man att zg blir utgaende om § < —0.5 (dvs. ¢ < 1.5).

le: LP-relaxationen av P2 &ar P1, vilket har en heltalig 16sning, se uppgift 1b. Relax-
ation av heltalskraven ger alltsa att de automatiskt blir uppfyllda, vilket bevisar att
l6sningen &r optimal i heltalsproblemet.

1f: PO: Forsta LP-opt: 1 = 0.5, 29 = 2, z = 5.5. Detta ger z = 5. (Valfritt:
Avrundning nerat ger den tillatna l6sningen x1 = 0, 9 = 2, med z = 4.

Forgrena over x;.

Pl (1 <0): 1 =0, xz9 = 2.5, z = 5. Forgrena dver xs.

P3 (22 <2,21 <0): 1 =0, 292 = 2, z = 4. Heltalslosning, vilket ger z = 4. Kapa.

P4 (z9 > 3,21 < 0): Saknar tillaten 16sning. Kapa.

P2 (z1 > 1): 1 =1, 9 = 1, z = 5. Heltalslosning, vilket ger z = 5. Kapa.

Tradet avsokt. Optimum: z; =1, 20 =1, z = 5.

1g: Ett Gomory-snitt kan bara goras pa en rad med ett icke-heltaligt hogerled, sa vi
véljer sista raden i optimaltablan, vilket ar ekvationen z; — x3 + 4 = 0.5. Gomory-
snittet fas genom att avrunda samtliga koefficienter nerat, vilket ger 1 — x3 + x4 < 0.
For att se hur detta egentligen ser ut, loser vi ut slackvariablerna, 1 — (5 — 21 — z2) +
(6 — 221 — x2) < 0, vilket kan forenklas till 1 < 0. Detta gar aldrig att uppfylla. Men
vi vet ju att problemet inte saknar tillaten 16sning. Varfor blir det fel?



For att ett Gomory-snitt skall vara giltigt, krdvs att samtliga variabler ska vara heltal.
(Annars far man inte avrunda hogerledet nerat.) Men vi hade ett icke-heltaligt hogerled
i bivillkor 1, sa slackvariabel x3 behover inte vara heltal, och olikheten &r inte giltig.

(Bivillkoret 1 4+ xz9 < 2.5 kan dock skérpas till 1 + o < 2 eftersom bade x; och 9
ska vara heltal. Detta skulle ge heltaligt LP-optimum direkt.)

1h: Bara bivillkor 2 &r aktivt i optimum, men en liten 6kning av detta hogerled (sa
att 3 < by < 4) skulle bara ge ytterligare forgrening i nod P2, utan att dndra heltals-
optimum. Men en storre dndring av nagot av hogerleden kan &ndra l6sningen, sa
definitionen av skuggpris ar inte anvandbar for heltalsproblem.

Uppgift 2
2a: Billigaste viag: 1 - 2 -4 - 5. Kostnad: 10. Anvénd Dijkstras metod.

2b: Vi fick nodpriserna y2 = 3 och y5 = 10, och for att (2,5) ska inga i l6sningen kravs
att co5 < ys — Y2, dvs. co5 < 7.

2c: Bagarna (1,2), (2,4), (4,5) och (1,3) maste inga i bastrédet. Detta ger nodpriserna
(berdknade via bastradet) y1 =0, yo = 3, y3 = 4, y4 = 7, y5 = 10, vilket ger reducerade
kostnaderna ¢o5 = cos+y2—y5 = 8+3—10=1> 0, ¢34 = c34+y3—yqs = 4+4—7=1> 0,
G35 =c35+ys—ys = 7+4—10=1 > 0. Samtliga reducerade kostnader ar positiva, och
flédet i bagarna (2,5) och (3,4) ar noll, vilket ar optimalt. Men flodet i bage (3,5) ar
maximalt, och bor minskas. Vi far x35 som inkommande variabel (minskning). Cykel:
5-3-1-2-4-5. Kontroll av granser: g5 =2—0>0ger 6 <2. z13=2—60 > 0 ger
0 <2 210=84+60<11ger 0 <3. 294 =8+0<11ger 0 <3. 45 =840 < 11 ger
0 < 3. Sétt 8 = 2 och vilj x35 som utgaende variabel. x13 kan alternativt véaljas, men
att direkt plocka ut den inkommande 35 dr smartare, eftersom vi far samma bastrad,
samma nodpriser och samma reducerade kostnader. Enda skillnaden dr nu att bage
(3,5) har fléde noll, sa allt 4r nu optimalt.

2d: Maximal flodestkande vig: 1-3-5, kapacitet 4. Skicka.

Maximal flodesokande vag: 1-2-5, kapacitet 3. Skicka.

Minsnitt (1,2), (1,3), med kapacitet 7 = maxfléde. Bage (1,2) eller (1,3) bor véljas
nér det galler kapacitetsokning. Det ar sékert att maxflodet minskar om man minskar
kapaciteten pa en bage i minsnittet, men det ar inte sikert att maxflodet 6kar om man
okar kapaciteten pa en bage i minsnittet, eftersom det kan finnas fler minsnitt (med
samma kapacitet).

Uppgift 3

3a: Om n &ar udda sa har alla noder jamn valens, och en Eulercykel finns. Om n &r
jamn sa har alla noder udda valens, och en Eulercykel kan inte finnas.

3b: Ja. (Ta noderna i vilken ordning som helst.)
3c: For 2 <n <4 ar grafen plan. For n > 5 ar den inte det.
3d: For n =2, ja, men for n > 3 finns cykler med tre noder, sa grafen &r inte tudelad.

3e: Om n ar jamn, ja. (Trivialt.) Om n ar udda kan ingen perfekt matchning finnas.



3f: Nej, inte ens med tva. (Alla noder &r férbundna med varandra.)
3g: Nej, det krivs n farger. (Av samma skéil som ovan.)

3h: Om k noder ligger pa ena sidan snittet, gar det n — k bagar 6ver snittet fran varje
nod, dvs. totalt k(n — k) = kn — k? stycken. Genom att derivera m.a.p. k ser man att
maximum ligger i n = 2k. (Om n inte &r jamn, spelar det ingen roll om man avrundar
uppat eller nerat.) Detta indikerar att svaret dr ja, men duger inte riktigt som bevis.
Det ar NP-fullstandigt att kontrollera om det finns en béattre 16sning for detta problem.

Uppgift 4

4a: LP-dualen &r ett tillordningsproblem, dvs. l6sningen ar en matris med en etta i
varje rad och en etta i varje kolumn.

4b: Ja.
4c: Anvand Ungerska metoden. ¢;; = ¢;; — a; — 3. Starta med o = 0 och 3 = 0. Satt
01 2
a1 =ag =ag =1, vilkket ger ¢=| 0 1 3 |. Satt sedan B; =0, B2 =1, B3 = 2,
0 2 4
0 0O
vilket ger ¢=| 0 0 1 |. En tillaten 16sning fas nu av x13 = 1, 99 = 1,231 = 1.
01 2

Uppgift 5
5a: Summan av vikterna &r 47, sa minst [47/10| = 5 hinkar krévs.

5b: Bésta plats och forsta plats ger bada foljande 16sning;:
Hink 1: 3, 6.

Hink 2: 7, 3.

Hink 3: 4.
Hink 4: 8.
Hink 5: 9
Hink 6: 7

5c¢: Sortering ger ordningen 9, 8, 7, 7, 6, 4, 3, 3. Bésta plats och forsta plats ger bada
féljande 16sning;:

Hink 1: 9.

Hink 2: 8.

Hink 3: 7, 3.

Hink 4: 7, 3.

Hink 5: 6, 4.

Losningen anvander 5 hinkar, sa detta dr optimum (ty uppgift a gav undre grénsen 5).



