Matematiska institutionen

Optimeringslara

TAOP33/TEN 2
KOMBINATORISK OPTIMERING GRUNDKURS

Datum: 17 oktober 2017
Tid: 14.00-19.00
Hjalpmedel: Miniraknare

Kurslitteratur: Kaj Holmberg: Optimering
Anteckningar i boken far forekomma.

Antal uppgifter: 8
Antal sidor: 6

Uppgifterna ar inte ordnade efter svarighetsgrad.

Totalt antal poang ar 40. For godkant kravs 16 poang.

Examinator: Kaj Holmberg
Jourhavande larare: Kaj Holmberg, tel 013-282867

Resultat meddelas per e-post

Tentamensinstruktioner

Nar Du loser uppgifterna

Redovisa dina berdkningar och din losningsmetodik noga.
Motivera alla pastaenden du gor.
Anvdnd de standardmetoder som ingar i kursen.

Skriv endast pa ena sidan av losningsbladen. Anvand inte rédpenna.
Behandla endast en huvuduppgift pa varje blad.

Vid skrivningens slut

Sortera dina losningsblad i uppgiftsordning.
Markera pa omslaget vilka uppgifter du behandlat.
Kontrollrakna antalet inldmnade blad och fyll i antalet pa omslaget.

TENTAMEN




Tentamen 171017 TAOP33, Kombinatorisk Optimering gk

Tips: Uppgifterna bygger textmaéssigt pa varandra, sa las garna igenom alla.

Uppgift 1

Grodo ska transportera sin utslitna badring fran sitt hem i Folke och slanga den
i containern “Brannbart” pa atervinningscentralen vid Domedagsberget. Han
forfoljs av Gullung, en liten udda individ som pratar med sig sjalv, och som sjalv
vill ha ringen till varje pris. (Det &r hans lillasyster.)

Nedanstaende graf visar mojliga vagar for Grodo. Folke ligger i nod 1 och
atervinningscentralen i nod 8. Pa bagarna anges avstand, och Grodo vill ta
kortaste vigen, for att minimera risken att nagot héander med ringen. Han far
inte lugn forran den ligger i “Brannbart”.

a) Hjilp Grodo att finna den snabbaste viagen. Grodo ror sig med konstant
hastighet. Anvénd (tydligt) lamplig metod. (2p)

b) For att forvirra Gullung, gémmer Grodo lite godis lings bagarna (2,4) och
(4,6), och beréttar det for henne. Gullung har listat ut vart Grodo &r pa vig,
men vill garna hamta godiset pa vagen till atervinningscentralen. Detta kan
modelleras genom att andra bagkostnaderna till coy = —3 och ¢4 = —2. Finn
billigaste vig for Gullung fran nod 1 till nod 8. Anvénd (tydligt) lamplig metod.

(2p)

c) Grodo skulle kunna krypa genom en liten tunnel (som kallas Moria) fran nod
6 till nod 8. Hastigheten &ar da hélften sa stor som pa de normala vigarna. Hur
lang far tunneln fran nod 6 till nod 8 vara for att Grodo ska tjana tid pa att ta
den? Vilken vég blir da bést? Anvénd resultaten fran uppgift a. (1p)

Uppgift 2

Den elake Sturon vill ocksa ha ringen. Sturon vet inte vilken vig Grodo kommer
att ta, och bestammer sig for att lata sina medhjélpare ligga i bakhall vid nagra
bagar. Sturon har lite ont om medhjéalpare, och vill darfér anvinda sa fa som
mojligt till denna uppgift. Det racker med en medhjalpare vid varje bakhall.
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Vid vilka bagar ska Sturon anorda bakhall? Finn svaret genom att satta kapacitet
ett pa alla bagar och finna maxflode fran nod 1 till nod 8 i grafen i uppgift 1.
Som bekant ger detta ett minsnitt, och bakhallen bor ju placeras pa bagarna
i minsnittet, eller hur? Motivera detta, och 16s problemet. (Anvénd lamplig
metod, och gor alla steg i metoden tydligt.) (4p)

Uppgift 3

Betrakta grafen i uppgift 1, men lat bagarna vara oriktade. (Ta bort den ena av
bagarna mellan nod 4 och 8.) Gullung har kort minne, och glommer var Grodo sa
att han gomde godiset. Hon bestammer sig for att godis ar viktigare an ringen,
och vill darfor planera en rundtur dar hon soker igenom alla bagarna. Rundturen
ska borja och sluta i nod 1 och vara sa kort som mojligt.

a) Hjélp Gullung att finna den bésta turen med lamplig metod. (Lite hjélp: Sum-
man av alla bagkostnader dr 145.) Ge totalkostnad, rundtur och ange specifikt
vilka bagar som anvinds mer &n en gang. (3p)

b) Antag istéllet att Grodo géomt godis vid nagra av noderna, och att Gul-
lung aterigen vill hitta kortaste rundtur, men nu som bestker varje nod (minst)
en gang. Finn pa lampliga siatt bra undre och Ovre grénser for det optimala
malfunktionsvérdet. (3p)

Uppgift 4

Ett satt att snabbt forflytta ringen ar att anordna en stafett. En personen tar
ringen och springer en stréicka i full fart, ger sedan ringen till en annan person, som
fortsatter loppet, osv. Fem personer, Grodo, hans kompisar Sammy, Jerry och
Pippeline, samt dvéargen Gamli, ska hjalpas at. De fem stréackorna ar forbestamda
och av olika typ, sa de gor en bedomning av hur lang tid varje stracka skulle ta
for varje person. Tiderna ges i foljande matris, dar rader star for personer, och
kolumner for strackor. Den totala tiden ska minimeras.

3 4 5 4 3

5 6 6 5 2
C=14 6 7 6 3
4 5 5 6 2
6 10 12 11 4

a) Los problemet med ungerska metoden. Ange optimal 16sning samt malfunktions-
virde. Ange dven dual optimalldsning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)

b) Antag att Grodo (rad 1) vildigt gérna vill ta sista strackan (kolumn 5) och
sjalv slanga ringen i containern. Hur mycket maste han sdnka sin tid for den
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strackan for att fa den? Los inte om problemet, utan anvand duallosning eller
reducerad kostnad fran uppgift a. (1p)

Uppgift 5

Grodo kommer pa att det ar bast att han sjalv bar ringen hela vagen, men han
vill girna ha séallskap med nagra reskamrater. Forutom de som nédmns i uppgift
4, foljer aven den utmaérkte bagskytten Lego-Lars och den modige Ara-Goran.

a) Vid ett tillfalle ska de ga dver en spang Gver en béck, och ska da ga tva och
tva. Det finns redan nu relationsproblem inom gruppen, sa alla vill inte ga med
alla. Foljande graf anger mojliga parbildningar.

Helst vill person 1 ga med person 6 och person 3 med person 5. Vilket opti-
meringsproblem &r det att bilda sa manga par som mojligt? Starta med de tva
favoritparen och finn en optimal 16sning med ldmplig metod. (2p)

b) Vid ett annat tillfalle ska de sju fardas i tva batar. Nedanstaende graf anger
vilka som inte vill sitta i samma bat. Vilket optimeringsproblem &r det att finna
en tillaten fordelning pa batarna? Vilken grafstruktur handlar det om? Los
problemet med en heuristik. (2p)

c) Betrakta problemet i uppgift b, men dér 3 och 4 heller inte vill sitta i samma
bat. Forklara eventuella problem med att finna en 16sning i graftermer. (1p)

d) Betrakta problemet i uppgift b, men med flera personer och flera batar. Vilket
optimeringproblem &r det nu? (1p)
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Uppgift 6

Vid ett tillfalle maste gruppen splittras, eftersom maten inte racker. Nagra av de
sju ska fortsétta i gruppen, och de andra far ga hem. Man gor en bedomning av
hur stor nytta varje person kan tankas ge, och hur mycket av den gemensamma
matsacken personen skulle dta upp. Nyttan ska maximeras, medan matsacken ar
begransad. Vi far foljande optimeringsproblem. Lat x; = 1 om person j ska folja
med, 0 om inte.

max =2z — 91’1 + 61’2 + 31’3 + 3[L’4 + 4%5 + 7.7)6 + 81‘7
dé 31’1 —|— 41’2 + 4?[73 + 3!['4 —f- 5[E5 —|— 4ZE6 —|— 51‘7 S ]_3
x; € {0,1} for alla j

Man bestammer i forviag att Grodo och Sammy maste folja med, men att Jerry
och Pippeline far ga hem, dvs. att x1 =1, x5 = 1, 23 = 0, 4 = 0. Kvar aterstar
Gamli, Lego-Lars och Ara-Goran att vélja mellan.

a) Los problemet i x5, 26 och x7 med Land-Doig-Dakins tradsokningsmetod.
Glom inte att ta hansyn till fixeringarnas effekt i malfunktion och bivillkor. Led-
ning: LP-relaxationen ar ett kontinuerligt kappsacksproblem, som kan losas med
en effektiv metod (se boken). Tips: Ga ner i >-grenen forst. Ange l6sning och
malfunktionsvérde. (3p)

b) Konstruera ett linjart bivillkor fran en minimal 6vertickning som skér bort
forsta LP-optimum i uppgift a. (1p)

Uppgift 7

Grodos pappa, Bil-Bo, ska ga i pension. Han d&mnar forsvinna under sin avskeds-
fest, och ska packa en kappsédck med det mest nodvandiga. Med viss vanda inser
han att badringen inte kan tas med. Han har alvkex (otroligt méttande), hob-
bitkakor och morotter.

Begransningar ges av kappsackens storlek, vilken vikt Bil-Bo orkar bara och hur
mycket han har av de olika sakerna. Han kommer fram till foljande optimer-
ingsmodell, dar malfunktionen ar att maximera energin i det som tas med, och
variablerna star for hur kg av varje sort han ska ta med.

max 2z = 8ry + 6z + 3x3
2£C1 + 31’2 -+ 41‘3 S 22 (2)
x1, o, r3 > 0

a) Los LP-problemet med simplexmetoden. Ange optimalldsning och malfunktions-
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viirde. Vilka bivillkor blir aktiva? (3p)

b) Ange skuggpriset for varje bivillkor och ange vad Bil-Bo skulle tjana pa att en
lite storre kappséck och om han kunde béra lite mer. (2p)

c) Bil-Bo funderar pa att ta med russin. Den variabeln skulle fa koefficient 2 i de
tva forsta bivillkoren och noll i de andra. Energikoefficienten skulle bli 3. Skulle
16sningen forbattras av russin? (1p)

Uppgift 8

Den onde Sturon har sju badringsvalnader som tjanar honom. Just nu ar tre av
dem i nod 1 i nedanstaende graf och fyra i nod 5. Sturon vill sa snabbt som
mojligt att tva av dem kommer till nod 6 och fem till nod 4. De maste fardas i
morker och far inte bli upptackta. Sturon gor en uppskattning av hur stor risken
ar att en valnad upptécks pa varje bage i grafen, och ser det som en linjar kostnad
(tva valnader ger dubbelt sa stor risk for upptéckt som en). Bagarna i grafen
nedan ar markta med kostnadskoefficient, 6vre gréns for hur manga valnader som
far anvinda bagen samt ett satt att forflytta dem (framriknat av héxméstaren
Ragnar).

a) Kontrollera mha. simplexmetoden for nétverk om den angivna lésningen har
minimal kostnad. Tips: Anvénd bl.a. bage (1,2) som basbage. (2p)

b) Sturon far reda pa att Lego-Lars just nu befinner sig vid bage (1,3), och vill
déarfor undvika den bagen, om mojligt. Darfor 6kar han kostnaden pa bage (1,3)
till 20. Finn ny optimallosning. Starta med flédet i uppgift a. (2p)

c) Betrakta problemet i uppgift b innan férandringen. Hur mycket behver man
minst 6ka kostnaden pa bage (1,3) for att uppna 6nskad effekt? (1p)



