Matematiska institutionen T EN TA M EN

Optimeringslara

TAOP33/TEN 2
KOMBINATORISK OPTIMERING GRUNDKURS

Datum: 27 augusti 2021

Tid: 14.00-19.00

Hjalpmedel: Miniraknare
Kurslitteratur: Kaj Holmberg: Optimering
Anteckningar i boken far forekomma.

Antal uppgifter: 9

Antal sidor: 8
Uppgifterna ar inte ordnade efter svarighetsgrad.
Totalt antal poang ar 40. For godkant kravs 16 poang.

Examinator: Kaj Holmberg

Jourhavande larare: Kaj Holmberg, tel 013-282867

Resultat meddelas per e-post

Tentamensinstruktioner

Skriv endast pa ena sidan av losningsbladen. Anvand inte rédpenna.

Kontrollrakna antalet inldmnade blad och fyll i antalet pa omslaget.

Nar Du loser uppgifterna

Redovisa dina berdkningar och din losningsmetodik noga.
Motivera alla pastaenden du gor.
Anvdnd de standardmetoder som ingar i kursen.

Behandla endast en huvuduppgift pa varje blad.

Vid skrivningens slut

Sortera dina losningsblad i uppgiftsordning.
Markera pa omslaget vilka uppgifter du behandlat.




Tentamen 210827 TAOP33, Kombinatorisk Optimering gk

Uppgift 1

Man ska anordna en storre marknad i en liten stad pa Ostgotaslitten, efter ett par
ars uppehall pa grund av en pandemi. Tyvéarr har flera viktiga personer i planer-
ingsgruppen bytt arbete och flyttat fran bygden. Darfor saknar man plotsligt
viktig kompetens. (Det vill sdga man har glomt hur man brukar goéra.) Man
vander sig darfor till ett universitet i narheten for att fa hjalp med planeringen.

a) Dagen efter marknaden ska alla gator diar marknaden pagatt stddas. Nedanstaende
graf visar marknadsgatorna. Antag att en gata blir stadad av att sopmaskinen
kor en gang langs hela gatan, i valfri riktning. Vilket ként optimeringsproblem

ar det att stdda alla dessa gator sa snabbt som mojligt med en sopmaskin? Ko-
efficienterna pa bagarna ar avstand, och vi antar att maskinen kor med konstant
hastighet (oavsett om den sopar eller inte).

Problemet kan reduceras genom eliminering av bagar déar ena &ndnoden har valens
ett. Forklara varfor, och genomfor reduktionen. (2p)

b) Los optimeringsproblemet i uppgift a med lamplig metod. Utnyttja resultatet
av uppgift a. (Det &r &ven tillatet att l6sa problemet utan reduktion, men det
blir jobbigare.) Ange det totala avstandet maskinen far tillryggaldgga, inklusive
det som reducerades i uppgift a. (3p)

Uppgift 2

Det hénder ibland att en polisbil maste forflyttas fran gatan bakom torget (dar
den nu nedlagda polisstationen lag) till tivoliomradet. Att kéra pa marknadsga-
torna ar inte forbjudet for en polisbil, men gar valdigt langsamt. Foljande graf
anger vilka vigar som kan anvéindas och vilken tid varje lank tar.
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a) Finna kortaste (snabbaste) vig fran nod 1 till nod 10. Ange bésta vig, samt
hur lang tid det tar att komma fram. (2p)

b) Man har ibland problem med ficktjuvar, och tror att det verkar avskrickande
om en polisbil visar sig, sa det kan finnas en fordel med att ta marknadsgatorna.
Man berdknar darfér en hopvégd kostnad for varje gata (i princip nackdelen med
att det tar lang tid minus fordelen av att visa sig dér). Finna bésta vig fran nod
1 till nod 10. Ange optimal véig och malfunktionsvarde. (2p)

c) Betrakta l6sningen i uppgift a. Hur mycket maste man sidnka kostnaden (tiden)
pa lank (6,7) for att optimala végen ska forandras? (1p)

Uppgift 3

Agda vill aka alla karuseller som finns pa tivoliomradet. Agdas pappa Arne vet
att Agda blir trott av att ga for mycket, och vill darfér anvanda den kortaste
rundturen som borjat och slutar i nod 1 (dér bilen &r parkerad) och besoker varje
nod (karusell) en gang, i nedanstaende graf. Pa bagarna star avstand.
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Vilket optimeringsproblem ar detta? Finn en bra tur med en lamplig heuristik.
Finn dven en undre grins for den totala striackan genom att l6sa en lamplig
relaxation av problemet. JAmfor granserna. (3p)

Uppgift 4

Den marknadsansvarige funderar pa hur mycket plats som ska anvéndas till olika
sorts verksamhet. Forutom vissa unika produkter ar det mycket godis, vaskor och
klader som knallar vill salja. Om man later x; vara hur manga kvadratmeter som
hyrs ut till forsaljning av godis, x5 till forsaljning av vaskor och x3 till forséaljning
av kldder, kan man formulera foljande optimeringsmodell. Malfunktionen &r att
maximera vinsten for bade marknadsorganisationen och knallarna. Bivillkoren
avser att gora fordelningen resonabel. Att t.ex. lata all yta ga till godis skulle
inte ge en trevlig och attraktiv marknad.

max z = 4x1 4+ 3x2 + bxs
da r + xe + xy < 12 (1)
X1, T, 3 = 0

a) Los LP-problemet med simplexmetoden. Ange optimallésning och malfunktions-
virde. Vilka bivillkor blir aktiva? (3p)

b) Ange skuggpriset for varje bivillkor och forklara vad det betyder. (1p)

c) Man inser att forsédljning av mat f6r omedelbar fortaring ocksa ar en stor del av
marknaden, och borde tas med som variabel. Den variabeln skulle fa koefficient 1
i det forsta bivillkoret och noll i de andra. Vinstkoefficienten skulle bli 3. Skulle
16sningen foréndras av detta? (1p)

Uppgift 5

Innan marknaden borjar ska ett storre antal trastallningar till marknadsstand
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transporteras ut till sina positioner, och monteras. Efter marknaden ska de de-
monteras, och transporteras tillbaka till sina forrad, dar de ligger resten av aret.
I forradet i nod 1 ligger 1000 stéllningar och i nod tva ligger 700 stallningar. Den
forsta transportinsatsen ar att leverera 300 till till korsningen i nod 4, 500 till
nod 5, 400 till nod 6 och 500 till nod 7. (Tips: Rékna i hela hundratal.)

Kostnaden for transporterna (per 100-tal) och 6vre grians (ocksa i 100-tal) anges
i foljande natverk. Ett forslag pa hur transporterna ska goras anges ocksa.

13,6,4

13,10,7

a) Kontrollera mha. simplexmetoden for nétverk om det foreslagna flodet hade
minimal kostnad. (2p)

b) Nétverket bygger pa ldget fore pandemin, och vissa vagar har byggts om lite
sedan dess. Specifikt har viagen (2,7) gjorts bredare och snabbare, sa kostnaden
sjunker till 10. Finn en ny minkostnadslosning med simplexmetoden for natverk.
Starta med flodet i uppgift a. (2p)

c) Man hade forvéintat sig att det skulle ga ett visst flode pa bade (4,5). Hur
mycket skulle man forlora i kostnad (per 100-tal) pa att anvénda den bagen?
Utga fran optimalt bastrad och nodpriser i uppgift b. Nagon iteration behéver
inte goras. (1p)

d) Utga fran optimallésningen i uppgift b. For vilken bage skulle man tjédna mest
pa att 6ka Gvre griansen med ett? (1p)

Uppgift 6

Pa tivoliomradet finns akattraktioner (karuseller mm) och spelstand (tombola,
lotterier, pilkastning mm). Man funderar pa vilken som &r béasta blandningen av
dessa tva kategorier.
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Lat x; ange antal akattraktioner, och x5 antal spelstand. Man formulerar foljande
linjara heltalsproblem for att finna basta fordelningen. Det finns bivillkor for
tillganglig yta, tillgdnglig méngd el och tillgdnglig plats vid gangstraket.

max z = bdxr;+ 8xy
da 51’1 + 31’2 S 40
21’1 + 9 S 15
xr1 + 2$2 S 12

0 <z <7, heltal
0 <xy <7, heltal

Los problemet med Land-Doig-Dakins tradsokningsmetod. Tvadimensionella LP-
problem far l6sas grafiskt. Ange l6sning och malfunktionsvarde. Motivera opti-
malitet noggrant. (3p)

Uppgift 7

Om det kommer manga besokare, kan det bli fullt av fotgingare pa gatorna.
Ibland blir det helt stopp, vilket manga tycker ar obehagligt. For att evaluera
situationen, vill man kolla upp de varsta fallen. En situation man tittar pa
ar hur manga som kan ta sig fran stationen, nod 1, till tivolit, nod 7, under en
bestamd tid. Alla marknadsbestkare antas ga via marknadsgatorna, och man har
uppskattat hur manga som kan passera en viss gata (under den aktuella tiden).
Denna uppskattning (i hundratal) star pa bagarna i foljande graf.

a) Hur manga fotgéngare (under den aktuella tiden) kan maximalt ta sig fran
nod 1 till nod 7, och hur férdelas de over gatorna? Anvand standardmetod och
beskriv alla steg noga. Ange minsnitt, dvs. vilka gator som begransar flodet. (3p)

b) Man funderar pa att leda om visst flode med hjélp av hénvisningsskyltar i nod
3 som visar snabbaste vig utanfor marknadsomradet till tivolit, nod 7. Det skulle
alltsa motsvara en bage (3,7) som inte har nagon évre grins. Skulle maxflodet
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Okas av detta? Motivera. (1p)

Uppgift 8

Fem lokalbor ska turas om att sta i ett stand som séljer hemmagjorda pryd-
nadsforemal. Kiosken ska vara bemannad de 10 timmarna fran k1 10 till kI 20, sa
varje person maste sta dar 2 timmar. Passen blir da 10-12, 12-14, 14-16, 16-18
och 18-20.

Varje person far ange sin ovilja att arbeta ett visst pass, se féljande matris dar
rader motsvarar passen och kolumnerna personerna, och man har kommit 6verens
om att det vore rattvist att minimera den totala oviljan.

8§ 8 9 14 16

13 12 15 10 14
C=1]16 8 12 5 19
7 14 9 11 13

16 11 14 6 15

a) Los problemet med ungerska metoden. Ange optimal 16sning samt malfunktions-
virde. Ange dven dual optimalldsning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)

b) En (ung) person tycker inte om att sta och sélja faniga smaprylar som ser ut
att vara gjorda pa dagis, utan vill hellre aka karusell hela tiden. Ingen 6vre grans
har givits pa vilken ovilja man kan ange, sa personen hojer sin ovilja for alla pass
med 1000. Hur paverkas primal och dual 16sning av detta? Blir personen n6jd?

(1p)

Uppgift 9

Ibland star en ensam knalle (forséljare) i ett stand, och da blir det lite besvarligt
om den personen behover ga ivag en stund, t.ex. for att ata lunch, ga pa toa, eller
bara spatsera runt pa marknaden for att se andra stand. Tidigare har personen
behovt stdnga sitt stand, vilket inte gillas av marknadsledningen. Nu vill man
hjalpa till i denna situation, genom att para ihop ensamma knallar tva och tva,
sa att man kan turas om att halla koll pa de tva standen. Genom att hjélpas at,
ska inget stand behova stédngas.

Man gor en lista over all knallar som behoéver den hjalpen, och noterar vilka som
kan hjélpa varandra. Standen maste ligga néra varandra, och knallarna far inte
vara osams.

Det hela resulterar i foljande graf, dér noderna motsvarar knallar, och bagarna
markerar knallar som kan hjalpas at.
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Man vill alltsa plocka ihop knallarna i par, som ska samarbeta. Varje knalle ska
ha koppling till hogst en en annan. Man vill ha sa manga par som méjligt.

a) Vad ar det for optimeringsproblem? Finn en sa bra 16sning som mdjligt med en
kind metod. Starta med paren (1,3), (4,5), (6,7), (8,9). Visa stegen i metoden.
Kan flera par bildas? (3p)

b) Finn en 6vre och en undre grans for det optimala antalet firger i en nodfargning
med minimalt antal firger i ovanstaende graf. (1p)

c¢) Finn en 6vre och en undre grans for det optimala antalet farger i en bagfargning
med minimalt antal farger i ovanstaende graf. (1p)



