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Examinator: Kaj Holmberg
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När Du löser uppgifterna
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Uppgift 1

Helmer har en koloniträdg̊ard, och där odlar han många olika ätbara växter. Han
brukar sälja jordgubbar, hallon, krusbär och björnbär p̊a en närbelägen marknad,
och har nu kommit p̊a en ny ide, nämligen blandp̊asar. Det betyder att han i
en p̊ase kan lägga n̊agra jordgubbar, n̊agra hallon, n̊agra krusbär och/eller n̊agra
björnbär. Han tänker sig att göra tre olika p̊asar med olika blandningar, för att
se vilka som säljer bäst.

Han har skördat 100 jordgubbar, 30 hallon, 20 krusbär och 120 björnbär. De tre
blandningarna han tänker sig är:
1. 10 jordgubbar, 10 hallon och 10 björnbär.
2. 10 jordgubbar, 5 krusbär och 15 björnbär.
3. 8 jordgubbar, 5 hallon, 3 krusbär och 7 björnbär.

Fr̊agan är hur många p̊asar av varje blandning han kan göra. Han har egentligen
ingen m̊alfunktion, utan vill göra s̊a många p̊asar som möjligt, s̊a han sätter alla
målfunktionskoefficienter till 1, och vill maximera m̊alfunktionsvärdet. Han for-
mulerar följande linjära optimeringsmodell, där xj anger antal p̊asar med bland-
ning j.

max z = x1 + x2 + x3

d̊a 10x1 + 10x2 + 8x3 ≤ 100 (1)
10x1 + 5x3 ≤ 30 (2)

5x2 + 3x3 ≤ 20 (3)
10x1 + 15x2 + 7x3 ≤ 120 (4)

x1, x2, x3 ≥ 0

a) Lös detta LP-problem med simplexmetoden. Ange optimal primallösning
(även i ord) och duallösning samt målfunktionsvärde. Är optimallösningen unik?
Vilka bivillkor blir aktiva, och vad betyder det? (3p)

b) Utg̊a fr̊an optimallösningen i uppgift a. Om Helmer kunde plocka lite mer av
n̊agon bärsort, vilket skulle han tjäna mest p̊a? Motivera. (1p)

c) Utg̊a fr̊an optimallösningen i uppgift a. Genom att studera lösningen p̊a prob-
lemet, hittar Helmer p̊a en ny blandning, för att utnyttja de plockade bären ännu
bättre. Blandning 4 ska inneh̊alla 10 jordgubbar och 10 björnbär. Skulle han f̊a
flera p̊asar med hjälp av denna blandning? (1p)

Uppgift 2

Det har plötsligt och oväntat blivit brist p̊a vissa livsmedel, och det gör att man
måste planera transporter p̊a ett effektivare sätt. Just nu finns mycket vete p̊a
vissa ställen och det måste transporteras till andra ställen där det behövs. Av
olika anledningar är m̊anga normala transportvägar omöjliga att använda.
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I följande nätverk ligger 100 ton vete i nod 1 och 50 ton i nod 3, och man har
behov av 50 ton i nod 4, 70 ton i nod 2 och 30 ton i nod 5. Nätverket anger
möjliga transportvägar, och man räknar med linjära kostnader. Koefficienterna i
nätverket anger kostnad per ton. Dessutom finns en övre gräns p̊a varje b̊age för
hur mycket som kan skickas den vägen. Till sist anges flöde i en enkelt beräknad
preliminärlösning.
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a) Kontrollera om lösningen som anges i nätverket är optimal. Om inte, finn en
optimal lösning med simplexmetoden för nätverk. (2p)

b) Ett avtal mellan flera parter möjliggör att kostnaden p̊a b̊age (3,5) sänks fr̊an
11 till 9. Beräkna nytt optimal flöde. Hur mycket sänks den totala kostnaden?
Starta helst fr̊an optimallösningen i uppgift a. (2p)

c) Det finns möjligheter att skörda mycket mer vete i nod 1. Hur mycket skulle
man maximalt kunna transportera fr̊an nod 1 till nod 5? Vilka b̊agar begränsar
maxflödet? Lös problemet med standardmetod. (Starta med flöde noll i alla
b̊agar.) Visa varje steg i metoden tydligt. (3p)

Uppgift 3

Helmer anordnar en nybörjarkurs i dans och ställs direkt inför problemet att alla
inte vill dansa med alla. Tvärtom har m̊anga väldigt specifika preferenser, och
kan bara tänka sig att dansa med n̊agra f̊a av de andra deltagarna. Dessutom är
n̊agra deltagare redan par (gifta, sambos, ihop), och Helmer vill inte att ett par
ska dansa med varandra, utan att man ska dansa med n̊agon man inte känner.

Han gör snabbt en graf över vilka personer (noder) som kan dansa med vilka
andra (representerat av med b̊agar).
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a) Vilket känt optimeringsproblem är det att finna danspar s̊a att alla eller s̊a
många som möjligt f̊ar dansa? Finn en lösning med lämplig metod. Starta med
paren (2,5), (7,9), (8,10) och (4,11). Visa stegen i metoden. Kommer alla med i
ett par? (3p)

b) Helmer är lite traditionell och heteronormativ av sig, och vill ha en pojke och
en flicka i varje danspar. Det hade han glömt bort vid sin planering. Det skulle
betyda att grafen borde vara tudelad. Är ovanst̊aende graf tudelad? Motivera?
(1p)

c) Helmer bestämmer sig för att ge varje dansare en viss färg, s̊a att de som kan
dansa med varandra f̊ar olika färger. Han vill använda s̊a f̊a färger som möjligt.
Vilket känt optimeringsproblem är detta? Finn en övre och en undre gräns för
det optimala antalet färger i ovanst̊aende graf. Hur p̊averkas svaret p̊a denna
uppgift av huruvida grafen är tudelad eller ej? (2p)

d) Finn en övre och en undre gräns för det optimala antalet färger i en b̊agfärgning
med minimalt antal färger i ovanst̊aende graf. (1p)

e) Beskriv hur problemet i uppgift a kan lösas med en metod som använder
LP-dualitet, om grafen är/vore tudelad. (2p)

Uppgift 4

Följande nätverk avbildar vägar i ett omr̊ade med krig. Varje natt finns det risk
att fientliga soldater smyger in och minerar vissa av vägarna, man vet aldrig vilka.
Därför måste man varje morgon, innan man börjar använda vägarna, kontrollera
att det inte finns n̊agra minor. Det görs med en stor maskin som g̊ar ganska
l̊angsamt.

Man ska allts̊a köra maskinen i en rundtur som täcker samtliga b̊agar i nätverket,
och man vill göra det s̊a snabbt som möjligt. P̊a b̊agarna anges hur l̊ang tid det
tar att genomsöka dem.
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a) Vilket optimeringsproblem är detta? Beskriv stegen i metoden noggrant. Ange
rundtur och total tid. Vilka vägar kommer att passeras mer än en g̊ang? (3p)

b) Fienden byter taktik. Man placerar istället ut minor i korsningarna, för att
spara minor, eftersom de börjar ta slut. Det betyder att minröjarna bara behöver
besöka varje nod i grafen. Koefficienterna p̊a b̊agarna anger fortfarande tiden det
tar att köra där, och man vill fortfarande göra det p̊a minimal tid.

Vilket optimeringsproblem är det att finna den bästa rundturen? Finn en till̊aten
lösning (med valfri heuristik). Finn en optimistisk uppskattning av tiden för den
optimala turen med hjälp av en relaxation av problemet. Ange övre och undre
gräns p̊a det optimala m̊alfunktionsvärdet. (3p)

c) I uppgift b beaktas inte tiden det tar att undersöka en nod, vilken kan vara
avsevärd. Motivera varför detta inte p̊averkar vilken lösning man f̊ar. (1p)

Uppgift 5

a) Helmer ska cykla till Agda med en bukett blommor. Det är lite knepigt att
cykla med blommor, och han vill inte att de ska bli fula, s̊a han vill ta den
snabbaste vägen. I följande graf visas möjliga vägar, med tider p̊a b̊agarna, och
han ska cykla fr̊an nod 1 till nod 7. Finn, med lämplig metod, den snabbaste
vägen. (2p)
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b) Helmer har hört att det finns fina blommor i diket vid nod 6. Hur mycket
längre tid tar det om han åker via nod 6 och tar med sig n̊agra av dem? Plocktiden
är försumbar. (1p)

Uppgift 6

a) Helmer funderar p̊a att plantera äppelträd och/eller plommonträd i sin koloni-
trädg̊ard. Hur många ska han välja av varje sort? Han sätter upp följande
optimeringsproblem för att finna vilken blandning som vore bäst. x1 är antal
äppelträd och x2 är antal plommonträd. Målfunktionen speglar förväntad skörd,
viktad med hur goda han tycker att frukterna är. Bivillkoren bygger p̊a begränsat
utrymme, samt de olika förutsättningarna för god tillväxt. Lös problemet med
Land-Doig-Dakins metod. LP-problem f̊ar lösas grafiskt. (3p)

max z = 5x1 + 4x2

d̊a 3x1 + 4x2 ≤ 8
d̊a 4x1 + 2x2 ≤ 7

0 ≤ x1 ≤ 3, heltal
0 ≤ x2 ≤ 3, heltal

b) Vilka bivillkor är aktiva i optimum? (1p)

c) Helmer läser att plommonträd inte trivs ensamma, s̊a man bör ha minst tv̊a
s̊adana, om man ska ha n̊agra överhuvudtaget. Utvidga den matematiska mod-
ellen s̊a att det blir s̊a. (Lös ej modellen.) (1p)

Uppgift 7

Det finns skator vid koloniträdg̊arden, och de äter gärna upp Helmers körsbär,
när de börjar mogna. Helmer samlar sina vänner för att de ska hjälpas åt för
att agera f̊agelskrämmor. Han vill att en person vaktar trädet och skrämmer
bort skatorna under all den tid p̊a dygnet som skator kan tänka sig äta. Helmer
vill göra en dygnsplanering. De olika vännerna har olika preferenser om att vara
vaken olika delar av dygnet, s̊a Helmer sätter upp en matris med kostnader för
de olika personerna att ta de olika passen. Planeringen ska givetvis minimera de
totala kostnaderna. Raderna st̊ar för olika tidspass, klockslagen anges till vänster,
och kolumnerna st̊ar för olika personer.

C =


kl 4-7: 14 14 13 13 14
kl 7-11: 5 9 8 5 6
kl 11-15: 4 4 7 6 8
kl 15-19: 9 6 4 7 7
kl 19-22: 11 12 15 8 12
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a) Lös problemet med lämplig metod. Ange optimal lösning samt m̊alfunktions-
värde. Ange även dual optimallösning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)

b) När lösningen är framtagen, inser Helmer att alla tycker väldigt illa om att
tillbringa tidig morgon eller sen kväll vid ett körsbärsträd. Därför ökar han
kostnaderna i första raden med 4, och i sista raden med 3. Hur p̊averkas primal
och dual optimallösning av detta? Hur ändras det optimala målfunktionsvärdet?
(Lös inte om problemet.) (1p)
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