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Uppgift 1

Firma Petson & son tillverkar PET-flaskor och man haller pa att ta fram en ny
plastblandning genom att blanda in tre nya (hemliga) &mnen, kallade &mne Q,
R och S. Flaskornas egenskaper paverkas av hur mycket man anvander av de nya
dmnena. Lat x; vara méngden (i mg) av dmne j som tillsdtts i plastméngden
motsvarande en flaska. (Vill du byta Q, R och S mot 1, 2 och 3, ar det tillatet.)

Andringen av hardheten (H) hos flaskan blir H = 2z — zz och dndringen av
elisticiteten (E) hos flaskan blir £ = —2zg + xr + zg. Dessutom &ndras firgen,
gulheten (G) dkar med G = z¢g + 22 + 2xg.

Pa grund av subventioner fran ett kemiféretag far Petson & son en vinst pa 2
kr/mg for &mne Q, 1 kr/mg for &mne R och 4 kr/mg for dmne S.

Petson d.y. formulerar optimeringsproblemet att finna den blandning som maximerar
vinsten, samtidigt som &ndringen av hardheten inte far vara storre dn 10 (annars
finns risk att flaskan spricker), &ndringen av elasticiteten inte blir storre &n 6
(annars finns risk att flaskan deformeras) och att gulheten inte 6ker med mer &n
20 (annars ser vissa drycker oaptitliga ut).

max z = 20 + wxp + 4ag
da 2$L’Q — TR < 10 (H)
— 229 + a2 + x5 < 6 (E)
ro + 2zp + 205 < 20 (G)
zQ, TR, rg > 0

a) Hjalp Petsons att l6sa problemet med simplexmetoden. Ange optimal vinst,
optimall6sning samt vilka bivillkor som ar aktiva. (3p)

b) Finns det nagon optimallésning dar dndringen i elasticitet &r (strikt) mindre
dn 67 (Svaret maste givetvis motiveras, men man behover inte rékna ut en ev.

ny l6sning.) (1p)

c) Formulera LP-dualen till problemet ovan. Ange optimal duallésning med hjalp
av optimaltablan i uppgift a. Visa att komplementaritetsvillkoren ér uppfyllda.

(3p)

d) Man funderar pa att slappa lite pa nagot av kraven, dvs. 6ka ett av hogerleden
i bivillkoren lite. Vilket hégerled skulle man tjdna mest pa att 6ka? (Ledning:
Anvénd skuggpriser.) (1p)

e) Petson d.4. anser att elasticiteten inte far dka alls, sa han sétter hogerledet
i motsvarande bivillkor till noll. Antag att den optimala basen inte &ndras, och
berikna den nya losningen genom att lisa ut B~! ur optimaltablan och berikna
nya losningen med hjalp av den. Ar den dérvid erhallna 16sningen optimal? (Om
du, liksom Petson d.&., misstror matrisrakning, far du lésa om problemet med
simplexmetoden fran bérjan om du vill. Det tar dock langre tid.) (2p)
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f) Betrakta problemet i uppgift a. Det visar sig att livsmedelsverket har férbjudit
amne R, samt att de andra amnena enbart séljs i hela forpackningar. Detta far
till foljd att i kan fixeras till noll, och att antalet mg av varje &mne i varje flaska
maste vara heltal.

Los heltalsproblemet med Land-Doig-Dakins tradsokningsmetod. Tvadimensionella
LP-problem far l6sas grafiskt. (Borja, om mojligt, med 16sningen i uppgift a.)
Hur mycket forlorar man pa heltalskravet, jamfort med LP-16sningen? (3p)

Uppgift 2

Petson & son byter namn till Petson & sonson, eftersom sonen flyttar till Gala-
pagosOarna och ersatts av sonsonen Melvin, som just tagit civilingenjorsexamen.

Melvin forkastar hela tdnkandet i uppgift 1. Hardhet och elasticitet tillhor det
forflutna. Nu &ar det miljon man ska tanka pa. Genom avancerade berdkningar
kommer han fram till att den miljopaverkan de tva &mnena ger (om flaskan sléngs
o?h inte atervinns) ar en olinjér funktion, f(z) = 223, + 13 — zors — 4wg — 25,
(Amne R ér fortfarande forbjudet.)

Dessutom ersatter han bivillkoren med foljande, helt utan forklaring:
g +2xg < 3 och g <1 (samt zg > 0 och zg > 0).
Han vill givetvis minimera miljépaverkan.

a) Ar riktningen (1, 0) en tilliten avtaganderiktning i origo? (1p)

b) Los problemet med Zoutendijks metod. Starta i origo. Tvadimensionella
LP-problem far 16sas grafiskt. Illustrera KKT-villkoren grafiskt i den erhallna
punkten. Berdkna KKT-multiplikatorerna. (4p)

Uppgift 3

Petson & sonson far 10 ton tomma plastflaskor for atervinning varje dag. Dessa
tas om hand och sméltes ned vid tva anldggningar (nod 2 och 3). Fran dessa
skickas materialet till tva andra anldggningar (nod 4 och 5) dér plasten formas
till nya flaskor. (Vi antar att vikten inte fordndras genom processerna.) Fragan
ar hur mycket som ska goras vid de olika anlaggningarna.
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Foljande natverk representerar situationen, med nod 1 som kallan déar 10 ton
dyker upp och nod 6 sinkan dar 10 ton férsvinner. Nod 1 och 6 finns inte fysiskt,
utan ar inforda for att man ska ha frihet i att bestdmma hur mycket som ska
hanteras av de olika anldggningarna. Pa varje bage anges kostnad (per ton) och
kapacitet (dvs. hur manga ton som hogst far skickas dér per dag). Man ser bl.a.
att nod 2 far ta emot hogst 6 ton och nod 3 hogst 8 ton, medan nod 4 och 5 far
hantera hogst 7 ton var.

a) Melvin pastar att det &ar billigast att skicka 6 ton vagen 1 -2 -4 - 6 och 4 ton
vagen 1 - 3 -5 - 6. Stammer det? Motivera svaret med hjéalp av simplexteknik i
nétverk. (2p)

b) Det visar sig att anliggningen i nod 2 kan ta emot upp till 8 ton per dag (istéllet
for 6). Fordndrar det optimallosningen? Om sa ar fallet, starta med resultatet i
uppgift a och fortsétt att finna ett minkostnadsfldde med simplexteknik. (2p)

Uppgift 4

Betrakta situationen i uppgift 3. Nu vill man helt enkelt veta hur mycket tom-
flaskor man maximalt kan hantera (dvs. skicka fran nod 1 till nod 6) per dag.

Bagarna i nedanstaende nétverk ar mérkta med kapacitet (6vre grans) samt flode.
Alla bagar har undre grans noll.

Ar flédet maximalt fran nod 1 till nod 6? Motivera ja-svar. Vid nej-svar: finn
maxflode fran nod 1 till nod 6. Starta med angivet flodet. Fo6lj metoden noga,
bl.a. nér det géller vigsokningen. (3p)
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Uppgift 5

I cykeltavlingen Plusgirot Open har man bestdmt att en etapp ska ga fran nod
1 till nod 6 i nedanstaende natverk. Pa bagarna finns bagkostnader som anger
hur mycket det skulle kosta att utnyttja delstrackorna. Vissa orter vill garna
att loppet dras pa deras vég, och ar darfor villiga att betala for detta (vilket
ger negativa bagkostnader). Man har inte bestdmt hur lang etappen ska vara,
utan later det bestdmmas av det Overordnade beslutet, namligen att minimera
kostnaden for strackdragningen. Om man skulle anvinda en viss delstracka ar
dock riktningen bestdmd, for att fa lampliga uppforsbackar.

a) Finn billigaste véig fran nod 1 till nod 6. VA&lj metod och f6lj den noga och
tydligt. (2p)

b) Ange optimala nodpriser f6r alla noder. (1p)

c) Skriv upp det duala bivillkoret som motsvarar bage (5, 4). For vilka vérden
pa bagkostnaden cs4 skulle nuvarande duallésning (nodpriser) inte vara tillaten,
och vad innebér det for den primala 16sningen? (2p)

Uppgift 6

Nedanstaende natverk ar det som kanske ska anvandas i Plusgirot Open. Man
behover inspektera banan pa olika satt, och ska déarfor kora runt med en bil
och kontrollera vissa saker. (Bagarna kan anvéndas i valfri riktning.) Man ska
starta och sluta i nod 1, och vill minimera kostnaderna for rundturen baserad pa
bagkostnaderna i grafen.
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a) Man vill kontrollera férhallandena vid varje korsning, dvs. noderna i grafen.
Finn billigaste 1-trad i grafen. Vad sager denna 16sning om optimalkostnaden for
det problem man verkligen vill 16sa? (3p)

b) Man vill inspektera varje végstricka, bl.a. for att se att det inte finns hal i
asfalten som kan gora att en cyklist kor omkull. Vilket optimeringsproblem ar
det? Hur manga bagar maste man kora minst tva ganger? Vilka? (2p)

Uppgift 7

Albin, Beata, Cedric och Dagny ska skriva fyra kapitel i en rapport: introduktion,
problembeskrivning, metodbeskrivning samt resultat. De ar olika snabba pa att
skriva olika saker, och darfor har de tillsammans gjort en bedomning av hur lang
tid det skulle ta for varje person att skriva varje kapitel. Varje person ska skriva
ett kapitel (och alla kapitel ska bli skrivna), och man vill bestdmma vem som ska
gora vad sa att den totala tiden minimeras. Tiderna ges i nedanstaende matris,
déar raderna star for personer och kolumnerna for kapitel.

_N =N
DN M = Ot

O W N~
W DN W

a) Los problemet med ungerska metoden. (3p)

b) Beata vill skriva tva kapitel, vilket betyder att nagon annan slipper. Finn en
sadan optimallosning utan att l16sa om problemet. Ledning: Anvand den optimala
duallésningen i uppgift a. Vem slipper? (2p)



