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Uppgift 1

Borje och Beata ska gora appelmos. De har tva kg applen, och tittar i olika
recept. I ett star det att man ska tillsdtta 2 dl vatten och 12 dl socker, men
i ett annat star det 1 dl vatten och 6 dl socker. Borje och Beata vill anvanda
optimering for att bestamma de basta mangderna av tillsatserna.

Efter mycket funderande och diskuterande kommer de fram till en olinjar funktion

som pa ett godtagbart siatt beskriver den smakupplevelse som de vill maximera.

De skriver om problemet till ett minimeringsproblem, for de ar mer vana vid det.
min f(z) = 227 + 221 + 3(xg — 10)? — 22119,

dar z; star for antal dl vatten och x5 for antal dl socker de tillsdtter.

De satter upp foljande begransningar. Den totala mangden av tillsatt vatten och
socker far inte overskrida 6 dl. Méngden vatten inte far vara storre an mangden
socker men inte mindre &n halva méangden socker. Detta ger foljande bivillkor:
Ty + X9 S 6, T S To, T1 Z 051'2

a) Starta i origo och 16s problemet med Zoutendijks metod. Tvadimensionella
LP-problem far 16sas grafiskt. (3p)

b) Det tillatna omradet har tre extrempunkter. Rita in de utatriktade normalerna
(gradienterna) till de aktiva bivilkoren i varje extrempunkt. (2p)

c) Antag att malfunktionen &r okénd. Gor foljande for varje extrempunkt: Ange
en malfunktionsgradient som skulle ge ett unikt optimum i den punkten. (Anvénd
girna enkla siffror, sasom 1, 0 och —1.) Verifiera optimalitet grafiskt. (Ledning:
Anvénd resultatet i uppgift b.) (2p)

Uppgift 2

Betrakta problemet i uppgift 1. Borje och Beata dndrar malfunktionen till en
linjér: maximera 2x; + 3z2. (De gillar bade vatten och socker.) Bivillkoren &r
desamma som i uppgift 1.

a) Los problemet med simplexmetoden. Ange 16sning i klartext. (3p)

b) Hur mycket skulle malfunktionsvérdet ckas om de tillit 1 dl mer tillsats av
vatten plus socker? (Ledning: Anvind skuggpris.) (1p)

c) Antag att man skulle kunna blanda i lite av en annan vétska. Det forst bivill-
koret sager nu att summan av alla tre tillsatserna ska vara hogst 6 dl. Den nya
vatskan ingar inte i nagot annat bivillkor. Vilken heltalig malfunktionskoefficient
maste denna vitska minst ha for att komma med i den optimala 16sningen? (1p)

d) Betrakta optimallésningen i uppgift a. For vilka virden pa hogerledet i forsta
bivillkoret fas samma proportion mellan vatten och socker i optimallosningen?
Grafisk motivering réicker. Vad séger detta om modellens giltighet? (2p)
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Uppgift 3

Kyrkogardsarbetare Adam Ask ska infor Allhelgonahelgen titta till alla gravar
pa begravningsplatsen, sa att det ar fint nar alla anhoriga kommer for att sitta
blommor pa gravarna. Gravarna ligger lite oregelbundet utspridda, sa han vet
inte riktigt hur han ska ga. Det ar riatt manga gravar, sa han vill verkligen inte ga
onodigt langt. Han kan pricka in varje grav pa ett papper, och kan dven bedéma
hur langt det dr mellan dem.

En kvéall nar han inte har nagot annat att gora, matar han in alla avstand pa
sin mobil, och bérjar sedan leta efter en app (ett program) som kan hitta bésta
vagen runt. Han vill alltsa minimera avstandet han ska ga, och maste besoka
varje grav.

Nedan ges ett exempel pa en liten del av begravningsplatsen, med gravar som
noder och bagarna méirkta med avstandet. (Han startar och slutar i nod 1.)

a) Vad ska han soka efter, dvs. vilket (ként) optimeringsproblem &r detta? Ar
det sannolikt att han hittar en app som ger optimal 16sning? (Motivera.) (2p)

b) Antag att han inte hittar en lamplig app, och borjar fundera pa att hitta en
l16sning for hand. Féresla en lamplig heuristik. Anvand denna heuristik for att
fa en tillaten 16sning till exemplet ovan. (2p)

c) Adam funderar pa hur bra lésningen han hittade i uppgift b ar. Foresla en
relaxation av problemet ovan, och anvind den for att fa en optimistisk uppskat-
tning att jamfora med. Gor jamforelsen, dvs. ange hur langt ifran optimum hans
16sning &r (i vérsta fall). (3p)

Uppgift 4

Infér vinterhalkan vill man forbereda den sandning som ska ske nar den forsta
halkan satter in. Nu vill man titta pa ett omrade som bl.a. innehaller alla
cykelvagar i Ryd och kring Campus Valla pa Linkopings universitet. Pa dessa
gator /véagar racker det att kora en gang nar man sandar, och man kan kora at
vilket hall som helst, dvs. grafen kan anses oriktad.



Tentamen 131101 TAOPSS, Optimering for Ingenjorer

a) Vilket (ként) optimeringsproblem &r det att finna den kortaste rundturen
sa att alla gator/végar blir sandade? Finns det en polynomisk optimerande
16sningsmetod for detta problem? (1p)

b) Finn en optimal 16sning till problemet i nedanstaende mycket forenklade graf.
Finns det nagon losning dar man inte behdver kora pa nagon redan sandad
gata/vag? Man vill starta och sluta i nod 1. (3p)

Uppgift 5

Eva Embla har en gammal bil och funderar pa nar hon ska siatta pa dubbdécken.
Hon gor (av princip) det sjélv, men det &r ganska jobbigt, och tar ett par timmar.
Hon har bara tid att gora detta pa sondagar, sa om hon inte byter en viss sondag,
far hon kora en vecka till med samma dack.

Hon vill nu garna hitta ett satt att finna en optimal 16sning till detta problem. For
att fa olika besvar och risker att bli jamforbara, rdknar hon om allt till kostnader,
och malet ar att minimera de totala kostnaderna. Att byta dédcken innebar en
viss kostnad som beror pa nar det sker, eftersom hon har olika mycket att gora
pa olika sondagar.

Att kora med dubbdéack innebar lite hogre bensinkostnader samt en nagot ckad
olycksrisk vid sommarvaglag. Att kora med sommardéack innebar hogre risk for
olyckor vid vintervaglag. Eva har fatt tag i en langsiktig vaderprognos som hjalper
till att bedoma riskerna for vintervaglag. Under en viss period ar det olagligt att
kora med sommardack om det skulle vara isigt pa gatorna, sa har hon inte bytt
da, kan hon riskera boter. Eva har nu lyckats berdkna alla kostnader for varje
vecka.

a) [ foljande nétverk har Eva ritat in de méjligheter hon har under november, med
ett steg for varje vecka. Den undre nivan (med nodnamn med a) motsvarar som-
mardéck och den 6vre (med nodnamn med b) motsvarar vinterdéck. Pa bagarna
star de kostnader Eva har beréknat. Hon borjar (i nod la) med sommardéck,
och slutar (i nod 6b) med vinterdédck. (Under denna period &r det aldrig olagligt
att kora med sommardéck, sa nagra boter finns ej med i kostnaderna.)
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Ange en lamplig (kédnd) metod for att finna den bésta 16sningen, och anvénd den
for att l6sa problemet. Beskriv den bésta lsningen i ord. (3p)

b) Beskriv principiellt hur féljande saker kan hanteras genom att férandra grafen.
Hon vill planera ett helt ar. Hon kan som ett tredje alternativ anvanda dubbfria
vinterdéck. (3p)

Uppgift 6

Apelsons AB ager ett flertal appelodlingar pa olika platser i Sverige. Man ska nu
skorda, och funderar pa vart man ska skicka applena. Det finns flera syltfabriker,
saftfabriker och musterier att vélja pa. Apelsons har gjort en bedémning av hur
mycket Applen man kommer att skorda pa de olika odlingarna. Genom diskussion
med de olika fabrikerna och musterierna har man enats om vilka mangder som ska
levereras till de olika platserna. Den enda fragan som nu aterstar ar vilka applen
som ska levereras till vilka platser, dvs. hur applena ska skickas. Fran en karta
pa natet har man last ut hur langt det &r mellan de olika platserna. Man antar
att kostnaden for att skicka dpplen pa en viss lank ar proportionell mot mangden
dpplen som skickas. (Den linjéra koefficienten beror givetvis pa hur lang lanken
ar, men det har berdknats i forvig.) Vi antar for enkelhets skull att alla &pplen
ar av samma sort. Problemet att hitta det billigaste sattet att skicka efterfragade
méangder dpplen blir da ett linjart minkostnadsflodesproblem, som kan 16sas med
simplexteknik.

a) Los foljande mycket forenklade problem, dér vi har tre dppelodlingar och
tva fabriker och dpplena skickas direkt fran odling till fabrik med linjara trans-
portkostnader med foljande koefficienter, dér ¢;; dr kostnaden (per ton) att skicka
fran odling i till fabrik 7.

C:

Co Ot W~
© o O

Alla bagar har 6vre grans 100 ton. Tillgangen &r 20, 15 och 7 ton applen och de
tva fabrikerna ska ta emot 21 ton vardera. En mojlig 16sning ar att skicka 20 ton
fran odling 1 till fabrik 2, 15 ton fran odling 2 till fabrik 1, 6 ton fran odling 3
till fabrik 1 och 1 ton fran odling 3 till fabrik 2. Starta fran denna 16sning. (3p)

b) Antag att fabrikernas totala kapacitet &r storre dn tillgangen pa dpplen. Det
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kan exemplifieras med att lata fabrikerna i uppgift a kunna ta emot 30 ton
vardera. Visa hur man kan omformulera problemet (ndtverket) nagot, sa att
samma metod kan anvindas for att bestamma vad som ska skickas och hur, sa
att totalkostnaden minimeras. (Los inte.) (1p)

Uppgift 7

Apelsons har ett antal fruktodlingar, och funderar pa hur mycket man ska skorda
i morgon. Varje fruktodling har ett antal trad, och fragan ar hur manga trad man
ska plocka av i morgon. Att “plocka av” ett trad innebar att man tar ner alla
frukter pa det tradet. Alternativt tar man inget fran det trddet. Annars skulle
det bli svart att halla redan pa vad man gjort och inte gjort. Sa fragan ar hur
manga trad pa varje odlingsplats man ska plocka av i morgon. De andra far sta
ororda nagra dagar till.

Vi antar att alla trdd pa en plats ar lika och att alla dpplen ar av samma sort.
Att plocka av ett trdd pa plats j ger en viss méngd dpplen, a;, (i kg), och en
viss vinst, ¢; (i kr). Man kan inte plocka mer &n b kg, pa grund av begrénsad
lastkapacitet hos traktorn som tar hand om skorden. Man har bestamt sig for
att plocka minst [; och hogst u; trad pa plats j.

a) Formulera problemet att maximera vinsten som ett linjart heltalsproblem.
(1p)

b) Los foljande forenklade exempel med bara tva odlingar. ¢; = 10, ¢ = 12,
ap =2, ay =3, b=20,1 =3, uy =10, I = 3, ups = 10. (Malfunktionen
ar skriven i sorten 100 kr och bivillkoret &r skrivet i sorten 100 kg.) Anvénd
Land-Doig-Dakins metod. Tvadimensionella LP-problem far 16sas grafiskt. Ange
optimal 16sning i klartext. (3p)

c) Antag att man inte kraver plockning av hela tréd, utan tillater plockning av
delar av trdd. Vad blir optimallosningen da? (Resultat fran deluppgift b far
anvéndas.) Hur mycket mer skulle man tjana? (1p)



