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Uppgift 1

Firma Vallablad tillverkar papper och man h̊aller p̊a att ta fram en ny pap-
perskvalitet genom att blanda r̊avarorna ved och halm. Papprets egenskaper
p̊averkas av hur mycket man använder av de olika r̊avarorna. L̊at xj vara mängden
(i g) av r̊avara j som tillsätts i pappersmassan motsvarande ett pappersark. (j = 1
st̊ar för ved och j = 2 för halm.)

Det finns flera egenskaper hos pappret som man är intresserad av, nämligen
yth̊ardhet (Y), blankhet (B), mjukhet (M), porositet (P) och tyngd (T). Man
tar fram följande uttryck för hur de olika egenskaperna beror p̊a r̊avarorna.

Y = 3x1 + 5x2, B = 3 + 2x2

1
− x2, M = 5− x1 + x2

2
, P = x1 + 3x2, T = x1 + x2.

Vallablad kan tänka sig flera olika optimeringsproblem för att finna den “bästa”
blandningen.

Det första problemet, som de kallar P1, är att maximera yth̊ardheten plus blankheten
(Y +B), d̊a mjukheten inte f̊ar överstiga 10 och tyngden inte f̊ar överstiga 3. (Här
bryr man sig inte om porositeten.)

Det andra problemet, som de kallar P2, är att maximera mjukheten, d̊a yth̊ardheten
inte f̊ar understiga 4 och tyngden inte f̊ar överstiga 4. (Här bryr man sig inte om
blankheten eller porositeten.)

Det tredje problemet, som de kallar P3, är att maximera yth̊ardheten d̊a porositeten
inte f̊ar överstiga 3 och tyngden inte f̊ar överstiga 5. (Här bryr man sig inte om
blankheten eller mjukheten.)

Det fjärde problemet, som de kallar P4, är att minimera mjukheten, d̊a yth̊ardheten
inte f̊ar understiga 3, porositeten inte f̊ar överstiga 2 och tyngden inte f̊ar överstiga
3. (Här bryr man sig inte om blankheten.)

a) Skriv upp de fyra optimeringsproblemen ordentligt (med variablerna x). Klas-
sificera dem som linjära/olinjära samt konvex/icke-konvexa. (2p)

b) Lös problemet P3 med simplexmetoden. Ange optimallösning samt värdet
p̊a de olika egenskaperna. Illustrera grafiskt. Gick metoden den kortaste vägen?
(4p)

c) Utg̊a fr̊an optimaltabl̊an i uppgift b. Hur mycket skulle det optimala m̊alfunktions-
värdet öka om porositet upp till 4 till̊ats? (1p)

d) Utg̊a fr̊an optimaltabl̊an i uppgift b. Hur mycket skulle det optimala m̊alfunktion-
svärdet öka om koefficienten för halm i yth̊ardheten ökade fr̊an 5 till 6? För hur
stora ökningar gäller samma ökningstakt? Vad händer (principiellt) för större
ökningar? (2p)
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e) Formulera LP-dualen till problem P3. Ange optimal duallösning med hjälp av
optimaltabl̊an i uppgift b. Visa att duallösningen är till̊aten i dualen, samt att
starka dualsatsen är uppfylld. (3p)

f) Utg̊a fr̊an optimallösningen i uppgift b (och e). En tredje möjlig r̊avara är gamla
tidningar. Utvärdera införandet av denna möjlighet i P3. Om x3 är mängden (i
g) av gamla tidningar, f̊as Y = 3x1+5x2+2x3, P = x1+3x2+x3, T = x1+x2+x3.
Blir lösningen bättre av användande av gamla tidningar? (2p)

g) Är optimallösningen till P3 till̊aten i P1, P2 och P4? Är den en extrempunkt
till det till̊atna omr̊adet till P1, P2, P3 och P4? (1p)

Uppgift 2

a) Betrakta problem P1 i uppgift 1. (Tips: Gör gärna om till ett minimer-
ingsproblem.) Vallablad är intresserad av tre olika lösningar, nämligen:
• A: Inget ved, 3 g halm.
• B: 3 g ved, ingen halm.
• C: Inget ved, ingen halm.
Kontrollera huruvida dessa lösningar uppfyller KKT-villkoren. Vad kan man säga
om ev. optimalitet hos punkterna? Illustrera gärna grafiskt. (3p)

b) Betrakta problem P4 i uppgift 1. Finn en lösning till problemet med Zou-
tendijks metod. Starta i punkten 1 g ved, ingen halm. Illustrera grafiskt. (3p)

Uppgift 3

Vallablad ska leverera stora buntar av papper. Man har ett lager i Mjärdevi
(nod 1 i följande graf) och ett lager i Valla (nod 2). Kunderna är lokaliserade i
nod 4, 5 och 6. Man kan lasta om papper vid alla noder. Just nu har man 10
buntar i nod 1 och 5 bunter i nod 2. Efterfr̊agan är 5 i nod 4, 5 i nod 5 och 3 i
nod 6. Nedanst̊aende nätverk anger möjliga transportvägar, med följande data
p̊a b̊agarna: kostnad per bunt, övre gräns, flöde i en föreslagen lösning (i denna
ordning).
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Eftersom total tillg̊ang är 15, medan total efterfr̊agan är 13, har man inför nod 7
som en superkälla, med övre gränser 10 och 5 p̊a b̊agarna till nod 1 och 2. Nod
7 är d̊a källa av styrka 13 och nod 1 och 2 mellannoder.

a) Är det angivna flödet i grafen en optimallösning till minkostnadsflödesproblemet?
Motivera med simpexteknik för nätverk. (3p)

b) En ny väg har byggts, vilket sänker kostnaden p̊a b̊agen (3,6) fr̊an 10 till
7. Starta med lösningen i uppgift a och finn ett ett nytt minkostnadsflöde med
simplexteknik. (2p)

c) Det visar sig att vägbygget i uppgift b blir försenat, s̊a kostnadssäkningen blir
inte av. Utg̊a därför fr̊an lösningen i uppgift a. Istället förhandlar man med en
annan transportör som kan ta varor fr̊an nod 4 till nod 6. Vilket pris per bunt
kan man acceptera om totalkostnaden ska sänkas? (1p)

Uppgift 4

Följande riktade nätverk med b̊agkostnader representerar centrum i staden Fin-
köping. Som synes är alla gator enkelriktade. B̊agkoefficienterna anger den tid (i
minuter) det tar att köra sträckan.
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a) Kan man komma till alla noder fr̊an nod 1? Finn svaret p̊a fr̊agan genom
att finna billigaste väg fr̊an nod 1 till alla andra noder med lämplig (namngiven)
metod. Ange hur l̊ang tid det tar att komma till varje nod. (3p)

b) Man funderar p̊a att vända enkelriktningen p̊a b̊age (5,3) s̊a att man kan åka
åt andra h̊allet. Det kan ses som att ta bort b̊age (5,3) och lägga till b̊age (3,5),
med samma kostnad. Skälet är att man vill förkorta tiden det tar att åka fr̊an
nod 1 till nod 5. Kommer man att uppn̊a detta m̊al? (Dvs. blir den kortaste
vägen fr̊an 1 till 5 kortare? Motivera svaret med nodpriser.) (1p)

c) Utg̊a fr̊an nätverket ovan (utan ändringen i uppgift b). Anta istället att
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b̊agkoefficienterna anger hur m̊anga fordon som maximalt kan passera vägsträckan
(under en viss tid). Finn det maximala fordonsflödet fr̊an nod 1 till nod 6.
(Använd lämplig metod, och visa alla steg i metoden tydligt.) Ange minsnitt.
(3p)

Uppgift 5

Vallablad funderar p̊a att investera i nya pappersmaskiner. Det finns tv̊a olika
sorter man kan köpa. Man vill köpa minst tre maskiner, och fr̊agan är av vilka
sorter. Maskinsort 1 kostar 20 miljoner per styck och maskinsort 2 24 miljoner,
och man vill minimera de totala inköpskostnaderna. Maskinerna ska st̊a i den
nybyggda hallen i Mjärdevi, och det har visat sig att golvet inte t̊al mer än 25
ton. En maskin av sort 1 väger 6 ton och en maskin av sort 2 väger 12 ton. Finn
en optimallösning med Land-Doig-Dakins trädsökningsmetod. Tv̊adimensionella
LP-problem f̊ar lösas grafiskt. (3p)

Uppgift 6

Anton, Beatrice, Carl och Doris ska skriva fyra olika procedurer i ett datakod.
De är olika snabba p̊a att skriva olika saker, och har därför gjort en bedömning
av hur l̊ang tid det skulle ta för varje person att skriva varje procedur. Varje
person ska skriva ett procedur (och alla procedurer ska bli skrivna), och man vill
bestämma vem som ska göra vad s̊a att den totala tiden minimeras. Tiderna ges
(i timmar) i nedanst̊aende matris, där raderna st̊ar för personer och kolumnerna
för procedurer.

C =


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







Lös problemet med ungerska metoden. Ange optimal lösning (vem som ska göra
vad) samt total tid. (3p)
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