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TAOP88/TEN 1
OPTIMERING FÖR INGENJÖRER
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Uppgift 1

Firma Fiffel&Fix AB trycker upp och säljer gamla tentor och kurslitteratur till
studenter vid det lokala universitetet. Man har en stor tryckpress och funderar p̊a
hur man ska använda den p̊a bästa sätt i tv̊a kommande dagar. Givetvis vill man
använda optimering, s̊a man formulerar en LP-modell med följande variabler: x1

är den tid (i sorten dygn) som pressen används till att trycka gamla tentor och
x2 är tiden pressen används till att trycka upp kompendier. Tryckpressen kan g̊a
dygnet runt, men den totala tiden f̊ar inte överstiga tv̊a dygn.

Om man trycker upp gamla tentor i ett dygn g̊ar det åt 400 kg papper och
400 häftklamrar, medan tryckning av kompedier i ett dygn kräver 500 kg pap-
per och 300 häftklamrar. Man vill inte använda mer än 900 kg papper och
1000 häftklamrar för de tv̊a dygnen. Man bedömer att tryckning av tentor
ett dygn skulle ge en vinst p̊a 5000 kr, medan vinsten for ett dygns tryck-
ning av kompendier skulle ge vinsten 6000 kr. Allt detta ger nedanst̊aende LP-
modell, där man har förkortat bort en del nollor. (Sorterna är därmed 1000 kr
för m̊alfunktionen, dygn för bivillkor 1, 100 kg papper för bivillkor 2 och 100
häftklamrar för bivillkor 3.)

max z = 5x1 + 6x2

d̊a x1 + x2 ≤ 2 (1)
4x1 + 5x2 ≤ 9 (2)
4x1 + 3x2 ≤ 10 (3)
x1, x2 ≥ 0

a) Lös problemet med simplexmetoden. Ange optimallösning samt vilka resurser
som är begränsande. (3p)

b) Utg̊a fr̊an optimaltabl̊an i uppgift a. Hur mycket skulle det optimala m̊alfunktions-
värdet öka om man hade 1 kg papper mer? (1p)

c) Formulera LP-dualen till problemet ovan. Ange optimal duallösning med hjälp
av optimaltabl̊an i uppgift a. Visa att duallösningen är till̊aten i dualen, samt
att starka dualsatsen är uppfylld. (3p)

d) Utg̊a fr̊an optimallösningen i uppgift a. En tredje möjlig produkt är nya
(kommande) tentor. Om man trycker nya tentor i ett dygn krävs 400 kg papper
och 400 häftklamrar och man f̊ar vinsten 6000 kr. Vore det lönsamt att trycka
nya tentor? (Svara m.h.a. reducerad kostnad.) (1p)
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Uppgift 2

Fiffel&Fix funderar p̊a var man ska placera luftutsuget i rummet där man blandar
kemikalier. Man studerar kartan över rummet, sett uppifr̊an. Rummet är 3
g̊anger 3 meter. Utsuget borde sitta mitt över själva blandningsmaskinen som
st̊ar i punkten x1 = 3 och x2 = 2. (Man har valt rummets nedre vänstra hörn
som origo, och maskinen st̊ar 3 m till höger och 2 m ovanför det.) Tyvärr finns
en takutbyggnad som förhindrar det. Man kan bara sätta luftutsuget i punkter
där x1 + x2 ≤ 3, dvs. till vänster om och nedanför rummets diagonal. Man
bestämmer sig för att minimera ett viktat avst̊and till den önskade punkten, och
inser att det är enklare att minimera kvadraten av avst̊andet, vilket ger följande
optimeringsmodell.

min f(x) = (x1 − 3)2 + 2(x2 − 2)2

d̊a x1 + x2 ≤ 3
0 ≤ x1 ≤ 3
0 ≤ x2 ≤ 3

a) Är problemet konvext? (1p)

b) Använd KKT-villkoren för att avgöra om mittpunkten i rummet är den opti-
mala placeringen (vilket man tror). Kontrollera även hörnpunkterna x1 = 0 och
x2 = 3 samt x1 = 3 och x2 = 0 p̊a samma sätt. Illustrera gärna grafiskt. (3p)

c) Finn en lösning till problemet med Zoutendijks metod. Starta i origo. Illustrera
grafiskt. (3p)

d) Skriv upp en straffunktionsformulering av problemet och föresl̊a en metod för
att lösa den. (1p)

Uppgift 3

Fiffel&Fix ska snabbt leverera de nytryckta tentorna fr̊an sitt lager i nod 1 i
nedanst̊aende nätverk. Man har tio buntar med tentor i lagret, och 6 av dem
ska till en tentalokal i en närbelägen stad, nod 6, och 4 av dem ska till en annan
tentalokal i utkanten av universitetsomr̊adet, nod 5. Följande nätverk anger
möjliga transportvägar. P̊a b̊agarna anges kostnad per bunt, en övre gräns för hur
mycket som kan skickas den vägen samt hur mycket man skickade förra g̊angen.
Man vill minimera kostnaderna för transporterna.
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a) Fr̊agan man ställer sig är om det är optimalt att skicka som man gjorde förra
g̊angen. Använd simplexmetoden för nätverk för att besvara den fr̊agan. (2p)

b) En vägutbyggnad sänker kostnaden p̊a b̊agen (4,6) fr̊an 7 till 5. Starta med
lösningen i uppgift a och finn ett ett nytt minkostnadsflöde med simplexteknik.
(2p)

c) Fr̊an ansvarigt h̊all anses trafiken mellan nod 1 och 3 vara för stor. Man vill
installera vägbulor och andra trafikhinder för att minska trafiken p̊a den sträckan,
genom att öka kostnaden för att köra den. Var g̊ar gränsen för Fiffel&Fix, dvs.
hur mycket m̊aste kostnaden p̊a b̊age (1,3) öka för att Fiffel&Fix ska ändra sin
transportplan? (Man kan utg̊a fr̊an lösningen i uppgift a eller b, men man m̊aste
ange vilken.) (1p)

Uppgift 4

Följande riktade nätverk med b̊agkostnader representerar centrum i staden Flax-
köping. Som synes är alla gator enkelriktade. B̊agkoefficienterna anger upplevd
kostnad för att cykla sträckan. (Sträckan 5 - 6 är s̊a vacker att den upplevs som
belönande att cykla.)
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a) Finn billigaste väg fr̊an nod 1 till nod 6. Ange metod och motivera metodvalet.
(2p)

b) Utg̊a fr̊an lösningen i uppgift a. För vilka värden p̊a kostnaden p̊a b̊age (2,3)
ing̊ar denna b̊age i den billigaste vägen fr̊an nod 1 till nod 6? (Motivera svaret
med nodpriser.) (1p)

Uppgift 5

I nedanst̊aende nätverk är b̊agarna märkta med kapacitet samt flöde. Totalt
skickas 13 enheter fr̊an nod 1 till nod 6.
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a) Är flödet ett maxflöde fr̊an nod 1 till nod 6? Bevisa svaret. Ange minsnitt.
(1p)

b) Kapaciteten p̊a b̊age (4,6) ökas fr̊an 5 till 6. Utg̊a fr̊an flödet i uppgift a och
finn maxflöde fr̊an nod 1 till nod 6. (Använd lämplig metod, och visa alla steg i
metoden tydligt.) (2p)

Uppgift 6

Fiffel&Fix funderar p̊a att köpa flera tryckpressar. Det finns tv̊a olika sorter man
kan köpa. Maskinsort 1 kräver ventilation p̊a 2m3 per timme, medan maskinsort
2 kräver 4m3 per timme, och lokalen har inte kapacitet för mer än 6m3 per timme.
Maskinsort 1 är 5 m bred, medan maskinsort 2 är 4 m bred, och maskinerna ska
st̊a mot en 10 m l̊ang vägg. Man bedömer att varje maskin av sort 1 skulle ge
vinsten 2.4 miljoner under sin livstid, medan en maskin av sort 2 skulle ge 2
miljoner. Man f̊ar allts̊a följande optimeringsmodell.
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max z = 24x1 + 202
d̊a 2x1 + 4x2 ≤ 6

5x1 + 4x2 ≤ 10
x1, x2 ≥ 0 heltal

Finn en optimallösning med Land-Doig-Dakins trädsökningsmetod. Tv̊adimensionella
LP-problem f̊ar lösas grafiskt. (3p)

Uppgift 7

Följande oriktade nätverk med b̊agkostnader representerar centrum i staden Flax-
köping. B̊agkoefficienterna anger tid (i minuter) det tar att springa sträckan. Det
finns trafikljus i samtliga korsningar (noder), och pga. ett åskväder har alla slutat
fungera. För att f̊a dem att fungera igen m̊aste man göra ett enkelt handgrepp i
ett trafikljus i varje korsning. Det r̊ader trafikkaos i staden, och alltiallo Gunvald
Larsson ska springa runt och s̊a fort som möjligt laga trafikljusen. Han vill därför
finna den kortaste rundtur som besöker alla noder.
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a) Finn en bra rundtur åt Gunvald med valfri metod. Beskriv dock metoden. (En
metod fr̊an kursen kan beskrivas kort. En nyp̊ahittad metod kräver en utförlig
beskrivning.) (2p)

b) Använd en relaxation av problemet ovan för att f̊a en optimistisk uppskattning
att jämföra rundturen med, samt ange hur l̊angt ifr̊an optimum lösningen är (i
värsta fall). (2p)

c) För att undvika en liknande situation i framtiden, tänker man införa ett
fjärrstyrningssystem s̊a att allt kan göras fr̊an nod 1. Man behöver förbinda
alln noder med varandra med en ganska dyr fiberoptisk kabel. L̊at kostnaden för
en direktförbindelse mellan tv̊a noder vara proportionell mot de angivna koeffi-
cienterna i grafen. Finn det billigaste sättet att lägga ut den fiberoptiska kabeln
s̊a att alla noder kan kommunicera med varandra. (Det gör inget om fibern g̊ar
via andra noder.) Finn en optimallösning med en effektiv metod. (2p)

d) Gunvald Larsson f̊ar i uppdrag att kontrollera att trafiken flyter bra p̊a alla
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gator, s̊a han m̊aste finna en rundtur som passerar varje gata minst en g̊ang.
Kan han hoppas p̊a att finna en rundtur som passerar varje gata exakt en g̊ang?
Motivera svaret. (1p)

Uppgift 8

De fem polisbilarna i Flaxköping är ute och patrullerar i lugn och ro, d̊a helt
plötsligt fem anrop om olyckor p̊a olika platser kommer in samtidigt. Lednings-
centralen m̊aste snabbt bestämma vilken bil som ska åka till vilken plats. Varje
bil ska åka till en plats, och varje plats m̊aste f̊a en bil. Följande matris anger
hur l̊ang tid det skulle ta för varje bil att köra till varje olycksplats. (Raderna
motsvarar bilar och kolumnerna platser.)

C =
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9 4 4 3 8
9 9 9 4 7
5 5 6 6 5
4 7 7 6 8
4 5 7 8 7













Man bestämmer sig för att minimera summan av körtiderna (det känns rättvist).

Lös problemet med ungerska metoden. Ange optimal lösning samt total tid. Ange
även optimal duallösning. (3p)
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